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Tox'rede. 


Wenn ieii bei der Herausgabe des zweiten Bandes der „Vorlesungen 
liber die Tlieorie der elliptiscben ‘Modulfunctionen^^ noch einmal die 
Gelegenheit zu einigen einleitenden Worten ergreife, so lasse icli micli 
dabei durcli eine didactische Absicht leiten. Infolge des nicbt geringen 
Umfanges, den die Bearbeitung der Modulfunctionen angenommen bat^ 
liegii namlicb einigermassen die Gefahr vor, dass zumal dem Studieren- 
den bei der Lectiire des Werkes und bei der Aufsucliung seiner Haupt- 
gedanken die Zeit mangelt oder die Kraft erlabnit Nun ist ja freilich 
die UmfaDglichkeit des vorliegenden Buches zum guten Teil eine Folge 
jener Breite der Darstellung, deren icli micb eben zur Erleichterung 
des einfiihrenden Stadiums von vornlierein befleissigt babe. Andrer- 
seits stellen docb zablreicbe Entwicklungen nur eine Art Concession 
an sonstige Auffassungsweisen unserer Gegenstande vor, andere Unter- 
sucbungen wieder baben nur den Charakter von Einzelausfiibrungen, 
denen ein systematiscbes Studium obne Einbusse fiir das Gesamtver- 
standnis wenigstens nicbt liberall gewidmet zu v^erden braucbt. Dabei 
ist es zweifellos fiir den Anfanger nicbt immer leicbt, einer gerade 
vorliegenden Untersucbung sogleich mit sicherem Urteil anzuseben, 
welcbe Stellung derselben im Gesamtaufbau des Buches zukommt; 
icb glaube demnach der Braucbbarkeit des letzteren nur dienen zu 
kbnneU; wenn icb bier in der fraglicben Hinsicbt ein paar Finger- 
zeige zu geben mir erlaube. 

Jedenfalls denke icb es mir weitaus am zweckmassigsten, das 
Studium des Buches mit den drei ersten Kapiteln des zweiten Ab*- 
scbnitts zu beginnen, wobei man gern, wenn man will, die auf Ab~ 
scbnitt I zuriickbezuglichen §§ 6 bis 8 im Kapitel II, 1 zuvorderst 
liberspringen mag. Immerhin wird § 9 verstandlicb sein, wenn man 
sich nur den Begriff der Modulsubstitution aus Abscbnitt I aneignen 
will*). Demnacbst wiirde das systematische Studium des Kapitels 3 

*) Zur Auffindung der betreffenden Stellen bediene man sicb des am Scblusse 
vorliegenden Bandes angefugten Sacbregisters. 
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seiii^ iiisoferB in den Tier bis nun genannten Kapiteln 
4as eigentJklie Fundament fiir die Theorie der Modulfunctionen zii 
eflilic-keii ist. Wenn &kli ubrigens im zoletztgenaimten Kapitel T, 3 
zablreielie Bezieliiiiigeii teiis auf voraiigegangene EntwicHungen teils 
auf die Vurlesiingen liber das Ikosaeder finden, so boffe ich sollen 
dieselben melir anregea als das Yerstandnis erscliweren. 

Die Bezugiiabme auf die TJieorie der, elliptisclien’ Functionen in 
iiirer Gestalt weist aus dem wesentliclien Gedankenkreise 

cles Buebes binaus. In dieseni Sinne kami icli nur selir betonen^ dass 
die Kapitel I, 1 und 1^ 2 sowie Teile von 1^ 4 in keiner Weise zu den 
grundlegenden zu rechnen sindy dass ihnen vielmebr nur eine beilaufige 
Bedeutung zuzurechnen ist. Icb kann demnacb auch nur raten, man 
wolle sick beim anfiinglicben Studiuni nach Absolvierung der vier 
oben geiiaBntea Eapitel II, ly 2, 3, I, 3 sogleicb die beiden Grund- 
probleine der Modullebre zu eigen macbeny wie sie im Kapitel I, 4 
139 ff. entwickelt sind, nm demnachst in einer gleicb zu bezeicli- 
nenden Weise das Stadium fortzusetzen. Im librigen wird der Kenner 
der Ikosaedertbeorie schon von selbst nacb der ausfubrlichen Begriin- 
ckng jener beiden Grundprobleme in den §§ 6 bis 13 des Kapitels ly 4 
greifen. Dass aber durcK das Eapitel ly 2 sowie durch die Anfangs- 
paragrapben von ly 4 die Wunscbe der Differentialgleiebungstheoretiker 
ausreicheade Beriicksichtigung gefunden baben, darf icb gewiss boffen. 

Als ganz wesentlicbe Erorterungen muss icb jetzt waiter diejenigen 
bezeidinen, welche den Inbalt der beiden Eapitel’ Ily 4, 5 ausmacben. 
Zumal sind es die geometriscben tlberlegungen nnd Massnabmeny die 
bier dureb immer erneute Einiibnng zur Gewobnbeit werden sollen; 
und es ist eine durchaus missverstandlicbe Anffassung, wollte man in 
den Iraglichen Kapiteln der Geometrie nnr eine nebensacblicbe Rolley* 
etwa als Mittel der Veranscbaulichmig sonstiger (analjtiscber) Mass- 
nabmeiiy zuerteilen. Die bier bezweckte Scbulung in der anscbauungs- 
missigen Bebandlung gruppentbeoretiscber nnd funetionentheoretischer 
Gegenstande ist namentlich aucb fiir die Theorie der automorpben 
Functionen (auf welcbe unser Buck dock vorbereiten soil) von der 
ailergrossten Wichtigkeit. 

Weifc eher dmrfte in den beiden folgenden Kapiteln Ily 6y 7 eine 
Kirzung der Lecture zulassig sein; icb kann bier als unentbebrlicb 
geradezu nur die drei ersten Paragrapben yon Ily 6 und die fiinf ’ 
erstea von 11, 7 bezeicbnen. Alles librigey sowie namentlich anch die 
beiden Kapitel^ II, 8 und II, 9 haben den Obarakter von Einzelaus- * 
libmiigen. Hiermit soil diesen Specialentwicklungen die Bedentung 
welclie sie far sich ha|)en mogen, keineswegs abgesprocben werden; 
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es ware ja in der That iinzweckmassig gewesen^ liatteii wir bis daliin 
bestandig Hulfsmittel auf Hiilfsmittel fiir kiinftige Untersnchung ge- 
bauftj wenn wir deren Brauchbarkeit nun nicht aiieb. iinmittelbar an 
der Materie nnserer Untersnchung aufweisen wollten. Gleichwohl muss 
man es einigermassen dem Leser ilberlassen, aus den mannigfaclien 
gruppentheoretischen Einzelheiten der genannten Kapitel nach eigenem 
Urteil und Gesehmack eine Auswahl zu treffeii, Es sei nur noch be- 
tout, dass die halbmetacjclischen Untergruppen von pag. 460 in den 
spateren Teilen des Werkes immer wieder eine Eolle spielen, und 
dass Yor allem der pag. 489 formulierte wunderbare Satz von Galois 
im Verein mit seinen kunftigen Anw^endungen (pag. 646 und 749 
im ersten Bande, pag. 419 des zweiten Bandes) wohl die sclionste 
Zierde der Tbeorie der Modulfunctionen geliefert hat. 

Die functionentheoretischen Ausfllhrungen betreffend, so greifen 
die beiden Kapitel III^ 1^ 2, und dann zugleich auch ihre Fortsetzung 
im zweiten Bande (Kapitel VI, 1, 2 daselbst) iiber die eigentliche 
Gedankenentwicklung der Modulfunctionen hinaus, insofern die ge- * 
nannten Kapitel einen fiir sich stehenden Abriss der allgemeinen Eie- 
mann^schen Theorie der algebraischen Functionen liefern. Dass in 
der Fortentwicklung der Modulfunctionen ubrigens immer nur einzelue 
Resultate der genannten allgemeinen Theorie zur Verwertung kommen, 
durfte nicht hindern, dem Leser die Kenntnisnahme auch des Weges, 
der zu diesen Resultaten hinfiihrt, wenigstens zu ermoglichen. Aber 
ich kann nicht zweifeln, dass ein Leser, welcher sich nur den Sinn 
der Existenzthe.oreme, die Eigenart der Functionen g?, sowie endlich 
einiges Wenige iiber die curventheoretische Vorstellungsweise zu eigen 
gemacht hat, in . den Abschnitten III, IV, V kaum Schwierigkeiten 
finden wird. Das voile Verstandnis der allgemeinen Theorie der alge- 
braischen Correspondenzen und der Modularcorrespondenzen setzt in- 
dessen durchaus einen etwas weiter gehenden Uberblick iiber die Theorie 
der algebraischen Functionen voraus und erfordert das eingehendere 
Studium der genannten Kapitel. 

Die Anwendbarkeit der allgemeinen Riemann’schen Existenztheo- 
reme auf das functionentheoretische Grundproblem der Modullehre 
fiihrt im Kapitel III, 3 zur allgemeinen Auflosung dieses Problems, 
und man darf in diesem Sinne das Kapitel III, 3 als den wesentlichen 
Mittelpunkt des ganzen Werkes ansehen. Von den weiter folgenden 
vier letzten Kapiteln des dritten Abschnitts gilt wieder dasselbe, wie 
von den Schlusskapiteln des zweiten Abschnitts, namlich dass sie 
Einzelausfuhrungen darstellen, und zwar hier von der allgemeinen 
Theorie in III, 3. Dass hierbei die weitaus interessanteste Theorie 
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i]vT Stuie an die letzte Stelle gelangte, liat seiuen Griuicl 

ic ,]er Absic-ht, .lass ihr .. Entwicklimgen, wie die zur acMeii 

ijaJ ieciizdsEtei! Stufe geliorenden, die doch zuuial aucli liistoriseh 
eiBigej4 Interesse beanspruchen, niebt gar zu selir in den Hintergrund 

gedrEngt eradieinen mmhtm. 

War sdioB ini bialierigen deni Leser inelirfacli anlieinigestellt^ 
geiriSas aeinei! ei^eneii Zweckea eine Auswalil aus dem dargebotenen 
zia treffeii, so gilt dies in nocb weit liolierem Grade von dem 
gesainieii Inlialte des zweiteii Bandes. Umfangreiclie Parfcieen sind bier 
gh ZUT Tbeorie der elliptiselien Funetionen geborig anzuseben, nnd 
dies gilt ill erster Linie vom grossten Teile des vierten Abscbnitts. 
Die Transfomalionstbeorie nimmt bier im Gegensatze zur Teilung 
der Funetionen den breiteren Eanm ein; nnd icb 

wii! nkbt s>r.-L. das Kapitel IV, 2 sowie die Paragrapben 6,. 7, 

S unci 9 im Kapitel IV^ 3 als <!ie wichtigsten zn bezeiehnen. Mit 
den fOnf ersten Paragrapben des Kapitels IV, 3 abern'si es ein eigen 
Ding. Zur systeniatiseben Ableitong der in der Transformationstbeorie 
lioberer Stufe eintretendeii Fragen erseliien mir die Eiiiscbaltung der 
abstracten imd folglieb scbwierigen tiberlegangen in §§ 3 nnd 4 des 
ia Eede stebenden Kapitels notig; aber die Moglicbbeit der Trans- 
formationsgleichungen imd speciell der Modulargleicbiingen in „Special“ 
¥011 Congruenzmodnln hoherer Stufe wird man mit Hiilfe der 
§§ 6 S', von IV, 3 sicber aucb obne die allgemeinen Principien in 
f§ 3, 4 klarlegen konnen. Als zwei weiterhin gar nicbt mebr zur 
Verwendung kommende Eiirijk-i.j-gjn mochte icb endlicb die in § 10 
und 11 des fraglieben Kapitels bezeiehnen. 

Es ware wohl niitzlos, die Anweisungen fiir das.Studium des vor- 
liegenden Werkes in der bisherigen detaillierten Weise fortzufilbren. 
Es wird sicb aus den iibrig bleibenden Kapiteln des zweiten Bandes 
aucb ohnedies der Geometer die Theorie der elliptiscben Normalcurven 
mi die der Correspondenzen berausgreifen, der Analytiker aber die 
Darstellungen in den Kapiteln V, 2 bis V, 4, zumal die merkwiirdigen 
PotfBzreihen in V, 3. Es findet des ferneren der Aritbmetiker die 
maaiiigfacben Anwendungen auf die Tbeorie der binaren quadratisclien 
Formen und ibre Classenzahlrelationen vor, wahrend endlicb fiir den 
Funetionentheoretiker der Ausbau der Theorie der elliptiscben Func- 
tionen nach Seite der Modulargleichungen und -Correspondenzen in 
Betracht kommt. 

ISur in letzterer Beziehung sei bier nocb eine Bemerkung ge- 
stattet Man wird vielleicbt finden, dass die Tbeorie der Modular- 



gleicliiiugeB in Abscliiiitt V zu weit in die Einzellieiten binemgetrieben 
sei. Icli kann liierauf — wenn anders es iiberliaupt einer Abwebr 
beclarf — niir mit dem gleieben Geclanken antworten, den ich mir 
oben sclion einmal erlaubte: was liilft die wiederkolte Angabe, diircli 
die Theorie der Modulfunctionen seien die liberkommenen Probleme 
der elliptisclien Functionen ein gut Teil weiter gelost, wenn wir nicbtj 
wo es angebt, zeigen, dass dem wirklick so ist! 

Unserer Bebandlung der Modularcorrespondenzen entspringt viel- 
leicbt der gegenteilige Vorwurf, nicht liinreicbend weit den Einzel- 
entwicklungen gereclit zu werden, die hier einmal vorliegen. Der 
Kundige weiss ja, dass es sicli liier um das yielumworbene Gebiet 
der ^-Relationen und irrationalen Modulargleichungen liandelt. Gewiss 
sei gleich zugegeben, dass nur ein selir begrenzter Ausschnitt aus den 
vielfaclien hierher geborenden TJntersucliungen directe Beriicksicbtigung 
(in VI, 6) finden konnte. Aber bier lag es aucb durcbaus nicbt im 
Sinne unseres Werkes, das tjberkommene durch neue Einzelresultate 
zu liberbieten; vielmelir lag aller Nachdruck darauf, an einer enge 
umgrenzten Auswabl von Beispielen. die neue Auffassung der irratio- 
nalen Modulargleichungen klarzulegen, die dann kuuftigbin ibren Weg 
aucb zu den ilbrigen <0’-Relationen finden mag. Und der Wert dieser 
neuen Auffassung scbien darin zu bestelien, dass die irrationalen 
Modulargleichungen nicbt als unverstandene Producte einer zufallig 
geleiteten analytiscben Recbnung erschienen, dass sie vielmebr als 
Darstellungsformen gewisser Modularcorrespondenzen und damit als 
notwendige Glieder einer geometrisch-algebraischen Gedankenentwick- 
lung auftraten, deren wirksame Zugkraft man in sonstigen Gebieten 
der Functionentbeorie nicbt in Frage stellt. — 

Vielleiclit sollte icb bier am Scblusse des Vorwortes mir nocb eine 
kurze Mitteilung fiber die geplante Fortsetzung der iihex 

die Tbeorie der Modulfunctionen^^ erlauben; aber icb konnte docb 
nur wiederbolen, was in Anbetracbt einer kfinftigen Bebandlung der 
„automorpben Functionen" in den Scblusszeilen unseres gegenwartigen 
Bucbes in Aussicbt genommen ist. 

Kiel, den 31. Juli 1892. 


Robert Fricke. 
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Yierter Abscliniti 


Einffthrnng you Teiluiigs- nnd Transformationsgrossen imd 
deren algebraisclieii Relationeii. 

Erstes EapiteL 

Die Teilwerte doppeltperiodisclier Punctionen und die 
speciellen Teilungsgleicliiingen. 

In der Einleitung zum ersten Abschnitt unserer Entwicklungen 
liber die -Modulfunetionen haben wir bereits auf die' enge Beziebnng 
der letzteren zur Tbeorie der elliptischen Functionen bingewiesen. Es 
trat aber diese Beziebnng im weiteren Fortgang der gruppentbeoreti- 
scben sowie functionentbeoretiscben Erorterimgen, wie sie im zweiten 
nnd dritten Abscbnitt zn entwickeln waren, durcbans zurilck. Nnnmebr 
aber wollen wir jene Beziebnng wieder aufnebmen nnd es geradezn 
als wesentlicJisten Zielpunkt unserer hunftigen EntwieMungen hinstellen, 
dass wir das Ineinandergreifen der beiden genannten mathematisclien Eis- 
ciplinen insoweit besclireihen wollen ^ als uns das heutmtage vorliegende 
Tinier sucimngsmaterial die Mittel dam giebt Man wird dabei znvorderst 
die im ersten Bande gewonnenen functionen- und gruppentbeoretiscben 
Anscbannngsweisen auf ibre Brancbbarkeit priifen wollen, welcbe ihnen 
bei der Anflosung der fiir nns in Betracht kommenden Probleme der 
liberlieferten Tbeorie der elliptiscben Functionen znkommt. Indem wir 
diese Absicbt zu einem Teile im gegenwartigen vierten Abscbnitt 
durcbfiibren, werden wir von den in Rede stebenden Problemen nnd 
ibrer Anflosung nicbt nur ein in mancbem Betracbt inhaltvolleres, 
sowie der Natur moglicbst gemasse^ Bild entfalten, sondern wir werden 
ancb in einer zielbewufsten Fortentwicklung jener Probleme iiber den 
Rabmen der Uberliefernng hinans gefiibrt werden. Im folgenden 
funften Abscbnitt sollen nns dann umgekebrt die doppeltperiodiscben 

Klein-Fricke, Modulfanctionen. II. , 1 



IT, !. Teilwert^ doppeltperiodisclier i’anctionen 

Hilfe leisteii, um die fonctionentheoretisclie Betrachtnng 
!:;V: unc! die Losung nnserer algebraisclien Funda- 
ffi^^makrifgabeii bis zu demjenigeo Abscblnss zn fillireE, welclier nacli 

b€Z%]ielieii Entwicklungen im ersten Bande erwiinsclit sem muss. 
Eiicllieli sol! der seeliste Absclmitt fiir ein vom Tierten her bleibendes 
1-^robkm die ErledigiiBg bringeiij die wir darum binausscbieben mussen, 
wei! sie sicli ers^ iiacb EiBSchaltnng gewisser allgemeiner Unter- 
.iielumseii gestalten lasst; es werden diese letzteren Untersueliuiigen 
■elm WeiterfiibruBg jener gnindlegenden functionentheoretisclien Ent- 
wiekloBcreii darstelleii^ mit denen wir deu dritteu Absebnitt begannen. 

Sei fibrigens vorweg noch folgende Berner kung gestattet. Eine 
erseBpfemk Bebandlung aller somit in Aussicbt genommenen Unter- 
siehnngen ist gegenwartig fiir nns weder moglicb nocb. erforderlicb. 
Oberalf werden wir uns vielmebr damit begniigen dtirfen, durch Be- 
sebreibimg der znr Zeit wirklicb ausgefiibrten Untersucbungen den 
Weg sewiesen zn haben, den eine far die Zukunft anzustrebende 
allseitige Dnrchfilbrimg unseres Programms zu gehen batte. Ein 
tieferes Eingehen anf die iiberlieferte Tbeorie der elliptischen Functionen 
selbst eraeb ten wir gleichfalls nicht als zu unserer Aufgabe geborig; 
wir diirfen, was die Einzelheiten der fruheren Entwicklung angebt^, 
aaf die alteren Lebrbiicher, vornebmlicb aber auf die umfassende ge- 
^Mebtliebe Darstellnng des Enneper^scben Werkes verweisen*). Auf 
der anderen Seite wollen wir scbon bier auf das neuerdings erscbie- 
nene Bucb Ton Hrn. H. Weber iiber ,jElliptiscJie Functionen und 
algeh’aiscfie Zahlen^^ aufmerksam macben**), in welcbem namentlicb 
der drittey arithmetische Teil manchen bislang schwieriger zugang- 
licben Gegenstand dem allgemeinen Verstandnis gewonnen bat. 

§ 1. G-mppentheoretische Grundlagen fiir die Theorie der 
elliptisclien Functionen. 

Die duppeltperiodischen Functionen p und p' lernten wir in I 
p. 149 II. als von den drei Argumenten (o^ abbangige 

FunetioBen kenneny die unverandert blieben einerseits bei Ausiibung 
einer beEebigen homogenen Modulsubstitution (also einer linearen Sub- 
stitution der allem)^ andererseiis bei Vermehrung des u um 


'*) Enaeper, Theorie und Gesdiichte der elliptischen Functionen y 2. Aufl., 
bearbeitet voa Felix Mtller (Halle, 1890). 

Braunschweig, 1890. 

Wir geben die Citate auf den ersten Band stets in dieser Form; Citate 
mit lilosser 8eitenzaH bezieben sieh immer anf den vorliegenden Band. 
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ganzzalilige Vielfaciie der Perioden cOg. Die beiderlei anf die Ar- 
gumente ausgeubten Umanderungen ziehen wir dadurcb in eins zii- 
sammeHy dass wir auf die drei Variabelen w, co^ eine heliehige terndre 
ganzzahlige Substitution der Determmante 1 tind der Gestalt: 

(1) id =u , G>/ = + /Sog , o/ = 

ausgeiibt denken. Diese vSubstitutionen bilden in ibrer Gesamtheit 
eine terndre Gruppe, die beisse, und es gel ten fiir die Combination 
zweier in ibr entbaltenen Operationen in einer sofort verstandlichen 
Bezeicbnungsweise die Regeln: 

\ aa py^ /3"= y'=ya~\-dy\ d'=y^-\-dd', 

Alle Operationen der von der Gestalt: 

( 3 ) II = u + + ^>^ 2^2 7 7 ^2' = ^2 

bilden eine in der entbaltene ausgezeichnefe undre Untergruppey 
die wir nennen; und auf der anderen Seite bilden alle Operationen: 

(4) u' = Uj m/ == + jScog, = y co^ -{- d 

eine nicht-ausgezeichnete hindre Untergruppe die wir direct als die 
bomogene Modulgruppe auffassen konnen. Hier konnen wir nun durcb 
Anwendung der Begriffsbestimmungen der Gruppentbeorie auf fiir 
die Tbeorie der doppeltperiodiscben Punctionen in derselben Weise 
ein systematiscb geordnetes Bild gewinnen, wie wir dies bislang durcb 
entsprechende Betracbtungen auf dem engeren Gebiete der elliptiscben 
Modulfunctionen allein getban baben. Es mogen bier einleitend die Grund- 
lagen einer solcben Betracbtungs weise in aller Kiirze skizziert werden. 

Piirs erste konnen wir nacb den Untergruppen der fragen. 
Dabei ist es freilich nicbt der allgemeinste Ansatz, aber es reicbt docb 
fiir unsere Zwecke vollig aus, wenn wir folgenden zuvbrderst an die 
ankniipfenden Gedankengang einscblagen. Die Untergruppen eines 
endlicben Index der Gruppe sind, wie man sofort bemerkt, aus- 
nabmslos Congruenzgruppeuj und wir konnen deren Gesamtbeit durcb 
den bereits in I p. 320 u. f. ausgebildeten Entwicklungsgang . in Er^ 
fabrung bringen. In diesem Sinne reduciere man modulo n auf 
eine endlicbe Gruppe Gn^ der Ordnung rdy welcb^ letztere nunmebr in 
ibre Untergruppen zu zerlegen ist. Unter den modulo n incon^ 
gruenten Zablenpaaren mg giebt es aber im ganzen q){n) • ^{n) 
solcbe PaarCj bei denen der grosste gemeinsame Teller von 
prim gegen n isU^). Jede zugeborige Substitution u —u-{- Oi + ^2 

'*) Die Bedeutung von cp nnd ip findet man in I p. 460 angegeben. 
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erieiagt modiiki n eine cjclische welche offenbar nocli aus g)(n) 1 

w^'ilereu, ia ihr enthaltenen Substitutionen dieser Art hatte bergestellt ^ 
wtrden konneii. Wir fmden solcberweise innerbalb der im ganzen 
ip(m) eveliselie denen wir ebenso Tiele Untergruppen der 
zaordEeii; diese ip(ri) Congmenzgruppen sind zwar aicbt inner- 
lialb der gleichberechtigt, sie werden es jedocb innerbalb 
wie wir nebenher bemerken. Hieriiber binaus notieren wir aucb noeb 
die Hanpteongriienzgriippe Stufe welcbe der identiscben Sub- 
stitiitioE der zuznordnen ist. 

Indem wir anf der anderen Seite die F^"^ fiir sicb einer analogen 
Betracbtiing iinterziehen, kommen wir direct znm nrspriinglicben 
grappentheoretischen Modulproblem znriick. Es wird sicb dann aber 
weiter damm handeln^ durcb Combination der Untergruppen Yon F^^^ 
mil denen you F^^^ temare Untergruppen von F^^^ zu gewinnen, und 
in diesem Betracbt findet sicb eine gewisse^ wenn aucb nicbt weit 
reichende organische Beziebung zwiscben den beiden Gruppen F^^^ und 
F'^'. Comhinierm wir ndmlich eine jener ■^(w) Gruppen F^^^ mit einer 
Uniergnqpe Fp^ von F^^^ tmd verlangeny dass die ersten Zeilen in den 
Suhstitntionen der so erzeugten Gruppe mir Operationen der aufweisen 
SfAkn^ so muss FF^ in einer gewissen der 'ip(n) gleicllerccMigten Gongruew- 
gntp^ Stufe e^dkalten sein (cf. 1 p. 461). Ist z. B. flP durcb 
W|E~Oy (mod. ti) definiert, so folgern wir aus ( 2 ), dass die soeben 
fonniilierte Bedingung nur unter der Voraussetzung y ~0, (mod. n) 
erftilt sein kann; durcb diese letztere Congruenz ist aber gerade eine 
Jener Gruppen festgelegt. Indem wir die fI^^ einzeln geradezu 
mit ibren zugehorigen F^ combinieren, entspringen gleicbbe- 

rechtigte temare Congruenzgruppen Stufe , . — Neben ibnen 
merken wir wot allem nocb die terndre Sauptcongruen^gruppe Stufe 
an, die al!e modulo n zur Identitat congruenten ternaren Substitutionen 
( 1 ) umfasst, und deren Index in der gesamten F^^^ sicb zu n^(p(n)i)(n) 
berechnei Durcb Zerlegung der zugeborigen endlichen 
L iitei gruppen konnten wir in bekannter Weise alle ternaren Congruenz- 
grappen Stufe ableiten. Die bier zu Tage tretende endlicbe 

Gruppe ist im Falle ti == 2 eine (T 24 vom Oktaedertypus, im 

Falle f I = 3 eine G^i^y die eine aucb von anderer Seite her bekannte 
Strsetur zeigt u. s. w.^). 

der F^''^ welche niclit mehr allein durch Congruenzen be- 
zuglicb eines festen Zahlmodnls definierbar sind, baben wir bier ganz ausser Acbt 
m warden andemfalls unsere gleicb zu entwickelnden functionentbeore- 
tu«dien Formuherungen zu weit uber das bergebraebte Schema der elliptiscben 
t imctionen binaiisgreifen. 
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Fiir das Stndiiim der Untergruppen von kann man von der 
Parallelogrammteikmg der u-Ehene genau denselben Grebraucli macben, 
zu welcbem wir beim gruppentbeoretischen Grundproblem des zweiten 
Abscbnitts die Modulteilnng beranzogen. Die Fundamentalpolygone 
der w-Ebene sind dabei in einfacbster Weise stets Parallelogramme^ 
deren gegenliberliegende Seiten jeweils auf einander bezogen sind. 
Insbesondere aber werden wir der ternaren Hauptcongruenzgrappe 

/o\ 

n^cpyj Fundamentalbereicb ein Paar von Polygonen zuweiseii: das 
eine ist ein Parallelogramm der ^e-Ebene^ das aus Elementarparal- 
lelogrammen bestebt, das andere ist das in der co-Halbebene gelegene 
Polygon der Haupteongruenzgruppe Stufe In analoger 

Weise gestaltet man ancb fiir die ip Gruppen Paare von Poly- 
gouen der w-Ebene und der co-Halbebene zu Pundamentalbereicben. 


§ 2. Hanziitretende functionentheoretisclie Momente. Entwicklung 
der Grundprobleme der Tbeorie der eUiptiscben Fnnctionen. 

Den voraufgebenden gruppentbeoretiscben Uberlegungen reibeu 
sicb nun unmittelbar die nacbfolgenden functionentbeoretischen an: 

Eine eindeufige, homogene Function der drei Argumente u, o >2 
benennen wir stets und nur unter den drd folgenden Bedingungen als 
eine doppeltperiodische oder elliptische Function Stufe: 

sie muss imgedndert Idleiben, wenn man auf Hire Arguments eine 
Operation der Haupteongruenzgruppe ausubt; 

sie soil, hei stehmiden als Function von u gedeutet, im Fimda- 

mentalparallelogramm der f wesentlich singular e PunTzte nicht aufweisen; 

sie soil endlich fiir constante Werfe des u als Function der , cog 
den Character einer algehraischen Modulform n^^ Stufe hesitzen (cf. I 
p. 616 u. f.)*). 

Als die beiden Grundprobleme der Tbeorie der elliptiscben Func- 
tionen aber konuen wir die folgenden anreiben: Erstlich soil mavi 
elliptische Functionen erster und hbherer Stufe wirJclich iilden, furs zweite 


Man vergl. ubrigens hiermit die Definitionsweise der hyperelliptischen 
Functionen bei Burkhardt, Systematik der hyperelUptischen Functionen (nach 
Vortragen von P. Klein), Math. Ann. Bd. 35 p. 217ff. (1889); die betreftende 
Definition kann dort allerdiugs nicht ganz so principiell gefasst werden, wie Her 
im Texte fur die elliptischen Functionen geschieht, weil man im Falle der hyper- 
elliptischen Functionen immer mit Functionen mehrerer Variabelen zu than hat, 
deren algebraische SingularitS-ten sich minder einfach charakterisieren lassen, 
auch statt der Fundamentalpolygone Fundamentalraume in Betracht zu ziehen 
sind, deren Eigenart man noch nicht beherrscht. 
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ahf dk imschai alien diesen Grossen Icstelimden BemJiimgen der Unter- 

dieaer principienen Weise ist das Problem der elliptischen 
FiiBttionen eiplieit wohl noch nicht gestellt worden. Ibzwischen hat 
sich die historische Entwicklung der Theorie thatsachlich m der somit 
bereichaeten Richtung bewegt, wobei eine directe Auflosuag allerdmgs 
cur ftr die beiden niedersten Falle der ersten und zweiten Stufe ge- 
^eben wiirde: fur die erste Stufe iiegt die Weierstrass’sche Theorie 
Tor, far die zweite aber die Jacobi’sche (womit zugleieh das gegen^ 
seitise YerhaltEis dieser beiden Theorien auf das einfaehste gekenn- 
zeiebuet ist;. In der That erkennt man sofort in piu \ 
p'lu ; ro„ a^), 9^,9$ elliptische Functionen erster Stufe und hat um- 
gekehrt den Satz, dass jede solche Function erster Stufe rational in 
p\9,,9^ darstellbar ist. Der zweiten Stufe Iiegt, wie wir bemerkten, 
eine temiire G^^ vom Oktaedertypus zu Grunde, und in letzterer gieht 
es bekanntlieh'drei gleichberechtigte G^, welehe zusammengefugt die 
ausgezeiehnete Vierergruppe innerhalb der G24, bilden. Diesen ent- 
spreehen ebenso viele gleichberechtigte ternare T® zweiter Stufe. 
Indem wir ihnen drei zweckmassig gewahlte, gleichberechtigte doppelt- 
periodische Functionen zweiter Stufe zuweisen und selbige durch Zu- 
ffigung geeigneter Factoren homogen von der Dimension Null gestalten, 
werden wir zn den drei Jacobi’seheu Functionen sin am it, cos am u, 
A am w geffihrt. Da in der Jacobi’schen Theorie uberhaupt allent- 
halben an der Dimension Nall festgehalten wird, so muss zugleieh an 
Stelle der Formen 9i, 9s erster Stufe hier die Modul/itwciiow zweiter 
Stufe k treten, welehe nun aber wieder im Verein mit sin am, eos am, 
A am znr rationalen Darstellung aller elliptischen Functionen zweiter 
Stufe der Dimension Null ausreicht. 

Eine entsprechende Theorie dritter oder hoherer Stufe Iiegt, wie 
bereits angedeutet, bislang nicht ausgebildet vor, obgleieh es nicht 
schwer ware, eine solche zu entwerfen (vgl. die Entwieklungen des 
ftoften Abschnitts)*). Ds^egen kennt man seit lange zweierlei Mittel, 
auf indirectem Wege aus elliptischen Functionen niederer Stufe solche 
einer hbheren Stufe herzustellen. Wir geben diese Hilfsmittel hier 
knrz an, indem wir sie ansschhesslich auf die Functionen erster Stufe 
anwenden. Ffirs erste bezeichnen wir als n-Teilung den Ubergang von 
p{u 1 m^, ©j), p'(u \ ©1, ©2) 

ZU den nenen Functionen 

Vgl. anch den Anfsatz von Klein: tlber mimdlich viele Normal formen 
de$ elliptischen Integrals erster GaUung in den Sitznngsbericliten der Miincliener 
Akademie von 1880 (abgedmckt in Bd. 17 der Mathematischen Annalen). 
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( 1 ) 


U ■“j— X COj — ll (£>2 


G?!, (O2 


:). P'i 


21 -|— X CDj -|— fli CO 2 

n 


01 , 0 , 




wobei Ij ^ irgend zwei ganze Zablen sein sollen. Ohne fur den Augeii- 
blick auf die Natur dieser Grossen (1) des naberen einzugehen, 
bemerken wir bier nur, dass sie wirklicb in unserem Sinne doppelt- 
periodiscbe Function Stufe vorstellen. Auf der anderen Seite be- 
iiennt man als Transformation Ordnmig den Ubergang von 

! C 3 i, CO2), p'(ii \ CD,, ©2), g^ico^, to.^) 

zii den Grossen 

( 2 ) p(u I 52 CO,, coj), p'(tc i cDj), c/sfwcD,, ©j) , gs(na}^, m.^) . 

Die so gewonnenen Grossen geboren als Functionen von u zu der 
durcb 0, (mod. n) definierten Congruenzgruppe 5 als ellip- 

tiscbe Functionen Stufe geboren sie zur beziiglicben ternaren 

Da im Gegensatz zur Teilung die Transformation Ord- 
nung eine auf die Perioden (und zwar ausscbliesslicb auf diese) an- 
geTvandte Operation vorstellt, so unterliegen derselben selbstverstand- 
licb auch ^2 und und man kann sicb, wenn man will, auf Be- 
trachtung der Transformation allein von g^ und g^ beschranken; man 
wolle diesen Umstand fiir spater festbalten. Die biermit definierten 
Operationen der Teilung und Transformation Ordnung lassen sicb 
zwanglos aucb auf beliebige doppeltperiodiscbe Functionen boberer 
Stufe anwenden; wir werden in diesem Sinne spater von einer Teilung 
be0. Transformation n^^'^ Ordnung Stufe sprechen. 

Wir bezeicbneten die Serstelhmg geeigneter doppeltperiodiscber 
Functionen oben als' das erste Problem; als zweites Problem aber 
gaben wir an, dass die JBe^iehungen zwiscben den elliptiscben Func- 
tionen der verscbiedenen Stufen der Untersucbung unterworfen werden 
sollen. Der bierbei eintretende Hauptsatz ist aber der, dass eine 
elliptische Function Stufe stets eine algebraische Function von 
p, p' y ^2, g^ ist, Man kann diesen Satz mit Hilfe Riemann^scber 
Principien beweisen; inzwiscben werden wir die Durcbfubrung dieses 
Nacbweises, sowie aucb eine pracisere Ausgestaltung und Verallge- 
meinerung des Satzes als Untersucbungsgegen stand e einer ausfuhr- 
licben Tbeorie der elliptiscben Functionen anseben durfen. Fiir uns 
sollen bier ausscbliesslicb die bei der Teilung und Transformation 
Ordnung auftretenden algebraiscben Eelationen in Betracbt kommen. 
Aber aucb diese Eelationen werden wir weiterhin nur insoweit zu 
beriicksichtigen haben, als sie in das engere Modulprogramm binein- 
geboren. Wir wollen demnacb an Stelle der Teilung schlecbtweg die 
sogenannte y^specielle^‘ Teilung setzen; die letztere bescbaftigt sicb mit 
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i'.j: Fyiietioneii yon % allein^ die ans den Grossen von der 
Aft n) diireii die Sobstitution if = 0 eutspringen. Dass diese^ als 
Teilmrie zn bezeielmenden Modulformen wirklicli algebraisclie sind, 
werdes wir spaterliin noeh esplieite nacliweisen. Wir wollen des 
i'ernereii mi Steile der Transformation Ordnung scHeclitweg die 
q^ivkik Immlknuaiimi einer 2Iodulfunetion oder Ilodtilform treten lassen. 
Wibrend wir aber die Teilmig iiur der ersten Stufe und anch diese nur 
iiebenber durelifilhren w’ollen^ soweit es fiir die Zwecke einer allge- 
ineinen OrieLtier'ang sowie fiir spatere Anwendungen erforderlicli 
scIieiBt, werden wir die Transformation Ordnnng niclit nur fiir 
die erste^ sondem aneh fur die bobereii Stufen ausfiilirliclier besprechen. 
liiese fersehiedenartige Berucksichtigung zweier coordinierter Probleme 
rnlit iiiebt ant principiellen Erwagungen, sondern ist w^esentlich dureb 
deii ^tand der Vorarbeiten bedingi 


§ 3. Gmppentheoretisclie Untersuchnng der Teilwerte einer 
doppeltperlodisclien Function erster Stufe. 

1st /Vh i £0; , CO.) irgend eine doppeltperiodische Function der 


ersten Stufe, so wolle man sich deren 
bezeichne dieselben durch; 

( 1 ) 


Teihverte herstellen und 


wobei p offenbar auf ein System von modulo n incongrueuten 
Zii!;!c-npaaren eingeschrankt werden darf. Als besonders wichtige Bei- 
spiele von Teilwerten dieser Art baben wir diejenigen der p-Func- 
tion sowie die und jedenfalls lasst sicb mit Hilfe von 
m rational darstellen. Aber infolge des besonderen 

Chapters der p- und |5»'- Function haften diesen letzteren Teilwerten 
particulate Eigensehaften an, die wir urn der Allgemeinbeit willen 
von den vorab nicbt voraussetzen wollen. Man nehme also von 
/ an, dass es als Function von m weder gerade nocb ungerade sei 
d^s hmet kerne der Zablcombinationen (A, fi) infolge Verscbwindens’ 
Oder Bnendliebwefoens von 4 ^ auszolassen ist; letzterer [Jmstand 
tott ofenbar bei den p,,„ fQr die Combination ;i = „ = 0 ein 
M diesen Festsetzungen mogen die Teilwerte als Functionen 

Zr!;; ? "T g^PPe^theoretiscben und functionen- 

theoretiscben Betracbtung unterzogen werden. 

Die durcbzufubrende gruppentbeoretische Betracbtung stebt nun 

uZTT. Entwicklungen in I p. 460 u. I, wenn wir 

die letzteren, was keme Scbwierigkeit bat, for bomogene Modul- 
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substitutionen durcligefiilirt denken*). Man ziehe namlich zunachst 
den besonderen Teilwert fo,i heran und ube auf denselben eine beliebige 
Modulsubstitution aus. Es folgt: 

(2) r®! + ^<»2) ==/!',<? (®1) “a) J 

und also wird /o,i nur durcb die n modulo n unterscbiedenen Opera- 
tionen 1, S, S% in sick transformiert. Nach den 1. c. gegelenen 

Sdtmi geJiort somit fo,i su einer homogenm Congniensgntppe ry(„),^(«) 
der Siitfe und ist deshalb eine winter <p(n)ip(n) mit einander gleich- 
berecfdigtai Ilodtdformen Stufe. Aus (2) konnen wir unter Ruck- 
sickt auf die in I p. 390 ff. dnrcbgefuhrte tfberlegung diese g>{n)ip(n) 
Moduln Stufe sofort angeben: Es sind einfaeli alle diejenigen Teil- 
•iverte fi^u, iei denen der grosste gemeinsanie Facior t von I md [i prim 
gegen n ist. Aber es giebt, wie wir wissen, im ganzen nur ^(l^) gleick- 
berecktigte Gruppen 5 dalier miissen mi jeder dieser Uniergruppen ins- 
gesamt <p(ti) unserer Modidformen geJioren. So gekoren z. B. die 
g)(w) Moduln in denen g ein System incongruenter und gegen 

n primer Zaklen durcklauft, gemeinsam zu derjenigen die sick 

mod. n auf die n Substitutionen S'' reduciert. Solcke q>(n) zusammen- 
gekbrige Teilwerte werden unter einander permutiert durcb die Opera- 
tionen einer derjenigen Gruppen welcke mit der beziiglicken 

Gn combiniert die zugekorige metacycliscke (?;,^(„) bilden (cf. I'p. 461). 
Verbindungen jeuer 90(11) Teilwerte, welcke gegenilber den Operationen 
der unveranderlick sind, werden uns also GrSssen liefern, die zu 

der metacycliscken Gn(f(,n) oder, besser gesagt, zur beziiglicken Oon- 
gruenzgruppe .r^(,i) gekoren, was wir kier nebenher bemerken wollten**). 

Haben jetzt weiter A, g, n den grossten Teiler r > 1 gemeinsam, 

so ist „eigentlick“ ein Teilwert und gekort demnack zur 

Stufe — • Zur Sicherstellung der voraufgekenden Entwicklungen kaben 

T 

wir also den Zusatz zu maclien: EigentlicJi mir Skife gehoren uher- 
hmpt nur jene (p{n)ip(n) gleicliberechtigten Teilwerte, von denen /*o,i 
einzelner war. Indem aber die Gesamtzahl der eigentlich und uneigent- 


*) Piir homogene Substitutionen kommt ubrigens, wie man sich leicht ilber- 
zeugt, die damalige Bedingung ]]> 4 in Portiall. Im Palle n — 1 wolle man 
ubereinstimmend qp = i/; = 1 nehmen. 

**) Diese letzteren Verhaltnisse sind in ausgiebiger Weise von Hrn. Kiepert 
verfolgt in der Arbeit: Tiber Teilung und Transformation der elliptischen Func- 
tionen, Math. Ann. Bd. 26 (1885). Der einfachste Pall ist der, dass der Teilungs- 
grad n eine Primzahl g ist; alsdann werden die Gruppen wie wir wissen, 

cycHscb, was im allgemeinen keineswegs der Pall ist. 
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Hch /ur Stnfe gehorenden Teilwerte fx,,, '^ie wir fanden, isi, 
entspnngt die v’.;-;ci.--:r4*: 

t 

WO iber die ge«amte 2 i Teller t you n zu summieren ist; fiii t — n 
liaben wir die Orosse erster Stufe /o,oj welclie naturlicli in Pormel (3) 

ffiilgezilhlt ist. 

Die far die Functionen eintretenden Besonderlieiten 

iaiiii mas niinmelir leiclit angebeD. Hier fallen erstlicb die Werte 
beide oo sind. Uberdies kommen, weil p eine gerade, 
p aber else nngerade Function Ton u istj direct die I p. 460 fiir 
iiiclit-boiBogeiie Modolsubstitntionen gegebenen Abzablungen zur Gel- 
tiingz wir baben also 4 or eigentlicb zur ^ 2 ,^^ Stufe geborende 

iiud ebenso viel wesentlich verscbiedene px^^iy wabrend wir ein- 
lacb dureb Zeicbenweebsel dieser Moduln die andere Halfte der 
Teilwerte pl^ erhalten. Eine bekannte Ausnabmerolle spielt bier 
nur wieder der Fall n = 2^ wo wir niclit sondern direct 

fiu]^(n) = 3 verschiedene Teilwerte baben. Dock gilt dies letztere 
Resiiltat nur fiir p; denn die Function wird an den drei Stellen 

II =r icientiseb; so dass wir uberhaupt keine zweite 

p'- Teilwerte besitzen. Die Gesamtzahl der wesentlich verscbiedenen 
beim Teilungsgrad entspringenden Teilwerte von p und p' ist 

sonacb fur ungerades fi] dagegen baben wir bei geradem n im 

ganzeii — i* ? Teilwerte px^^, und wesentlich verscbiedene 

§ 4. Die zn den Teilwerten gehorenden Teilnngsgleichnngen. 

Im allgemeinsten Falle der am Anfang des vorigen Paragrapben 
gedachten Modulformen war ein eigentlicb zur Stufe ge- 
liorendes /i^ju eines unter 9 p(w)^(n) gleicbberecbtigten. Indem wir 
sogleich im folgenden Paragrapben den ausfuhrlichen Beweis der alge- 
braiscben Nator der Moduln nacliholen, baben wir bier als wich- 
tiges unmittelbares Ergebnis der in Bd, I entwickelten Principien : Es 
M WtwBd einer irreducibelm*) algebraiscken Gleichung des Grades 

Die Irredncibilit^t, wie die sogleich anzugehende Monodromiegruppe, be- 
Eieht sich hier stets auf den Rationalitatshereich g^. 'O’brigens wird , indem 
wir ims anf die allgemeinen Principien von Bd. I beziehen, ein neues Moment in 
die Tbeorie der TeilangsgleicbnDgen eingefuhrt; man hat bisher die Bxistenz der 
Teilnngsgleichnngen immer ansaebliesslich ans dem Additionstheorem der doppelt- 
periodischen Fanctionen ahgeleitet. 
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(1) + ^ii9i, 9z)P'^~^ H h ^<p^{9^., 9s) = 0, 

deren Ooefficientm raiionale Functionm von und sind. Wir be- 
zeichnen diese Relation als eine Teilungsgleichung oder auch genauer 
als eine specielle Teilungsgleichung filr den Teilungsgrad, wobei wir 
dnrch letztere Bezeichnung die Yorliegende Relation (1) von der allge- 
meinen Teilungsgleiebung unterscheiden wollen, die im Sinne des im 
vorletzten Paragrapben (p. 7) namhaft gemachten Hauptsatzes bei der 
Teilung der doppeltperiodiscben Functionen auftritt. Durcb die bier 
gewahlte Herleitung ist zugleicb obne weiteres evident^ dass die Tei- 
lungsgleichung (1) erne Eesolvente des hei der Skife auftretenden 
Galois' schen Prollems 2[i(ny^^ Grades ist, und wir konnen also urn- 
gekebrt sagen, die Gleicliung (1) babe eine Galois'scbe Griippe"^’) der 
Ordnung 2g(^n). So gebort als Galois'scbe Eesolvente der Gleiebiing (1) 
des ftinften Teilungsgrades die bomogene Ikosaedergleicbung zu, der- 
jenigen des siebenten Grades aber etwa das bomogene Problem der 
ky vom Grade 2 • 168 (ef, I p. 740 (7)). Ist n eine zusammengesetzte 
Zablj so konnte man alle auf die Teller von n als Teilungsgrade be- 
ziiglicben Gleichungen (1) mit einander miiltiplicieren, iim solcberweise 
eine Gleicbung vom Grade zn erhalten, welcber alle beim Teilungs- 
grad n auftretenden Teilwerte genugen. Wir wollen diese Gleicbung 
fernerbin im Gegensatze zu der irreducibelen Gleicbung (1) kurz als 
die zum Teilungsgrade n geborende reducibele Teilungsgleichung be- 
zeicbnen. 

Ist f(u) eine ungerade Function, so fallen in (1) alle Coefficienten 
By mit ungeraden Exponenten als identiscb verscbwindend aus; solcbes 
tritt z. B. filr ^ 2 ,^^ ein. Ist f(u) gerade, wie z. B. p{u), so tritt eine 
Modification unserer bisberigen Untersucbung ftir alle Teilungsgrade 
n > 2 ein. Hier wird offenbar (1) reducibel, indem die linke Seite 
dieser Gleicbung in das Quadrat eines Ausdrucks vom Grade ^ (p(n)ip(n) 
iibergeht. Dieser Ausdruck, fur sicb gleicb Null gesetzt: 

( 2 ) • • • + Bi^^{gs,9s) = 0 , 

liefert uns jetzt die irreducibele Teilungsgleichung, deren Gruppe er- 
sichtlicb die Ordnung g>(n) besitzt. 

Um aucb die reducibele Teilungsgleichung fiir p bez. p' in Bezug 
auf ibren Grad sogleicb naber zu charakterisieren, miissen wir wieder, 
wie am Schluss des vorigen Paragrapben, ein ungerades n von einem 


*) Gemeint ist bier wieder die Monodromiegruppe. Aucb die eigentlicbe 
Galois’scbe Gruppe ist wenigstens fiir einige Teiluugsgleicbungen naber untersucbt 
worden; man sebe die bierauf beziiglicbe Note des folgenden Paragrapben. 
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.oHdorn. Filr ungerade n wird die vom allgemeinen Falle 
i- l«r bekaiinte Gleichuag vom Grade «- deslialb zuvorderst auf den 
»;rad siuken, weil die eine der in Betraclit kommenden 

Wurzek vA,, bez. vX^o den Wert ^ bat; ausserdem aber wird die hnke 
Seite der Gleichimg fur das Quadrat eines Ausdrucks vom Grade 
cTAraci™ T?orlnr4.inn flf^s Grades auf 1) 


TTiPflpr T?pf1nctiou des Grades auf (n^ • 


ein": ^^odann aber spaltet sick bei <p' der Factor p'», bei g) aber 
i4yf — ~ yi) walirend im letzteren Falle das Quadrat eines 

Austiriicks vom Grade zuruck bleibt. 


§ 0. Bar algebraisclie Charakter der Besondere Eigenschaften 

der Teilwerte 

Um deB voraiifgehend bereits wiederholt benutzten algebraiscben 
Gliarakter der Teilwerte /i« darzuthun, sowie um weiter eine Reilie 
besoriderer Eigenschaften der abzuleiten, erscheint es zweck- 

inlssigj an aiialjtische Darstellungen dieser letzteren Teilwerte an- 
ziikniipfeiL Dieselben entspringen aus den Reihenentwicklungen (4) 
in I p. 150 imter Benutzung von Formel (2) in I p. 153. Unter a 

'ii 71 

die primitive Einbeitswurzel e “ verstandeu, ergeben sich zuuacbst 
fiir diejenigen Teilwerte, welehe ein A > 0 haben, die Darstellungen 



i=t 


Bei 1 = 0 iassen sieb die Reilien miihelos noch etwas weiter zu- 
sammenzielien : dortselbst erhalten wir 

oo 

te) = - n + 

4 sm^ — m=i 
n 


(3] 
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(4) 


\27t/ 


COS 




Fo,. 




^ sin^ — — ?n=i 


und es haben li und li die nachfolgende Bedeutung: 

( K W = 2 (l — cos , 


(5) 




summiert liber alle Teller t von m. 

Alle diese Reibenentwicklungen (1) bis (4) snbsumieren sicli 
imter die allgemeine Gestalt: 

A 1 . 

% + 

nnd wir betonen einer in § 6 zn zielienden Polgernng wegen scbon 
liier, dass sich die Coefficienten a.Q, . . . numerisch rational, nnd 
zwar mit Ansnabme von sogsu gan^ ans der Einbeitswnrzel 
anfbanen. Vor allem aber gelingt es jetzt miihelos, den dlgebraisdien 
Char alder unserer Teilwerte mr Evident m Iringen. Ans der Natur der 
Funetionen p{u) und p'{u) entnimmt man ohne weiteres, dass irgend 
ein Teilwert p'l^^ niemals in einem im Innern des Polygons 

Stufe gelegenen Punkte nnendlicb werden kann. In der Spitze des 
Polygons bei a^ioo aber werden G)^px,^uf allgemein zu reden, 

A 

mit einer ganzzahligen Potenz von r'^ proportional, und in den librigen 
Spitzen des Polygons erkennt man vermoge der in I p. 587 fiir diesen 
Pall vorbereiteten Regel den gleicken Charakter der Teilwerte. Es 
lidben demnach px,fi, Px^fi, innerhalh des Polygons hetracMet, nirgends 
einen wesentlich singuldren PmiM und sind eben deshalb algebraische 
Modulformen Stufe, — Dasselbe gilt denn sofort auch allgemein fiir 
die da sicb diese Teilwerte, wie wir ja bereits bemerkten, rational 
ill px,^j pift, g 2 j 9s darstellen lassen. 

Indem wir jetzt zu den irredncibeln Teilungsgleicbungen fur p 
und p' zuriickkebren, bemerke man, dass die Coefficienten derselben 
game symmetrische Verbindungen der in Betracht kommenden Teil- 
werte sind. Nun aber werden, wie wir schon sagten, die px^/u, px,^i 
im Innern des Polygons Stufe nicbt unendlich, und also konnen jene 
Coefficienten Bvig^j 9s) Teilungsgleicbungen im Ausgangsdreieck 
bocbstens nocb in der Spitze co = ioo nnendlicb werden. Sei jetzt die 


*) cf. Formel (5) I p. 587. 
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Dlmm^ion too Rv in m^y durcli — % l^ezeichnet^ so wird 
tdijj* Modiill'uDetioo erster Stofe seio, die im Aosgangsclreieck hoehstens 
'hei m i'X) onendlieh wird. Wir habeii demnaeli in BI^A ^ eine 
rationale Fonction von J, etwa des 6^^ Grades: 

I&A ^ " = f/J" + -I +h. 

Ween man jeut filr J den yuotienten gfj, : A einfulirt and % — ^ = % 
sebreibt, so wird 

Rl~==A\ G{g.2,gs)> 

wo r eine negative oder positive ganze Zahl, G aber eine ganze 
rationale Fimetion von g^, ist, die (zufolge der vorletzten Formel) 
bei 63 = ioo bis auf eine Potenz von co, mit einer endliehen, von Null 
versebiedenen Grosse identiscb wird. Sonach wird bei cD = ioo 

mit r' proportional, und nun bemerke man, dass in den Reikenent- 
wickiungen fur Potenzen von r mit negativen Exponenten 

uberall uiebt auftreten. Dieserbalb ist t i> 0 , und wir konnen 
A G.g«,g^j in G'ig^,g.^} zu.sammenfassen; ist aber die zwolfte Potenz 
von g^) eine ganze Function von g^, so gilt ein Gleicbes 

von Hr selbst. Damit baben wir den Hauptsatz gewonnen; Die Teil- 
werte y/^ u, geniigen den Gleichungem 

(6) I ^ + • • • + G,p,f) = 0, 

+ . . . + = 0 , 

m Gr, G'r game rational Fmietioneii von g^, g^, (— v)*®"- Dimension 
in dm Oj, sind. Wir benennen in diesem Sinne die w*“ Teilwerte 
der bunctionen ^ und p' als game Modulformen Stufe. 

Nun aber giebt es bei der Dimension der g^, g^ keine ganze 
Function der g^, g^, die in den o,, o, die (— 2)‘®''Dimension hatte; 
es ist also G^ identiscb Null. Die einzig existierende Function G^ ist 
ag^, wo a numenseb ist; die einzige G^ ist hg^ u. s. w. Dank unseres 
fonnentheoretischen Ansatzes sind wir also obne weiteres im Stande, 
fur gegebeues « die in Rede stehenden Coefficienten der Teilungs- 
gleichung bis auf numerisebe Bestandteile anzugeben. So baben wir 
bei noeh nicht specificiertem n die Anfangsglieder: 

^7) + ig.p^'P^-^ ![. eglpi’P'f-* 

+ -i = 0, 

(8) ^ + 0^2 + cg^^p'fVt-i 

+ + = 0 *). 


fl'i» n tv ^beiten uber xmseren Gegenstand bezieben sieb naturlich 

aae a«t d:e lejlungsgleichnngen fur die Pnnetionen zweiter Stufe sin am « etc 
Ibesen Gleichangen gelten denn anch die Entwicklungen- fiber die zugehBrigen 
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§ 6. Methode zur endgiiltigen Bestimmxing der Coefficienten Gig ^^ ,%). 

Das Absolutglied der Teilungsgleielning der 

Zur endgiiltigen Bestinimung der nnmerischen Bestaiidteile inner- 
lialb der Coefficienten Gy{g^j der specieilen Teilungsgleicliungen 
(7), (8) § 5 kann man z. B. nacli einer weiterliiii noch sehr haufig 
zur Anwendnng kommenden Methode^) wie folgt verfaliren: Man 
entwickele auf Grund der Reihen des § 5 diejenigen ganzen symmetri- 
schen Fnnctionen der gerade in Betracht kommenden Teilwerte in eine 
Reihe nach r, welcke die gewiinscliten Coefficienten von (7) bez. (8) 
§ 5 geben. Die einzelne solclie Potenzentwicklung wird nur noch 
ganze Potenzen von r anfweisen^ nnd die anftretenden Coefficienten 
dieser Potenzen werden rationale Zahlen sein. In der That kann im 
einzelnen Coefficienten die Einheitswurzel £ nur noch insoweit enthalten 
sein, dass dieser Coefficient unverandert bleibt, wenn wir b dnrch eine 
andere primitive Einheitswnrzel ersetzen. Auf der anderen Seite 
aber ist der in Rede stehende Coefficient der Teilungsgleichung: 

Gr{g2, gs) ^ a^gigl, 

0 , 1 ! 

summiert iiber alle nicht negativen ganzzahligen Losungen der Glei- 
chung 4(? + 6r = v; und wenn wir hier fiir g^ ihre Entwick- 
lungen nach ansteigenden Potenzen von r einsetzen, so entspringt eine 
zweite Entwicklung von Gv nach r. In dieser sind die Coefficienten 

(immer von einer gemeinsamen Potenz von abgesehen) lineare 

Galois’schen Gruppen, deren wir in der Note zu p. 11 im Yorbeigehen gedacbten. 
Die betreffenden Arbeiten, welcbe letzteren Gegenstand znm ersten Male erscbopfend 
behandeln, sind die von Sylow, Sur le groupe de V equations pour la division 
des periodes des fonctions elUptiques, Forbandlingar i Yidenskabs-Selskabet i 
Christiania (1871) und Kronecker, Uher die algehraischen Gleichungeny von denen 
die Teilung der elliptiscJien Functiomn ahlidngt, Berliner Monatsberichte 1875. Dnrch 
diese Entwicklungen, in denen ubrigens die weiterhin noch zu erwahnenden 
Abel’schen Relationen eine wichtige Kolle spielen^ wird als diejenige numerische 
Irrationalitat, durch deren Adjunction die Galois’sche Gruppe auf die Monodromie- 
gruppe zuruckkommt, die im Texte mit s bezeichnete primitive Einheitswurzel 
angegeben. Neuerdings ist auf diesen Gegenstand auch Hr. Weber in seiner 
Abhandlung ,, Zur Theorie der elliptisehen FuncUonen^‘y Acta mathem. Bd. 6 (1885) 
zuruckgekommen. Der Satz iiber die Adjunction des s gilt ubrigens ohne jede 
Modification auch fiir die zur Teilung erster Stufe gehorenden Gleichungen (7) 
und (8) des Textes. 

*) Die?e Methode wurde in unwesentlich modificierter Gestalt auch bereits 
in Bd. I gelegentlich zur Anwendung gebracht; man vgl. z. B. die Rechnungen 
p. 755 und 757. 
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homogene Functionen der unbekannten Zahlen a. mit ^tionalen 
^umerischen Bestandteilen. Indem w aber entsprecbende Coeffiaente. 
der beiderseitigen Entwieklungen von G. naeh r mit emander identiH- 
cieren erhalten wir lineare Gleicbungen zur Bestimmung der ans 
denen’sich die a„ offenbar als rationale Zahlen bestimmen lassen. 
Merken wir nns also zugleich den Satz: Die Coefficmiten der Tetlmgs- 
fur uful y/ sind game Fwictionm wn g^, g^ rmt raUo- 

Um Back dieser Metkode etwa die fiir w = 3 existierende Gleickung 

zn berechnen, geniigt- bereits die Berucksicbtigung der ersten Glieder 

1 

di. = 12 V®7/ ’ 216 \coJ ■ 

Schreiben vir alsdann noeh abkurzend x fiir p, so wird aus (1) 


<-) 




: X + 


c 

144 ^ 


: 0 . 


Aiidererseits kaben wir fiir die vier dritten Teilwerte die Anfangs- 
glieder: 

-A' ('>»)’ 


so dass (2) identisck sein wird mit 

“ t) + i) = ^ ~ i “ is^ui 

Daraus bestimmen sick a, &, c okne weiteres, and wir erhalten: 

(3) - I ^2^' - 94^ - i S'! = 0 

als fertige Teilnngsgleickung. 

Anch im allgemeinen Falle eines beliebigen Teilnngsgrades wiirde 
man okne besondere Muhe die Anfangsterme der Teilungsgleickungen 
ansfiikrlich angeben tonnenj dariiber kin aus aber kbnnen wir wenig- 
stens im Falle ¥on nber das Absolutglied G'^cpyj ^ine Reike inter- 
essanter Satze angeben. Wir miissen in diesem Betrackt die folgenden 
Bemerknngen voraussekicken, welcke einen principiellen Untersehied 
zwischen den Teilwerten Bnd bei alien eingekenderen func- 
tionentheoretischen Betracktungen begriinden. Die Nullstellen von 
in der n-Ebene liegen bekanntermassen (cf. I p. 157 (3)) an den 

Stellen ^ (wobei X und ^ nickt beide zugleich gerade sein 

sollen). Bei n> 2 hat also die besonders wicktige Eigensckaft^ 
fiir nik PmiJde & im Innem der Ealheiene nicht nur endlich, sondern 
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auch von Ntdl verscliiedeyi m sein, Demgegenuber bangt die Lage der 
Nullpunkte von in der w-Ebene durcbaus vom Quotienten m der 

Perioden ab, nod es giebt immer specielle Werte von cd, fiir welche 
eine Nullstelle von nacb einem vorgescbriebenen Perioden- w-teil 

- ^ zu liegen konimt. Das beisst dann gerade^ dass an solcben 

Steilen co der Teilwert verscbwindet. 

Nacb dieser Uberlegung erkennt man fiir ungerades n^') im Absolnt- 
glied Gzcp'ip der ^«?'-Teilungsgleicbnng eine Modulform erster Stufe 
( — Dimension, die im Innern der Halbebene allentbalben end- 

licb und nicbt-versebwindend ist. Nacb bekannten Satzen baben wir 
also direct die Identitat: 

( 4 ) Os<p^p( 92, 93 ) = ^- 


mit einer numeriscben Constanten %. 

Die endgtiltige Bestimmung dieser Constanten x wollen wir 
(bis aufs Vorzeicben) durcbfubren, was in gewobnter Weise durcb 
eine Naberungsrecbnung bei cj = ioo angebabnt wird. Unter Rllck- 
sicbtnabme auf die Anfangsterme der Reibenentwicklungen fiir die 
kommt offenbar: 


( 5 ) 


±«=JJ 


COS 


n 


4 sin*^ 


pUTt 

n 


7 


wo g ein System incongruenter und zu n reiativ primer Zablen zu 
durchlaufen bat. Wir wollen dies Product kurz P(n) benennen, 
scbreiben dagegen Q(n) fiir dasjenige Product (5), bei dem g ein 
voiles Restsystem von n mit Ausnabme von g — 0 durcblauft. Nacb 
Satzen der Kreisteilungstbeorie ist P(n) = + wenn n Potenz der 
Primzahl q ist; dagegen ist P{n) == + 1; so oft die ungerade Zabl n 
wenigstens zwei verscbiedene Primfactoren ^2 besitzt. 

Um indessen diesen Satz bier nicbt als bekannt vorauszusetzen, 
skizzieren wir kurz einen Beweis desselben. Jedenfalls ist: 


( 6 ) 

wo % alle Teiler von n durcblauft, und ferner verificiert man leicbt: 
(7) = 

Jetzt baben wir (unter q eine ungerade Primzabl verstanden) offenbar 
Qift) • nB^oh (7) gemass unserer Be- 

bauptung: 


*) Bei geradem n tritt leicbt ersicbtlicb eine nnwesentliche Modification der 
Betracbtung ein. 

Klein-!Fricke, Modulfanctionen. II. 


2 
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i 

Biiiii feriier end yob einander verschiedene iingerade Primzahleii, 
so ist ^{9i3i‘S = Pi<'h)P(<lj)P{Mi), 3.1SO nacli (7) und (8); 

(?0 ’ = + 

Aiijiompiner halwn wir naeli (6): 

= ^(!2l‘)'?(2?) • JJ-P(2i'‘2'2=)j 0<(ii£ Vi, 
/J-P(2?‘S'3*) = ± 1- 

f‘i 

Wissea wir aber, dass alle Factoren dieses Products mit Ausnabme 
des eiiieH Piql^qf) mit + 1 ideniiscb sind, so ist offenbar aucli 
J) == + 1. Mit Hiilfe von (9) fblgt also durch den Scbluss 
der vollstlndigen Induction Piql^qf) == + 1* nimmt leicht nocb 
eine drittej eine vierte Primzabl hinzu und beweist solcberweise 
anseren Satz ailgemein. 

Mit Hnlfe dieser Uberlegungen aber baben wir das merkwtirdige 
Kesoltat gewonnen: JBei nngeradem n ist das Absohitglied dm' irreducibelen 
enticeder 

( 10 ) 

je nacMem n Patens der PrimsaU q ist, oder dock wenigstens swei von 
einander versdiiedene Prirnfactoren aufweist. 


§ 7. Normiernng der px, u) Pi,u- Specialbetraclitimgen fiir n = 3, 4, 5. 

WenQschou die Brauchbarkeit formentlieoretiscber Betrachtungen 
bei der Aufstellung der Teilungsgleicbungen aus den voraufgehenden 
Entwicklungen evident sein diirfte, so kann man dock insbesondere 
bei niederen Stufenzahlen auck durck functionentkeoretiscke Sckluss- 
weisen zur Kenntnis dieser Gleickungen gelangen. Zn diesem Ende 
wBrde das Nackstliegende sein, dass wir die Tedwerte durck Zusatz 
gewisser Factoren der ersten Stufe zu Modul fmctionen normierten; wir 
warden in diesem Sinne an Stella von beziekungsweise die 

tebssen 


(1) 


Ml. 

9z 




4lg 


93 


betrackten. Aber kierbei begeben wir uns des Yorteils, mit Punctionen 
za tliun zu kaben, welche im Innern der co-Halbebene nirgends un- 
enduch warden; und dieserhalb zieken wir vor, weiterkin die folgenden 
iiornnerten Teilwerte zu gebrauehen: 
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( 2 ) 


ft 


6 / — ? 

i/a 


y’-,M 


|/z’ 


die in der That die gekennzeichnete Eigenschaft mit den p^ju 

gemein haben. 

Nun aber sind die Zusatzfactoren in (2) von der secbsten bez. 
vierten Stufe. Wir gehen also in beiden Fallen aus dem Eationalitats- 
bereicb ^2? ^3 hinaus, und zwar tritt fiir die zufolge I p. 690 an 
dessen Stelle der Rationalitatsbereich ]/c 7 — 1, ]/</. Die Coefficienten 
der a?;i, a"Teilnngsgleichung sind dementsprechend ganze rationale Func- 
tionen von j/j — 1 und und es wird diese Gleichung die Anfangs- 
terme besitzen: 


Besonders einfach gestalten sich die Verhaltnisse bei Hier 

kommt offenbar nur ]/A zur Geltung, und also bestebt der Ratio- 
nalitatsbereich aus der einzigen Grosse: 

( 3 ) Y=-%r = ~yj^. 

Die Teilungsgleichung gewinnt daraufhin die Gestalt: 

( 4 ) + • • • + (^v(r ) . + • • • + = 0 , 

wobei Gr(F') eine ganze rationale Function boehstens vom 1/^®^ Grade 
in Y mit rationalen Zablencoefficienten ist. Der letzte Term ist dabei 
stets von Y unabbangig, und zwar baben wir fiir ungerade n: 

(5) 0<ier = + l, 

je nacbdem der eine oder andere der beiden am Scblusse von § 6 
(p. 18 ) cbarakterisierten Falle eintritk 

Unter den zu Modulfunctionen normierten Teilwerten sind nun 
insbesondere diejenigen der ^'-Function einer directen functiofientbeo- 
retiscben Betracbtung auf dem Polygon sebr leicbt zuganglicb, und 
wir wollen in dieser Ricbtung fiir ein paar Anfangswerte n bier einige 
Entwicklungen iiber die p^^^ geben. Wir gewinnen so einerseits 
Kenntnis der Beziebungen dieser Teilwerte zu jenen Modulfunctionen, 
die wir in I auf rein function entbeoretiscbem Wege fiir die betrejffenden 
Stufenzablen n kennen lernten, andrerseits erbalten wir eben auf diesem 
Wege neue Mittel, die betreffenden Teilungsgleicbungen obne Be- 
nutzung der in § 5 und 6 entwickelten Ansatze in fertiger Form 
anzugeben. 

Im Falle des Teilungsgrades n = 5 wollen wir eine von (2) nocb 
etwas verscbiedene Normierung anwenden. Wir besitzen bier in ^01, 

2 
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YA und der in I p. 630 definierten Grosse I 4 drei Modulformen dritter 
Stufe, welclie nur in den Spitzen des Polygons dritter Stufe (I p. 354 
Fig. 81) verscliwiuden oder unendlick werden konnen. Das Gleiehe 


<Tilt also auch von der Modulfunction 

<3 

Poi ^4 

( 6 ) 3 /— y 

^ ^ YA 

welclie fiber dies bei der Substitution S iinveraiidert bleibt^ wie man 
mit Hiilfe yob I p. 624 (3) und p. 630 ( 6 ) leicht verificiert. Letzterem 
Umstande zufoige ist die Modulfunction (^ 6 ) bereits rational in ^ j und 
es geniigt filr die Untersucbung von ( 6 ) bereits der dritte Teil des 
eit. Polygons, den wir etwa zwischen den in o = + |- senkrecbt 
stebenden Geraden der Modulteilung eingrenzen. Dieser Teil bildet fiir 
sicb genommen das Polygon der durcb y = 0 (mod. 3) charakteri- 
sierten Congruenzgruppe und besitzt im ganzen nur zwei Spitzen 
(cD = 'ioo, 0), in denen f = oo bez. =1 wird^). Sofern also die 
Modulfunction ( 6 ) nicbt einer Constanten gleich ist, wird sie in der 
einen dieser Spitzen oo, in der andern im gleiclien Grade (auf 
gemessen) Null werden. Wir haben dementsprechend den Ansatz: 




)/a 


wo c eine Constante, v aber eine positive oder negative ganze Zalil 
Oder aber die Null bedeutet. Formel (7) specificieren wir jetzt fiir 
(0 ==^'oo, indem wir die Naberungswerte von und yA aus I 1. c., 
denjenigen von p'oi aus (4) p. 13 abscbreiben: 

L = c{21r)-\ 

]/3 

Hier ergiebt sicb unmittelbar v = 0 , c 
stellung von ^ 01 ’ 

(8) Foi == — 


JL 

ys 


ir und damit als Dar- 


1 a 

I41/3’ 


so doss die p'-Teilwerte in engster Besielmng m deti reciprolcen Werten 
der mit I 4 gleichberecMigten Modulformen stehen. 


*) Man gewinnt ubrigens bei beliebigem n ein „ Polygon der Teilimgs- 
gleichung^^ oder, kurz gesagt, ein Teilungspolygon in ganz ent- 

sprecbender Weise, indem man aus dem Gesamtpolygon Stufe genau so 
einen Teil berausscbneidet. Die Zusamrnengeborigkeit der Eandcurven liisst 
sicb dabei immer leicbt bestimmen, sofern dieselbe fiir das Gesarntpolygon 
Stufe bekannt ist. 
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Urn von hier aiis die Teilungsgleichung zu berechnen^ combinieren 
wir (8) mit der dritten Gleicbmig (7) in I p. 630 und finden: 

Setzen wir diese Werte in die zweite Gleicbung (7) I p. 630 eiii, so 
entspringt mit Unterdrilcknng der nnteren Indices von poi direct: 

(9) <p'^ — 8g, — iAp'^ - 3-^ A" = 0 

in voller Ubereinstimmnng mit unseren voraufgehenden Entwicklungen 
als Teilungsgleichung fiir den dritten Teilungsgrad. 

Piir n = 4 findet sich durch eine ebeiiso leichte Untersuchung die 
engste Beziehung der zu den verschiedenen gleichberechtigten 

Gestalten des Hauptmoduls ft. Wir haben namlich einfach: 

(10) p'oi = ~ ft]/A 

imd gewinnen von hier aus durch zweckmassigen Gebrauch der Oeta- 
edergleichung (I p. 20 (4)) als Teilungsgleichung: 

^'12 _ + 108^3 - 33 

— 54^3Ay" + A^ = 0. 

Piir n = 0 konnte man die Teilungsgleichung am zweckmassigsten 
an die Eesolvente sechsten Grades knupfen^ indem man z. B. die 
Teilwerte p'oi^ p'o^ in ihrer Beziehung zu dem in I p. 637 aufgestellten 
Hauptmodul r untersucht. Man beweist in dieser Hinsicht ohne be- 
sondere Miihe die Relationen: 


Po\Po\ 


T ? Poi Fo 2 r2 __ 




und konnte von hier aus mit Hiilfe einiger Rechnungen die Teilungs- 
gleichung entwickeln. Aber schon hierbei wiirden wir bemerken^ was 
wir weiterhin fiir unsere functionentheoretischen Zwecke von den Teil- 


werten zu gewartigen haben, so einfach sich auch soeben die Ver- 
haltnisse bei n — S und 4 gestalteten. Preilich liefern uns die Teil- 
werte fiir allgemeine Stufenzahlen n Resolventen der betrefifenden 
Galois’schen Probleme der Grade ^{n) bez. aber diese Resol- 

venten sind vom Grade q)(n)'ilj(n) (homogen gedacht), wahrend wir 
doch wissen, dass es stets Resolventen Grades giebt. So werden 

wir denn auch weiterhin auf anderen Wegen neue Moduln Stufe 
kennen lernen, die ein weit einfacheres functionentheoretisches Yer- 
halten darbieten und eben deshalb unserer Absicht, die niedersten 
Resolventen der Galois^schen Probleme Grades kennen zu lernen 

und diese Probleme selbst in geeigneter Weise zu formulieren, sehr 
viel mehr entsprechen. 
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§ 8 . Einfulir-ang der Fnnctionen 1 ©i; 052)* 

Wie die e^-Fimction in der Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen als das einfachste Element zu betracliten ist, so konnte man 
vermuten, dass die Ubertragung der n-Teilung auf die ^-Function 
besonders zweckmassige Teilgrossen liefern mochte. Wir werden in 
der That ohne Mnhe sehen, dass die den voraufgelienden Entwick- 
lungen zn Grnnde liegenden gruppentheoretischen Erorterungen (§ 3^ 
p. 8 ff.) far die Teilgrossen 

(1) I ^ I 

im wesentlichen ilire Bedeutung behalten werden. Inzwiscken gestalten 
sicli kier des genaueren die Verkaltnisse desbalb etwas schwieriger, 
weil sick c>(u) bei Vermekrung von u am Perioden am eine maltipli- 
cative Exponentialgrosse anderi Dies kat namlick zur Folge, dass 
sick der Teilwert (1) bei Ausiibang einer mit der Identitat mod. n 
congrueiiten Substitution im allgemeinen am einen von 05 ^, (d.j ab- 
kangigen Exponentialfactor andert. Wir haben in den Grossen (1) 
also jedenfalls nock keine algebraiscken Modulformen; aber es gelingt^ 
ans iknen dnrch eine sekr einfaclie Modification solcke herzustellen. 

Betrachten v^ir z. B. die besondere Teilgrosse 1 0 ^ 2 ) 

aben auf dieselbe die mit 1 mod. n congraente Substitution S'^: 

= coj -f- = ^2 

aus. Wir kaben nack I p. 156 (8) ohne weiteres: 

^ ^ i 

( 2 ) 

Hier aber knupfen wir an den reclits auftretenden Exponenten die 
folgende Entwicklung: Die Perioden % sind (cf. I p. 122) mit 
CO 2 cogredient; es ist also: 

“iV — “ 1 % = 

and werm wir hier rechter Hand die Legendre^sche Kelation (I p. 117) 
anwenden: 

“iV , in + l)7ci 

2^8 2^i^ ‘ iiri "T . 

Eeckts steht in der letzten Formcl gerado der Exjxment von (2), 
and also geht diese Formal sofort fiber in: 

^ (m -f 1 ) 7ti 0), >/, 

(3) e Cf I , a»sj j = e • c | w^, co.,) . 
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/co \ 'a 

Weun wir demgemass noch mit dem Factor e versehen 

und e <?-Teilwert bezeiclinen wollen, so ist cler bei 

auftretende Factor von co^ imabliangig, und zwar eine oder 

(2n.)^® Einlieitswurzel, je naclidem n ungerade oder gerade ist. Wenden 
wir auf den so gewonnenen Teilwert eine beliebige Modulsubstitntion 
an, indem wir als deren ersten und zweiten Coefficienten sogleich X 
und [I scbreiben, und setzen endlieb. noch (zur Vereinfachung spaterer 
Formeln) das negative Zeichen binzu, so erJialten wir als allgemeine 
Gestalt eines a-Teihvertes: 

/'A\ ^ \ ^ Xco. tico^ I \ 

(4) «(coi, 0 ) 2 ) = — e 1 • 

Ehe wir die genauere ITntersuchung dieser G-rossen iinternehmen, 
rniissen wir zur Vorbereitung spaterer Untersucbungen die gegen- 
wartige Entwicklung mit derjenigen von I p. 158 in Beziehung setzen. 
Auf Grimd alleiniger Betracbtung der Abhangigkeit von it batten wir 
damals die Grosse consfruiert: 

/ K \ n il CO, 4- ^ COo I \ 

(5) cx,f, -e • (m I “i. <^i)> 


WO von it unabbangig war, aber sebr wobl noch von den Perioden 
abbangen durfte. Diesen Factor cx^l.^ werden wir jetzt offenbar so be- 
stimmen wollen, dass (5) fur u = 0 in (4) iibergebt; dann beisst die 
Function (5) ausfiibrlicb gescbrieben: 




(6) I o>i, cJa) 


2« i 


XcJOj^ -j- fl 00 2 


ebendieselbe Grosse, die wir aucb bereits I p. 159 vorlaufig nambaft 
macbten^). 

Fiir n = 1 kommt in (6) nur die eine Combination 2 = ^ = 0 in 
Betracbt, und wir erbalten solcberweise die urspriingliche <?- Function 
wieder. Indem wir aber fiir bobere n die zunacbst sicb aufdrangenden 


Teilwerte der (y~ Function, bez. der 'O'-Functionen sind von jeher in der 
Theorie der elliptiscben Functionen unter mebr oder minder principiellen Gesicbts- 
punkten betracbtet worden. Die im Texte zu Grunde gelegte Normierung, ver- 
moge deren das einzelne als eine algebraische Modulform erscheint, wurde 
von Klein eingefuhrt in der nun wiederholt zu nennenden Abbandlung: Tiber die 
eUiptischen Normalcurven der Ordnung und zugehorige Modulfmictionen der 
^jten Stufe (Abb. der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. 13 bTr. 4, 1885). Wir citieren 
diese Abbandlung fortan knrzweg als „ Normalcurven 
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Grosseu 6{ti— + ia der aagegebeaen Weise ausgestalten, 

Iiaben wir das denkbar einfaebste Verbalten derselben gegenuber Ver- 
mebrung des u um Perioden, sowie gegenuber der Ausubung von 
Modulsubstitutionen d. i. gegenflber den ternaren Operationen der in 
§ 1 eingefubrten erreiebt, wie wir nun noeb ins einzelne zu ent- 
wickeln baben. Fur die Vermebrung des u um Perioden entnebmen 
wir die betreffende Pundamentalformel obne Recbnung aus I p. 158 (3) 
unter Kucksicbt auf I p. 156 (9); sie lautet: 






{nil 




Uber die Austibung Yon Modulsubstitutionen mtissen wir eine etwas 
ausfuhrlichere Untersuchung anstellen, wobei wir tlbrigens voruber- 
geliend die Variabele a auch nocli beibebalten mogen. 


§ 9. Ansfiilirlielie grnppentlieoretisclie Untersucliung der (j-Teilwerte. 

Um eine mit 1 modulo n congruente homogene Modulsubstitution 
aucli ausserlich als solche zu kennzeiclinen, schreiben wir sie: 

(1) £d/ = (an + 1)g>i + bnco^ , (d^ = cna)^ -f" (dn + l)co 2 • 

Die Function (3x^fi(%i) gebe durch Ausubung yon (1) in fiber; 

dieses stellt sich dann mit Hiilfe Yon (7) § 8, sowie der 

Legendre^schen Eelation nacli kurzer Eecbnung in der Grestalt dar: 

(u 

, . .)?'{ab-{‘a~\-b)-^2.(j.{ad’^bc)-\-fj?'{cd-\‘C‘^d) ^(bl'^’\-{d — a)lu — cu-) 

= (— 1 ) 

Functionen, die^ bei Ausubung der Substitutionen einer sich bis 
auf multiplicative Einheitswurzeln reproducieren, sollen dieser Unter’- 
gruppe adjungiert genannt werden. In diesem Sinne sprechen wir 
den Satz aus: Die mm Teihmgsgrad n gehorenden sind insgesamt 

der Sauptcongruen^gruppe Stufe oder, Imrs gesagt, der Skife 
adjungiert 

Um zu sehen, welcher Stufe die absolut angehoren, 

schreiben wir uns erstlich die von den vier Zahlen a, 6, c, d jedenfalls 
erfullte Bedingung 

(3) (ad — 1)6)% a d — 0 

auf und rniissen nun die ungeraden n von den geraden scheiden. 

Im ersteren Falle (d, i. bei ungeradem n) folgern wir aus (3) die 
Congruenzen: 
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acl + ^ = + ^ = (mod. 2) , 


die wir zur Umgestaltung von (2) verwerten. 


2 in 

e ^ = s 


( 4 ) 


gelit Pormel (2) fiber in: 


Unter der Abkiirzung 




Man priife jetzt nacb einander die drei Combinationen === (0^ 1)^ 

(1; 0), (1, 1) und ilberblickt sofortj dass notwendig h = c = a — d= Oy 
(mod. n) sein muss, wenn die gesamten bei ^^-Teilung entspringenden 
dnrcb Ausiibung der in Rede stebenden Substitution in sich 
ubergefiihrt werden sollen. Die letzte Congruenz a — d = 0y (mod. n) 
spaltet sicli mit Riicksicbt auf (3) in a = d = 0, (mod. n), mid also 
entspringt das Resultat: Bei ungeradem n bilden diejenigen Substitu- 
tionenj ivelche die gesamten imverdndert lassen, die homogene 

Eaupfcongruen^gni^pe der Stiife n^. 

Fxir ein gerades n scbreiben wir die auf der recliten Seite von (2) 
auftretende Einheitswurzel : 


"I { ^’^{:na'b-\-na-\-nb-{-h)'\-Xl.L {n{ad — 6c)-{-cZ — aj-\- !^i~{iicd-\-nc-\-nd — c) | 

(5) B 

Damit dieselbe ftir alle Combinationen {ly g) die Einlieit selbst sei^ 
ist hinreichend und notwendig: 

nab + ^2'^' + n& + = 0;] 

(6) n{ad — be) d — a = 0y \ (mod. 2n ) . 
ned nc nd — o = 0 J 


Die mittlere dieser Congruenzen ergiebt mit Hiilfe von (3) a = d~0y 
(mod. n)y und daraufhin geht die erste und dritte in (w + 1)6 = 0 
bez. {n — l)o = 0 xiber, woraus wir sofort schliessen 6 = o = 0^ 
(mod. 2ny Dementsprechend fordert dann wieder die zweite Con- 
gruenz (6) a = dy (mod.. 2^^)^ womit nun aber die samtlicben Forde- 
rungen zur Erledigung gekommen sind. Wir gestalten das gewonnene 
Resultat zu dem Satze aus: Die Modulsnbstitutioneny welche bei geradem 
n die gesamten in sich transformiereny bilden diejenige ausgemch- 

nete homogene Congratiugnippe welche sich modulo 2n^ auf die 

Siibstitutionen: 


0 ) 


fvi? + 1 , 0 

0 , 


l)> Co, l)’ 


redmiert 

Was' die zu einem eimelnen geborende Dntergruppe an- 

langt; so treten bier die allgemein ftir Teilwerte in § 3 p. 8 fif . ent- 
wickelten Gesiebtspunkte unter unwesentlicben Modificationen in Kraft 
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Erstlich zerfallen alle beim Teilungsgrad n eintretenden 
der Formel (3) p. 10 entsprecbend in ebensoyiel getrennte Systeme 

als n Teller hat; dabei gehoren zum Teller ^ im ganzen 
versehiedene und im speeiellen gehoren zu n selbst dlejenigen 

Grossen in welchen der grosste gemeinsanie Teller 

von I iind prim gegen n ist. 

Ferner sind die (p(n)'tp(n) eigentlich znm Grade 7Z gehorenden 
mit einander gleicliberechtigt und gruppieren sich zu Je g)(n) in 
versehiedene Systeme, welch^ letztere bestimmten ipin) gleichberech- 
tigten Untergruppen zugeordnet sind. Diese Untergruppen entspringen 
aus der den gesamten Grossen soeben zugeordneten aus- 

gezeichneten bez. r^ 4 ( 2 w^) durch Zusatz einer jeweils modulo n 

wohlcharakterisierten parabolischen Substitution der Amplitude 1. So 
werden wir fiir die (p(^i) Grossen eben gedachten ausge- 

zeichneten Gntergruppe die Substitution S hinzusetzen, um durch 
Combination die zu den gehorende Gruppe zu erzeugen. 

Fiir ausfiihrliche Dntersuehuugen ist es ubrigens von Wichtig- 
keit, dass die bez. {2ny^ Poteiizen der absolut der Stufe 

angehoren. Des Naheren aber sind die diesen Potenzen der zu- 
gehorenden Congruenzgruppen Stufe eben dieselben, welche an 
analoger Stelle im ersten Teile des K.apitels bei den Teilwerten 
auftraten. 

jillenthalben dachten wir hier die gleich auf ein System von 
mod. n ineongruenten Zahlenpaaren eingeschrankt. Immerhin mogen 
wir uns jedoeh noch die unwesentliche Modification anmerken, welche 
die ^x,fi{u) erleiden, falls wir X und um beliebige ganzzahlige Viel- 
fache an bez. In der Zahl n vermehren; es ergiebt sich mit Hiilfe 
der Legendre^sehen Relation leicht: 

(8) 0,+an,^+,n(u) = (- + ^ • T . 

§ 10. Functionentheoretische Betraehtung der Teilwerte 0x,i.(,> 

In den Functionen des vorigen Paragraphen setzen wir nunmehr 
u = 0 und kehren damit zu den ^-Teilwerten 

(1) 0xA<^t,co,) = -e 

\ n / 

zuriick. Dieser Schritt erfordert eine erganzende Bemerkung ztir 
gruppentheoretischen Darlegung des vorigen Paragraphen. Die <5'-Punc- 
tion ist eine ungerade Function ihres ersten Argumentes u, und eben 
deshalb wird die Gleichung 
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(2) CO 2 ) = — Sx,f,{(Oy, (Og) 

bestehen. Von den q)(n)'ilj(n) eigentlicb znm Teilungsgrade n gehoren- 
den Teilwerten nnterscbeidet sicli demnach wieder die eine Halfte von 
dex’ andern nur dnrcb das Yorzeicben (jedoch wie oben vom particularen 
Falle n — 2 abgeselien). Wir werden also bei^eits alle ^(p(n)ip(n) 
wesentlicb verscbiedenen gewinnen^ wenn wii’ A anf das Intervall 


( 3 ) 

einschranken. 

Um jetzt die functionentheoretische Eigenart unserer neuen Teil- 
wei’te zii erkennen^ geben wir auf I p. 161 (4) zuriick und ziehen aus 
der ersten dieser Formeln die nachfolgende Relation: 


(4) — ]/|| |/A • (oi, coa) = 


(X^ta+X,w) irt 






r), 


wodurcb die Zuruckfubrung der auf Teilwerte der Function '0’;^ 
geleistet ist. Benutzen wir uun fiir ^ P- 1^0 (3) gegebene 

Reibe, so kommt nacb kiu'zer Zwiscbenrecbnung die^ sebr wertvolle 
analytiscbe Darstellung: 


(5) 


CO 2 ) = is 





2l-\-nY 

2 71 ) 


m== — CO 


die eine im Innern der co-Halbebene stets convergente Reibenentwick- 
lung fxir unsere Teilwerte liefei'i Bei oj = ioo finden wir auf Gruncl 
von (5) die Naberungswerte: 


( 6 ) 


(W 



sin 


(in 

n ^ 




a>2 

2{n 


fx(l — n) Z(Z — n) 
^ 2n ^ 2n^ 


A>0, 


wahrend nach unserm Priucip von I p. 587 vermoge der Relation: 

(7) + /JtOg, yraj + dtOg) = 0az+rM,fi^+^f‘(o^i> “a) 

das Verbalten von cog) bei Annaberung an den Punkt o — 

mit demjenigen von 0aZ+Y^,^z+d(i bei Annaberung an co = ioo tiber- 
einstimmt. Eiermit haben wir in den Teilwerten 0 %^^ algebraisclie Modul- 
formen (der ersten Dimension) erhannt und Jconnen auf dieselien deswegen 
die von I gelieferten Hulfsmittel in Anwendung bringen, 

Bevor wir dies unternebmen, miissen wir nocb der Productent- 
wicklung der gedenkeH; wie sie aus I p. 159 Formel (1) zu ent- 
nebmen ist; es findet sicb nacb kurzer Zwiscbenrecbnung: 
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(?) 




‘IB 


iL{l—n) X{?. — n) , 1 

2ft2 ‘ 12 


J (1 — S‘^r^ 'Oj X ^ ? 


iind wir folgern aus dieser Darstellung ohne weiteres den wielitigen 
Satz: Wie die sind auch die Teihverte m Innern der m-Halb- 

ehene allenthalben endlich and von Null verschieden. 

Zwisclien den beiden Darstellungen (5) und (8) fiir die be- 
stebt ein principieller Unterschied, den wir nicht nnerwahnt lassen 
cliirfen. Beide Male ist 6z,iu init einer derartigen Grosse multipliciert, 
dass das Product nur nocb Ton co allein abbangt; aber der Zusatz- 
factor ist in (5) ein wesentlieb anderer als in (8). Unter den Wurzeln 

12 . — 

aus A ist nach I p. 623 einzig yA eine eindeutige Modulform (so wie 
natiirlicli deren ganze Potenzen); Ya ■ ist also iiberhaupt nicht 
mehr eine eindeutige Modulform und kann nur erst wieder durch 

Multiplication mit zu einer von co eindeutig abhangigen Grosse 

werden. Hat das entspringende Product also nicht mehr das glatte 
Verhalten einer Modulform*), so besitzen wir doch fur dasselbe von der 
'9'i-Eeihe aus eine hochst brauchbare Reihenentwicklung, was man z. B. 
aus einem Vergleich der Pormel (5) mit den oben (p. 12) fur die 
px,,u gegebenen Entwicklungen ermessen wolle. Im Gegensats 
sur BeiJie (5) Jiaben wir in der ProducfeniwicMung (8) direct eine ein- 
deutige algebraiscJie Modulftinction yA • 0x,fi vor mis; dieselbe ist der 
Stufe adjungiert und hat die zweckmassige Eigenschaft, dass ihre 
Null- und Unstetigkeitspunkte ausschliesslich in den Spitzen des Poly- 
gons gelegeu sind. 

Was wir nun noch allgemein liber den funetionentheoretischen 
Charakter der zu sagen haben, ist leicht erledigt. Bei ungeradem 
n sind die Potenzen der <pijj eigentlieh zum Teilungsgrade n ge- 
horenden 0x,fi die Wurzeln einer irreducibelen Gleichung Grades 
in welcher alle ungeraden Potenzen der Unbekannten ausfallen. Die 
Ooefficienten dieser spedellen Teilungsgleichung fur n-Teilung der s-Func- 
tion sind rational in g^, g^ und haben leicht ersichtlich die Gestalt 
A’' - G{g 2 , gf). Da sich aber in den Reihenentwicklungen von 0x,fi An- 
fangsglieder mit negativen Exponenten von r zeigen, so wird’ v im 


Wir verweisen hier auf die dieaen Gegenstand betreffenden gruppen- 
theoretiacben Erorterungen im zweiten Teile des nacbatfolgenden Kapitels; vgl. 
auch die beztiglichen Bemerbnngen am Eingang vom dritten Kapitel dea naehaten 
Abschnitta (§1 daselbat). 
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allgemeinen eine negative ganze Zalil sein, und also sind im QegemaU 
^'Teilwerte Jceinestvegs game algehraisclieModiilformen^^. 
Fur gerades n gelten entsprecliende Satze unter geringen Modifica- 
tionen; An Stelle der Potenzen der treten jetzt die 
walirend der Grad der irreducibeln Teilungsgleichung auf zuriiek- 
sinkt (den particularen Pall n = 2 Tvieder ausgenomnien). Man be- 
merkt sonach, dass die aussere Gestalt der Teilungsgleichung bei 
geraden und ungeraden n gar keine Versehieclenheit aufweist. 

§ 11. Specialnntersueliuiig der (Sx^^i fiir n == 2 niid 3. 

Haben sich die (>-Teilwerte in bequemer Weise dem Schema der 
allgemeinen Theorie der Modulfunctionen eingeordnet, so werden wir 
nuiimehr in Kiirze die Prage streifen^ inwieweit die zweckmassige 
Hulfsmittel zur Behandlung unseres functionentheoretischen Grand- 
problems gewahren. Wie bei den bahnen wir diese Untersuchung 
wieder dadurch an, dass wir fiir niederste Stufenzahlen n die uns von 
I her bekannten einfachsten Moduln mit den 6x,fi in Vergleich stellen. 

Fiir n == 2 haben wir die drei Teilwerte deren vierte 

Potenzen zur zweiten Stufe gehoren. Wir ziehen die in I p. 628 (1) 
definierten Modulformen zweiter Stufe vierter Dimension Ag, heran 
und betrachten insbesondere das Product welches eine gegen- 

iiber der Operation jS invariante Modulfunction zweiter Stufe darstellt. 
Selbige wird sich bereits auf dem zweiten Teilungspolygon'^"^') be- 
trachten lassen, welcF letzteres zwei Spitzen co — 0, ioo hat. 
ist nun entweder mit einer Oonstanten identisch oder wird in besagten 
zwei Spitzen 0 bez. oo. Von beiden Fallen findet aber ersterer statt, 
da man — 8 als Naherungswert von bei co = ioo findet. Wir 

haben also die Relation = — 8A4, und wenn wir auf selbige erst 
Tj sodann aber auf die entspringende Formel S ausiiben, kommt als 
Gesamtdarstellung unserer drei Teilwerte: 

(1) 0 ^^ — 8A4, == 8A3, 6^^ == 8 (A3 A4), 

Unmittelbare Polgen aus (1) sind die Relationen: 

( 2 ) < + <, + <- 0 , 

(3) ■‘W = - (^ 7 )'. ' • 

*) Es verdient betont zu werden, dass demgegeniiber die in (8) gegebenen 
Modulfunctionen game algebraiscbe Functionen von J sind. 

**) Wir benannten schon in einer Note des § 7 (p. 20) als Teilungspolygon 
denjenigen Ausscbnitt aus dem Gesamtpolygon Stufe, welcber in den 
Fundamentalbereicb der Operation S entfallt. 
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Mit Hinblick aiif (7) § 9 finden wir unmittelbar den in I p. 678 aus- 
gesproehenen Satz bestatigt, dass |/l — X das Modulsystem einer 
ausgezeiclineten achter Stufe biiden^ und erkennen jetzt in (2) direct 
die bomogen geschriebene Gleicbung der bereits 1. c. nambaft gemacbten 
Normalcurve der r^g. 

Die zweiten Teilwerte 6%^^^ baben wir ilbrigens bereits I p. 161 
betraebtet imd entnebmen aus den damaligen Pormeln (4) die nach- 
folgendeii Beziebnngen zu den Nnllwerten der drei geraden 'O’-Functioneii : 



Etibren wir auf der andern Seite durcb I p, 665 (3) an Stelle von I 
die Moduln Tz der ilberlieferten Tbeorie der elliptiscben Functionen 
ein, so setzen sieb (2) nnd (3) in die sebr bekannten Formeln nm: 


( 5 ) 


V + 


-S', 


3 ; 

y ^'2 _ '^ 0 ^ 


Wir erledigen sogleicli auch noch n = 3, wo die Zahl der wesent- 
lieh TerseliiedeBen Teilwerte vier ist. Unter Benutzung des I p. 630 
(5) gegebeuen Modulsystems betrachten wir deio. dritten 

Teilungspolygon, wo wir in bekannter Weise den Ansatz 
= — 1)” baben. Die Auswertung bei w = ioo giebt a — — 3 V3, 

^ Tind von da aus gewinnen wir unter wiederholter Anwen- 

dung der bomogenen Operationen T und S die vier gewflnscbten 
Darstellungen : 




( 6 > 


I3-I4 

-iV^‘ 




iVl ’ 

I, vs 


01 


n 



Ois — k 
— i^A 




Indem wir die drei ersten dieser Formeln durcb die vierte dividieren, 
entspringen folgende merkwiirdige Darstellungen des Hauptmoduls | 
durcb die dritten Teilwerte*): 


(7) 


*) Diese Formeln sind zueret von Hrn. Bianchi auf anderem Wege ge- 
wonnen worden; man aehe deasen Arbeit: tiher die Nwmalformen dritter und 
funfter Stufe des elli^tischen Integrals erster Gattung, Math, Ann. Bd. 17 (1880). 
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Alls (7) wiederum entnehmen wir die Bestatigung des I p. 678 auf- 
gestellten Satzes^ dass — 1 ? — P? Vt — Congruenzmoduln 

neunter Stnfe sind und ein voiles Modulsystem fur die beziigliche 
Hauptcongruenzgruppe bilden. — Es liat sieh durcb diese Betrack- 
tungen keransgestellt^ dass bei n == 2 und 3 die 6%^^ in der That die 
einfaehsten Moduln Hirer Stufen unmiUelhar ergeben. 


12. Speeialbetrachtiing der fur n — b und 7. 
Verallgemeinernng. 


Bei n = b wiirden wir wieder ein einzelnes durch einen 

geeigneten Zusatzfactor zu einer Modulfunction fiinfter Stufe normieren 
konnen, um diese dann als rationale Function von ^ darzustellen. 
Aber man findet bei einer derartigen Untersuekungj dass sick jetzt das 
einzelne < 9 ;., a bei weitem nickt mekr so einfack verkalt^ wie bei n — 2 
und ^ = 85 es ist vielmekr charakteristisckj dass wir die von I ker 
bekannten einfacksten Moduln fiinfter Stufe erst dadurck wiedererlangen, 
dass wir die in merkwiirdig gebaute Producte vereinen"^). 

Unsere Moduln Ay der fiinften Stufe verkielten sick gegenuber 
der speciellen paraboliscken Substitution 8 besonders einfack. Indem 
wir also von e’-Produeten ausgeken wollen, von denen dasselbe gilt, 
bilden wir uns etwa zuvbrderst den Ausdruck: 

( 1 ) ^10 ^11 ^12 ^13 ^ 14 * 

Bei CO ~ ioo gekt derselbe iiber in — ia r ^ , wie aus ( 6 ) p. 27 
leickt folgt. Multiplicieren wir (1) sonack mit der in I p. 631 (9) 

( 2 3j.\5 — 

—jr^ wird und der 

Dimension ( — 5) angekort, so kommt eine der fiinften Stufe adjun- 
gierte Modulfunction ^ welche der Bedingung 

( 2 ) lim ^i 3 <^i 4 ' to ~ ^ 


genii gt. Durch eine ganz analoge Betracktung folgt: 
(3) lim (<^20^21^22^23^24 * S 3 ) “ '^^^7 


eine Pormel^ die man iibrigens auck durck Ausiibung einer modulo 5 


mit 



congruenten Modulsubstitution aus (2) kerleiten kann. 


'*) Es Btimmt dies wiederum .iiberein mit der Tendenz der p. 9 gen. Ab- 
handlimg des Hrn. Eiepert, sowie anderweitiger Untersucbungen desselben 
Verfassers; wir werden anf dieselben spater noch ausfiihrliclier zuruckkommeu. 
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Die fiiiiften Potenzen der in (2) und (3) betracliteten Modulfunc- 
tionen gehoren jeclenfalls der fiinften Stufe an, und da sie eben ver- 
moge (2) und (3) zugleich gegeniiber der Substitution S unverandert 
bleiben, so lassen sie sicb bereits vollstandig auf dem ftinften Teilungs- 
polygon betrachten (cf. Pig. 83 I p. 355). Dieses Polygon 
(gescblossen gedacbt) vier Punkte die von den Spitzen co^ioo^ 
0, f , lierriibren; nur in diesen vier Stellen c konnen Null- oder 
Unstetigkeitspunkte unserer Functionen liegen. Aber im ersten Punkte 
c(ioo) bleiben zufolge (2) und (3) beide endlich und nicbt-verscbwin- 
dend, und das Gleicbe gilt auch an der dritten Stelle c(|); da sicb 
nacb I p. 587 hierselbst die eine unserer Functionen gerade so ver- 
hait, als die andere in c(^oo). Jetzt bemerke man, dass sicb bei 

= 0 so verhalt wie <5 ’^,— 2 bei co = ioo, und dass iiberdies das 
Verscbwinden oder Dnendlicbwerden eines ausscbliesslicb durcb 
den ersten der unteren Indices bestimmt wird. Der Quotient unserer 
beiden Functionen (2), (3) wird also in c(Q) endlich bleiben, und das- 
selbe gilt dann wieder in da der Ubergang von der einen Stelle 
zur anderen von constanten Factoren abgeseben nur wieder auf eine 
Permutation der beiden Functionen binauskommt. Man seize jetzt, 
unsere beiden Functionen waren in <2(0) im gleichen Grade zu Null 
geworden, so musste dasselbe in stattfinden, und sie batten auf 
dem Teilungspolygon wobl Nullpunkte, aber keinen Unstetigkeitspunkt. 
Da sie aus demselben Grunde in c(0) nicbt 00 sein konnen, so bleibt 
nicbts librig, als dass sie mit Constanten identiscb sind, und also 
fblgt aus (2) und (3): 

4 : 4 

= 0 


womit sicb unsere am Eingang des Paragrapben gemacbte Bemerkung 
bestatigt bat. 

Als Darstellung des Haupimoduls £ durch die findet sich so*): 


( 5 ) 


^ = 0 


Urn einige sicb anscbliessende Gleicbungen zu entwickeln, kniipfen 
5v^ir an den Umstand, dass das Product aller zwolf verscbiedenen 
Fiinften ^ 2 ,^ leicbt ersicbtlicb bis auf einen Factor mit uberein- 


stimmen muss; tbatsachlich findet sicb durch gewohnte Naberungs- 
:echnung bei g> = ^oo die delation: 


*) A-uclx diese Formel ist von Hrn. Bianchi 1. c. von andrer Seite her ent- 
^irickelt worden. 
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( 6 ) 

Spalten wir liier die beiden Producte (4) ab und ersetzen sie durch 
ihre in (4) gegebenen Werte, so kommt: 

woraus unter Gebrancli der Bezeichnnngen von I p. 643 sicb ergiebt: 
W ^01^02 == — Ao 1/5. 

Die ausfiihrliche Begriindung dieser fur w = 5 gegebenen Pormeln 
gestattet in dem nun noch zu besprechenden Palle n — 1 sehr viel 
grossere Kiirze. Indem wir bier einen ganz analogen Gedankengang 
einscblagen, bilden wir uns die vier Producte: 

6 

^01^02^03) 7 (<Z= 2, 4)^ 

von denen wir zuvorderst die drei letzten betrachten. Das einzelne 
unter ibnen ist von der Dimension 7, und da die zu n = 7 geborenden 
8a und Ay (cf. I p. 692 u. f.) den Dimension en — 2 bez. -f- 3 ange- 
boreUj sind die drei Grossen 

6 

( 8 ) 

der siebenten Stufe adjungierte Modulfunctionen. Zufolge leicbter 
Recbnung erfiillen dieselben die Bedingung: 



sie bleiben dieserbalb gegentiber S invariant und lassen sicb also 
bereits vollstandig auf dem siebenten Teilungspoljgon untersucben, 
dessen eine Halfte durcb Pigur 88 I p. 373 gegeben ist. Hier tritt 
nun eine Betracbtung ein, die bis ins einzelne der soeben bei n — 6 
durcbgefiibrten gleicbt, und wir finden am Scblusse derselben wieder^ 
dass die drei Functionen (8) mit Constanten identiscb sein miissen. 
Die Werte dieser Constanten geben aus (9) bervor, und wir erbalten 
also folgende Beziebung der siebenten zu dem Modulsystem 8a 
siebenter Stufe: 

6 

(10) is * ^ Aq jH ,u ^ 2 )* 

Das Product aller 24 verscbiedenen wird mit A~"^ propor- 
tional sein, und zwar findet sicb genau: 

Klein -Prick e, Modulfunctionen. II. 


3 
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(11) ^01 ^02 ^04 2 _/ jfjf 

or fM 

Mit Hiilfe von (10) und I p. 720 (2) folgt hieraus : 

( 12 ) ^ 01 ^ 02^04 ~ ? 

genau analog der soeben bei n = 5 aufgetretenen Formel (7). Um- 
gekehrt konnen wir jetzt an Stelle von (10) setzen: 

6 

(13) • ^01 ^02 ^04 ^ i |/ 7 A ^ C?2) ? 

nnd diese Formeln sind um so bemerkenswerter, als ihnen' fiir n = 5, 
wie man leiclit ausrecbnet, die Formeln: 

iYbA-^y^cDi, oDg), 

iy^ ®2) 

ersicMlieh bis ins einzelne gleichgebildet sind. 

Diese augenscbeinlicbe Analogie zwiscben n — 5 und n = 7 legt 
den Versueh nabe, entsprechende Entwicklungen z. B. fur beliebige 

Primzahlen n an die dort eintretenden ~ ^ Grossen gx,f<. zn knQpfen. 
Wir warden in dieser Weise den Formeln (13) und (14) entsprecbend 
ein System von Moduln Sa der Stufe, sowie (7) und (12) 

entsprecbend eine einzelne Grosse k*®' Stufe Ao sofort hinscbreiben 
konnen, und es wurde aucb niebt scbwer balten, eine gruppentheo- 
retiscbe Erorterung aber diese Modulformen auf Grund der beziig- 
licben Entwicklungen in I p. 419 u. f. zu geben. Und nun gehoren 
wirklicb die solcberweise aus den zusammengesetzten Modulformen 
zu den einfacbsten und braucbbarsten, deren wir aberbaupt im Gesamt- 
Terlauf unserer functionentheoretiscben Untersucbungen babbaft werden 
konnen. Nur lasst uns der bier vorliegende Ansatz, der in der Haupt- 
sacbe allein von der Aufsucbung der Null- und Unendlicbkeitsstellen 
der Functionen ausgebt, fur den allgem einen Fall n zum guten Teil 
im Unklaren aber die wicbtigsten Eigenschaften jener Grossen und 
aber ibre Beziehung zu anderen, gleicbfalls bemerkenswerten Func- 
tionen der Stufe. Indem wir demnach die Besprecbung der 
(und damit aberbaupt der Teilwerte) an dieser Stelle abbrechen, b'e- 


(14) 


£ ^01 ^ — 


n 

4 

n 


6 <^o1^02_£ £ 
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nnd specielle Teilungsgleichungen. 

merken wir zum voraus, dass uns jene Moduln and Ao im folgenden 
Absehnitt wieder begegnen warden, wo wir zu ihrer Untersuchung 
wesBiitlicIi neii6 Hiilfsmittel zur Hand liaben werden*). 


An die somit beendete Betrachtnng der speciellen Teilung erster 
Stufe konnten wir nun eine Darstellung der Teilung hoherer und also 
in erster Linie der zweiten Stufe reihen. Wir warden da von den 
Teilwerten der drei Functionen sin am, cos am, A am zu handeln 
haben und miissten den bez. 'O’j -Teilwerten offenbar die Teilwerte der 
drei geraden 0 - bez. 'O’-Functionen gegenuberstellen. Eine system atisclie 
Darstellung der Eigenseliaften dieser Grossen auf Grundlage unserer 
in Bd. I entworfenen Theorie wiirde nicbt scbwierig sein, ist indessen 
zur Zeit noch nicbt ausgefiibi't worden. Indem wir also von einer 
soleben Darstellung bier abseben, bemerken wir nocb, dass eben diese 
aus der zweiten Stufe entspringenden Grossen nicbt nur in der alteren 
Literatur, sondern aucb in den neueren Arbeiten von Kronecker 
(Berliner Bericbte von 1886) und Weber 1. c. ausfuhrlicbe Beriick- 
sicbtigung finden. 


*) Es mag librigens schliesslicb noch bemerkt werden, das aucb die , p' 
in einfacher Weise durch die dargestellt werden konnen; man vergl. Klein 
„Normalcurven“, p. 15, oder aucb die bezuglichen Formeln im zweiten Kapitel 
des nhchsten Abschnitts. 



Zweites Kapitel. 

Die Transformation Ordnnng erster Stnfe nnd die 
Transformationsgleiclinngen erster Stnfe*). 

Neben der Teilung Grades hat in der Theorie der elliptischen 
Punctionen seit langer Zeit die sogenannte Transformation Ord- 
nung eine wichtige nnd umfassende Rolle gespielt. Auch sie versieht 
uns, wie wir schon andeuteten, mit einem Mittel, Modulfunctionen 
hoherer Stnfe aus solchen niederer Stufen herzustellen. Inzwischen 
verfolgen wir die hieraus fiir unsere ferneren Zwecke entspringenden 
Ergebnisse Torab noeh nieht weiter; es soli sich vielmehr in erster Linie 
danmi hxndeln, die uberlieferte Transformaiionstheorie ihreni Wesen nach 
mit unseren von JBd. I gelieferten Hulfsmitteln mr Darstellung m Tyringen. 
Wir werden dabei den Gedankengang genau so wie im vorauf- 
gehenden Kapitel wahlen; man kann die Transformation Ordnnng 
auf Grossen der ersten nnd andrerseits anf Grossen hoherer- Stnfe an- 
wenden ; dem ersteren Zwecke ist das gegenwartige Kapitel ausschliess- 
lich gewidmet**). Auch im einzelnen ist der Gedankengang wie vorhin : 
wir werden die Transformation Ordnnng in gruppentheoretischer, 
sodann in functionentheoretiseher Hinsicht untersuchen nnd endlich 


*) Fiir das zweite Kapitel ist grundlegend die bereits bfter genannte Arbeit 
von Klein, tiler die Transformation der elliptischen Funetionen und die 
Auflosung der Gleichungen funften Grades, Math. Ann. Bd. 14 ( 1878 ). TJnter den 
neneren Arbeiten kommt fur uns namentlich die inhaltreiche Abbandlung von 
Hm. Kiepert in Betracbt: tiler die Transformation der elliptischen Funetionen 
lei eusammengesetztem Transformationsgrade, Math. Ann. Bd. 32 ( 1887 ); hieran 
schliesst sich die weitere Abhandltmg des gleichen Verfassers: tiler gew'isse Ver- 
einfaehungen der Transformationsgleichungen in der Theorie der elliptischen Func- 
tionen. Math. Ann. Bd. 37 ( 1890 ). 

**) Indem wir also die Betrachtnng der hoheren Stufen hinausschieben, werden 
wrr auch erst spaterhin auf die aiteren Arbeiten uber die Transformationstheorie 
Bezng nehmen kSnnen, da diese ja durehgangig an den Legendre’sehen Integral- 
modnl besiehungsweise die aus ihm durch Wurzekiehung entspringenden Con- 
gi’uenzmocluln antnupfen. 
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Eiuzelbetraehtungen folgen lassen, cleren Zweek vielfach der ist, den 
Leser auf dem ausgedelinteBj bier in Betracht koinmenden Gebiete 
znnacbst einigermassen zu orientieren. 


§ 1. Erste Einfiihrung der Transformation Ordnnng erster Stnfe 
nnd gruppentheoretiselie Untersnehung derselben. Die fnnctionen- 
theoretisehen Beprasentanten. 

Wir versteben imter co^) eine beliebige Modulform der ersten 

Stufe (oder aueb eine doppeltperiodiscbe Function der ersten Stufe, 
auf welcbe die znnacbst durcbzufiibrenden gruppentbeoretiscben Be- 
trachtungen gerade so gut passen, wie ftir die Modulform en). Man 
setze alsdann neben die Grosse als neue Function der beiden 

Variabelen die folgende: 

( 1 ) , 


und benenne den Ubergang von F zu F' als Transformation Oni- 
nung erster Stufe^). Dieser letztere Zusatz betrifft aber nicbt die 
Definition der Transformation Ordnnng (die wir spaterbin fiir die 
Moduln boberer Stufe genau so wahlen werden); er zielt vielmehr ab 
auf die durchzufubrende Tbeorie dieser Transformation Ordnung, die 
fiir die Functionen bez. Formen der ersten Stufe ihren besonderen und 
zwar wieder einfacbsten Obarakter gegeniiber den boberen Stufen zeigt. 

Den transformierten Modul erster Stufe f{(d^, unterwerfen 

wir zuerst der naberen gnippentheoretisclien Betracbtung. Wir iiben 
zu diesem Zwecke eine beliebige Modulsubstitution auf und cog aus 

und fragen, ob sicb eine Untergruppe finden lasst^ welcber 

als Modulform angebort. Deren Substitutionen warden also der Be- 
dingimg genugen miissen: 


F{a(Oi + 


yooj + doo. 





die wir iibrigens sofort in die zweckmassigere Gestalt umschreiben; 

( 2 ) + 


Hier ist ofienbar auf die Argumente co^y ^ die lineare Substitution 
mit den vier Coefficienten cc^ n^y j-^y d angewandt, und indem wir 
nocb die um der Allgemeinheit willen notwendige Annabme macben^ 


Vgl. die vorlaufigen Angaben in Formel (2) p. 7. 
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dass bei keinen anderen linearen Substitution en, als denen 

der Modulgruppe, unverandert bleibt, entspringt als hinreichende und 
notwendige Bedingung fxir das Besteben von (2) die folgende: 

(3) y = (mod. n). 

Ein transformierfer Modtd (1) ist demgemdss erne (algebraisclie) Modtil- 
form der Stufe; sie Ueibt des ndJieren iei alien durch (3) charaUeri- 
siertm SuisUfutionen unverandert , die nach I p. 461 eine homogene 
Cmigrum^grufpe des Index Mlden. Diese ryj{n) enthalt ofifen- 
bar auch die bomogene Operation T^, Beim Portgang zu den nicbt- 
bomogenen Substitutionen bewabrt ry}(n) demgemass ihren Index i;(n) 
und gebt dann direct in die I p. 461 genannte Gruppe der Substitu- 
tionen : 

(4) v{wi) = (mod. n) 

a 

liber. Dieserhalb gilt unsere Erorterung obne jede Modification fiir 
die Modnl functionen erster Stufe; es ist das einfacb der Specialfall, 
dass die Dimension von cOg) die nullte isi Dass aber die trans- 

formierten Grossen (1) in der That algebraisclie Modulformen sind (wie 
wir scbon andeuteten), wird durcb spaterbin zur Besprecbung kom- 
mende Figuren zur unmittelbaren Evidenz gebraclit. 

Nacb dem gewonnenen Resultat ist F{a)^^ eine unter ^(^^) 
gleicbberechtigten Modulformen : 

die wir offenbar dadurcb berstellen warden, dass wir ein 

Reprasentantensystem der f^^n) der Operationen (4) durcblaufen lassen. 
Diese rlj(n) Grossefi F', F", . . ., gehbren dann m den ip(n) gleich- 
bm^echtigt&n Congrtien^gruppen r^(«). 

Urn der so bezeichneten Sacblage nocb besser gerecht zu werden, 
wollen wir die Transformation Ordnung insofern von vornherein 
etwas allgemeiner fassen, dass wir als transformierte Moduln F uber- 
haupt alle Formen: 

( 6 ) + 

erhlaren. Da werden sicL. dann alle diese den nnendlicli vielen Modul- 
substitutionen entsprecbenden Moduln (6) ofifenbar in Classen 

anordnen, wobei alle Formen der einzelnen Classe als Functionen der 
© 1 , Oj betraehtet identisch sind. Eine einzelne Form aus jeder Classe 
wird letztere demnach reprasentieren konnen, und so mogen wir als 
Reprasentanten der Classe die in (5) gegebene Form FW wahlen. 
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Wir haben unserer Betrachtungj um sie zu erleichterrij durcli 
Voranstelluug der Form F sogleicli eine concrete Basis gegeben. 
Niclits liindert, von dieser Voraussetzung zu abstrahieren. Offeniar 
ieBeiclmen wir dann als Transformation Ordnung den Vhergang von 
£0^, £02 



. c)/= |3a)2, (of 


yo£)j + 

n 


und ivefrden immer hemglick der Modulgmppe dquivalente cof^ <of in eine 
Glasse vereinen. Dahei enfspringen nur versehiedene Classen^ und 
ivir Jconnen als deren Beprdsentanten die Faare: 

y,.(o-, -f- 

(8) £01^^'^ = £^,£Dl + ^v(02, (02^"'^ == 

heranmeJien. 

Fiir den Pall eines primzahligen n — q konnen wir die = g; + 1 
Repraseutanten oline Miihe fertig angeben. Hier baben wir namlicli 
(unter zweckmassiger Anpassung der Bezeichnungsweise an die Ver- 
baltnisse) als Reprasentanten der der Operationen (4): 


was man leicht durcli Recbnimg bestatigt. Als die (g + 1) Keprasen- 
tanten (8) ergeben sick demnach; 


( 9 ) 




03 , 


2 ’ 


rajW = 


COo 


C03’ 


(V) ^ COi + VCO^ 


und es folgen fur diesen Fall als die (^ + 1) gleicbberecbtigten 
Moduln (5) : ' 

( 10 ) ' = F(^) = f(-0,, 

Wir liaben endlicb nock die Stellung der Untergruppen T^p^n) 
gegentiber einigen anderen Oongruenzgruppen der Stufe in Xiirze 
zu ckarakterisieren. Vor allem wollen wir die ausgezeichnete Con- 
gruenzgruppe Stufe betrachten, welche den gemeinsamen Bestand- 
teil aller f^^n) ausmackt. Man transformiere die ry){n) der Operationen 
(4) durch T] die entspringende gleickberecktigte V'^pi^n) ist durck |3 = 0 
gegeben. Die Operationen der gesuckten Untergruppe erfiillen sonack 
die Bedingung* = y = 0, (mod. m). So oft aber in einer solcken 
Substitution a von 8 modulo n versckieden ist, wird dieselbe durck S 
in eine Substitution mit ^ 0, (mod. n) transformiert, Nur erst die 
Substitutionen 


*) Of. Klein 1. c. p. 130. 
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(11) = -(mod.w) 

bilden eine ausgezeicliiiete Untergruppe^ und dass cliese die gesuchte 
Gruppe ist, bemerkt man sofort. Die Anzahl incongruenter Substitu- 
tionen (11) ist nun offenbar (^^>2 vorausgesetzt"^* **) ***) )) gleich der balben 
Anzahl incongruenter Losungen der Congruenz = Ij (mod. n), welck’ 
letztere Anzahl in den Elementen der Zahlentheorie'*^'^) bestimmt wird. 
Daranflim fmden tvir als Index der den genieinsamen misgemch- 
netm Untergruppe: 

n 9\ n(p(n)^(n) ^ ii(n) 

untm' % die Anzahl der verschiedenen in n enthaltenen ungeraden Prim- 
zaJilen verstanden, miter 6 abei^ 2 , 1 oder 0^ je nachdem n durch 8 teilhar 
Oder das Yierfache einer ungeraden Zalil oder endlich heines von leiden ist 
Man wolle endlich noch das Verhaltnis betrachten, in welcliem 
die f(7t) Gruppen r^(n) zn den bei den Teilwerten eintretenden 
Gruppen stehen. Diese beiden Eeihen von je ^(^) Gruppen 

sind einander zugeordnet, so dass die einzelne f^pyj in einer bestimmten 
fip als Untergruppe des Index g)(;n) enthalten ist. Die Bildung sjm- 
metrischer Functionen jener (p(n) zur einzelnen gehorenden Teil- 
werte stellt sich uns jetzt also in einem neuen Lichte dar: Durch. 
Processe dieser Art wird man offenbar den Ubergang von den Teil- 
werten zu den transformierten Moduln desselben n zu suchen haben'*^-'^'*'). 

§ 2 , Das Transformationspolygon Ordnung. 

Wie wir im vorigen Kapitel das Polygon der der nicht- 

homogenen Substitutionen o'= cj -f {mod,n) als das Teilungs- 
polygon bezeichneten, so heisse jetzt das Polygon der speciellen r^(,,) 
der Substitutionen: 

(1) v(c3) = -- - j (mod. n) 

cc 

Transformations^olygon Ordnung oder lurs Transformations- 
polygon. Bei der Art, wie wir unter den ip gleichberechtigten 
Gruppen auswahlten, besteht dieses Polygon aus ip(n) Doppeldreiecken, 
die offenbar durchgehends zwiscben den beiden in co == + |- senk- 
recht stebenden Geraden der Modulteilung angeordnet werden konnen. 

*) Pur n — 2 erkennt man sofort die Hauptoongruenzgruppe als die ge- 
auchte ausgezeichnete Untergruppe. 

**) Cf. Diricblet-Dedekind, Zahlentheorie p. 87 der dritten Anfl. 

***) Man vgl. hierzu wieder die Arbeiten von Hm. Kiepert, z. B. die erste 
der am Anfang des vorliegenden Kapitels genannten Abbandlnngen desselben. 
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Das Teilungspolygon F^.cpip |9 Transformationspolygonen 

Fip aufbaiien lassen, und zwar wird dem fur die geschlossene Flache 
F^^^(p^p eine reguldre Einteilung in Bereiche Fyj(n) entspreclien, dem 
Umstande zufolge, dass die innerhalb der r,p ausgezeicbnet isi 

Die entspreebende endliche von Transformationen der Fs,(py/ in sicli 
ist alsdann, wie man auf Grund friilierer Uutersuchungen leiclit verifi- 
ciertj stets und nur in den Fallen cycliscb, wenn es fiir das gerade 
betraclitete'" n zum Exponenten geborende Zablen giebt. 

Fur n = 2 fallen Transformations- und Teilungspolygon zusammen. 
Dasselbe gilt fiir diejenigen weiteren bei denen g)(n) = 2 ist, d. i. 
fiir n — 4, 6. Die betreffenden Piguren erbalt man fiir n = 4 
einfacb dadurcb, dass man ein geeignetes Drittel bez. Viertel aiis den 
bezilglicben Gesamtpolygoiien (Fig. 81, 82 I p. 354) ausscbneidet. Fiir 
n = 6 gewinnt man F:^^p^ — F^p direct durcb Verdoppelung der Fig. 85 
I p. 367. Das Polygon i^^( 5 ) wolle man in Fig. 96 I p. 635 nacb- 
seben, F^ip) desgleicben in Pig. 104 I p. 742. Man wird fur die beiden 
letzteren Falle g == 5, 7 leicbt die betreffenden Teilungspolygone mit 
Hiilfe der zugeborigen in I gegebenen Piguren aus zwei bez. drei 
Polygonen Fpj zusammensetzen. Ubrigens erkennt man von Fip{p) und 
F>^(j) aus sebr leicbt die Gestalt von F^ fur beliebige Primzahl n = gi 
Fqj^i wird da oflfenbar am zwectmassigsten aus den {q + 1) Doppel- 
dreiecken : 

(2) 1, T, TS±\ TS±\ ..., TS-' ^ 

zusammenzusetzen sein, deren freie Randcurven man naturlicb dann 
nocb in ricbtiger Weise einander zuzuordnen hat. Durcb die Opera- 
tion T geht dieses Polygon F^p in das F'xp der Dreiecke: 

(3) T, 1, S±S ^±^ 

tilber, das also zu der mit gleichberecbtigten Untergruppe V'^p— TVipT 
geboren wiirde und gleicbfalls eine ganz besonders xibersicbtlicbe Ge- 
staltung darbietet"^*). 

Das Transformationspolygon ^ Bemg auf die 

imagindre m-Axe sich selbst syinmetrisch; die beziigliche geschlossene 
Flacbe F^p gestattet also stets eine der Modulsubstitution zweiter Art A 
correspondierende symmetrische Umformung in sich, ein Umstand, den 
wir spaterbin bei der functionentbeoretischen Untersucbung zu ver- 


*) Von diesen Polygonen FL ging Hr. Klein ursprnnglich in der am Ein- 
gang des Kapitels genannten Arbeit aiis, nnd von bieraus eben entstand die 
allgemeine Tbeorie der Fundamentalpolygone; vgl. die Fig. 9, 11, 13 daselbst. 
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werten liaben werden. Ungleicli interessanter ist iibrigens eine Trans- 
formation erster Art, welche gleicbfalls bei allgemeinem n das Polygon 
xmd entsprecbend die gescblossene Flaclie Fyj in sich iiberfulirt, 
eine Tbatsache, vermoge deren wir uberhaupt die Transformation 
Ordnung batten einfiihren konnen. 



Fig. 1. 


Urn hierauf naher einzugehen, wolle man die Modulsubstitution 

yro-f-^ die auch spaterhin npch sehr haufig zu ge- 

brauchende lineare Substitution: 

(4) W(m) = - JL = 
traneformieren. Wir finden als transformierte Operation: 

(5) V'(ca) = W-iVW(r..) — + w-y 

so dam r stete und nur daxm selbst wieder eine Modulsubstitution ist, 
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wenn V iinserer ry/(n) angehorte. Man kann dies bei der Gestalt von 
(5) des naberen aiich dahin ausdriicken, dass die Modulgnippe f durch 
(4) in eine Onippe f' = transformiert wird, und dass dalei als 

grosster gemeinsamer JBestandteil von f und V' unsere r-^(w) eintritt 

Insofern jetzt mit W vertauschbar ist, wird nach lelcannten 
SdUen das Polygon von erlauMer Ahdnderung abgesehen, durch W in 
sich transformiert. Dabei wird man ubrigens nicbt erwarten diirfen, 
dass diese erlaubten Abanderungen^ wie bei imseren friiheren Unter- 
sucbimgeBj sich immer durch Abtrennung gamer Elementardreiecke 
bewerkstelligen lassen; vielmehr ist dies bei dem Charakter der Opera- 
tion W im allgemeinen ausgeschlossen. Freilich gestalten sich die 
Verhaltnisse bei einigen niederen n besonders einfachj man betrachte 
z. B. die hieroben fur n == 6 entworfene Fig. wo sich das trans- 
formierte Polygon ohne jede Abanderung mit dem ursprtinglichen 



Fig. 2. 

deckt; aber schon fiir n == 5 bemerkt man in Fig. 2 die Notwendig- 
keit von Zerstiickungen einzelner Dreiecke*). Zum Verstandnis dieser 

*) Fiir w == 11 bat Hr. Papperitz die fragUche Figur gezeichnet und naher 
betrachtet; vgl. dessen Abhandlung ,,TJntersuchungen uler die algebraische Trans- 
formation der hyper geometrischen Functionen^^ Math. Ann. Bd. 26 (1886). 
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B'igureii; welehe berufen sind, gelegentlicli nocb eiiie selir wicbtige 
fiolle bei unsereu Uberlegungen zii spielen, bemerke man folgeiicles: 
Die durcli verticale Scbraffienmg ausgezeiclineten Dreiecke bilden das 
in der urspriinglicben o-Halbebene gelegene Polygon Indem wir 
nun cq' = TF(£») ansiiben nnd dabei diese Operation in der von I 
p. 165 ffi ber gewobnten Weise als Umformung der oj-Ebene in sicli 
vorstellen, gehen die Dreiecke von in die durcb borizontale Scbraf- 
fieriing ausgezeichneten Dreiecke der Figur tiber. Man sieht, dass die 
letzterenj fiir sicb genommen, in der m'-Halbebene ein Polygon flir 
die mit gleicbberecbtigte r; ( gebildet aus (o'-Substitutionen) zu- 
sammensetzen ; die rechnerische Bestatigung dieser Erscbeinung wird 
man leicbt durcbfabren. 

Dass iibrigens die F^(n) jetzt insgesamt eine von Transforma- 
tionen in sich ziilasst (bestebend aus 1, A, WA)^ braucben wir 
kaum nocb auszusprecben. Die beiden Transformationen W und WA 
der gesclilossenen B'lache in sicb werden weiter imten (Kap. 5 dieses 
Abselin.) zu sebr interessanten zablentbeoretiscben Polgerimgen ver- 
wandt werden. 


§ 3. Zweite Einfiihrmig der Transformation Ordnnng erster Stufe. 
Die arithnaetisehen Eeprasentanten 


Bevor wir das nun gewonnene Fundament fiir die functioneii- 
tbeoretiscbe Besprecbung der Transformation verwerten, miissen wir 
einer anderen Einfiibrung der Transformation Ordnung gedenken, 
die wir sogleicli unter Gebrauch nicbt-bomogener Substitutionen ab- 
leisten. Wenn wir die Ausiibung einer Modulsubstitution V als Trans- 
formation erster Ordnung bezeicbnen wollen, so wird man es nur als 
eine folgericbtige B egriffs er weiter ung ansehen, tvenn ivir als Trans- 
formation Ordnung die Ausiibung der Substitution: 


( 1 ) 


, a(o A-h 

G) == 

cm A- 


ad — he = n 


mit gangen ZaMen a, &, c, d der positwm Determinante n erlMren. Aufs 
leiehteste sielit man, dass es unendlich yiele Substitutionen (1) und 
also aueh fur ein ursprunglicbes co unendlich viele transformierte cd 
giebt; aber wir wollen wieder alle mit einander (beziiglieh der Modul- 
gruppe) aquivalenten m in eine Olasse vereinen. Eine Glasse von 
Transformationen Ji*®' Ordnung wird alsdann gebildet von alien Substitur 
Monen 


*) Neben den vorhin sebon genannten Abhandlungen kommt bier nament- 
beb d«E a Bd. I oft genannte Brief Dedekind’s an Borebardt „Uher die Theorie 
der dUpisdten MoMfimeli<men“ Crelle’s Journ. Bd. 83 (1877) in Betracht. 
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( 2 ) 


/a£D + &\ {aa ^ {al) ^d) 
\cm + d) ~ ■^a+^c)o + (y& + d'^^) ^ 


id denen a, b, c, d eine bestimmte Losung von ad — be = n vorstellen, 
V dagegen die gesamte Modulgmppe f durchlmft 

Aus der Classe (2) werde jetzt eine einzelne Substitution als 
Reprasentant ausgewablt, was ofiPenbar durcli bestimmte und zweek- 
entsprecliende Wahl von V zu bewerkstelligen ist. Der grosste ge- 
meinsame Toiler der beiden Zahlen a und c sei J.; wir schreiben 
alsdann: 


( 3 ) 




welches offenbar zwei relative Primzahlen sind. Wir nehmen dieselben 
zum dritten bez. vierten Coefficienten von V, und ein zugehoriges Paar 
von Coefficienten a, /3 sei alsdann das allgemeinste derartige 

Paar ist durch 

(4) « = ao — -|-£, /5 = ^o + -x* 

gegeben^ wo e eine beliebige ganze Zahl ist. Puhren wir die gauze 
Zalil D durch die Bedingung n = AD ein^ so kommt an Stelle von (2) 

, J. 03 + 5 *4" ^0 + -D « 

^ = jy , 


und hier bestimmen wir endlich s durch die Bedingung 
0 5^ 4“ < D. 


Da auf diese Weise V eindeutig bestimmt ist, so haben wir als 
Resultat : In jeder Classe (2) von Transformationen Ordmmg giebt es 
eine imd nur eine Substitution der Form: 

( 5 ) = — AB^n, 0£B<B, 

in welcher die gamen Zahlen A, B, D die in (5) rechts angehdngten 
Bedingungen erfullen, Es erscheint zweekmassig, die einzelne Classe 
durch die ihr angeliorige Substitution (5) zu reprasentieren ; zugleich 
wollen wir die so gemeinten Substitutionen kurz als arithmetische 
Eeprdsentanten bezeichnen, weil sich dieselben namlicli vorziiglich fiir 
arithmetische Anwendungen der Transformation n^^'^ Ordnung als brauch- 
bar erweisen. 

Urn die Anzahl der unterschiedenen Substitutionen (5) zu be- 
stimmen, wird man D alle Teller der Zahl n durchlaufen lassen, 
wahrend fiir stehenden Wert D die Zahl B ein Restsystem modulo D 
beschreiben muss. Die Anmhl oiler Classen von Transformationen 
Ordmmg ist sonach gleieh der Summe alter Toiler der Zahl n, eine mhlem 
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tJieoretiscJie Function von n, die wir hinfort durch das Symbol <t>(n) he- 
Beichnen woIJm» Die Anzahl der in § 1 aufgestellten Reprasentanten 
fur Transformation Ordnnng, die wir (wie schon in der Uberschrift 
von § 1 angedeutet) hinfort als die functionenfheorefiscJien Reprasentanten 
zu bezeichnsn haben werden, war demgegeniiber es ist das eine 

im allgemeinen von d>(^) verschiedene Zahl. Das nahere Verhaltnis 
des einen zum anderen Reprasentanten system haben wir demnach nun 
festzustellen. 


§ 4. Beziehung zwisehen den fnnctionentlieoretisclien und 
den aritbrnetisclien Bepr^entanten. Erweiteriang der Transformation 

Ordnnng. 

Durch eine leichte Betrachtung folgert man, dass der grosste 
gemeinsame Toiler t der vier CoefiScienten a, h, c, d von (1) § 3 zu- 
gleich fiir die vier Coefficienten aller Substitutionen. (2) § 3 den 
grossten gemeinsamen Toiler abgiebt: Dieser Teiler % ist also ein 
AUrihiit der ganzen Classe, 

Jetzt hatten die functionentheoretischen Reprasentanten, wenn wir 
dieselben gleich nicht-homogen schreiben wollen, die Gestalt; 


(1) 



“r”* + §v 

yr“+ ’ 


WO die recMs angehangte Modulsubstitution ein Reprasentantensystem 
der oft genannten r^(„) za . durcHaufen hat. Diese Substitution (1) 
subsumiert sich offenbar unter (1) § 3, und zwar haben wir des 
naheren t = 1. Jedem fundummtheoi'etischen Me^asentantm entspricht 
smack ein arithmstischer, dessen r gleick 1 ist. 

Sind umgekehrt A, B, D irgend drei den Bedingungen AD = n, 
0^B<D genijgende positiTe Zahlen ohne gemeinsamen Teiler >1, 
so konnen wir immer eine Modulsubstitution V ausfindig machen, die 
der Gleichung: 

( 2 ) 

genugt, unter V' wieder eine Modulsubstitution verstanden. Die linke 
Seite von (2) lautet namlieh ausfflhrlich geschrieben: 

-j- (aJB 

\ D J ~ vAm + lyB + SD) ’ 

und also mflssen wir zur Bestimmung von F die Congruenzen: 

( 4 ) «A = 0, uB pD = 0, (mod. m) 

discutierem Hierbei benenne man mit 0 den grossten gemeinsamen 
Teiler von A und B und verstehe unter zwei der Gleichung 
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( 6 ) 

geniigende ganze Zahlen; die allgemeinste Losung von (5) ist dann: 

S==?o + '7V' £ = £0 + -^-^’ 

wo die ganze Zahl tj willkurlich bleibt. Inzwiscben denken wir dock 
12 so bestimmt, dass £ prim gegen 0 ist. Dies hat keine Schwierig- 
keit: Erstheh ist namlieh £ als Losung von (5) prim gegen alle die 

Primteiler von 0 , die — teilen. Spalten wir diese von 0 ab, so bleibe 

^ 0 , welch’ letztere Zahl nun gegen ~ prim ist. Eben deshalb konnen 

wir jetzt 12 so bestimmen, dass s relativ prim gegen und also 
gegen 0 wird. Man seize nun einfach: 

a = sD, ^ = 0^^A — sB, 

womit zwei relative Primzahlen ' gewonnen sind, die (4) hefriedigen. 
Ein zugehoriges Zahlenpaar y, d wahlen wir willkiirlich und haben 
dadurch F bestimmt. Unter Einftihrung der neuen Bezeichnungen 

« = S = = y', yB + 8D = 8' 

haben wir vier ganze Zahlen /S', y', 8' der Determinante 
a 8’ — /3'y' = sB8 — (g J. — sB)y = cc8 — = 1 

gewonnen; sie liefern uns ersichtlich die Coefficienten der (2) befrie- 
digenden Substitution V. Jedem arithmetischen Beprasmtanten vom Teiler 
r = 1 ist sonach ein functionentheoretischer Eeprasentant mgeordnet. 

Haben wir nunmehr eine Transformation (5) § 3 vom Teiler 
r > 1, so erhalten wir durch Portheben desselben eine solche der 

Determinante auf welche direct die soeben durchgefuhrte Be- 

trachtung passt, insofern ihre drei Coefficienten einen gemeinsamen 
Teiler > 1 nicht aufweisen. Wir sprechen demnach sogleich den Haupt- 
satz aus: Unter den 0(m) Classen des vorigen Baragraphen sind stefs 
und nur diejenigen von gleichem t in unserem Sinne mit dnander glekh- 

herechtigi; die Zahl der CUssen fur das einselne t ist ^(■^), und wir 
erhalten denmach die mhlenfheoretische Belation: 

( 6 ) 

summiert uJber alle guadratischen Teiler von n. Formel (6) bietet 
eine gewisse Analogic zur Gleichung (,S) p. 10 dar, und in der That 
kniipfen sich an (6) ahnliehe Bemerkungen wie damals an (3) p. 10. 
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Die Transformation im Sinne des vorigen Paragraplien werden wir 
als ericeiterte Transformation Ordniing bezeichnen und demgegen- 
uber diejenige des § 1 als eigmtliche. Jene besteht offenbar aus dem 

Inbetrriff aller eigentlicben Transformationen der Ordnungen So 

oft n quadratisclie Teller nictt aufweist, ist (t>(n) = t(n)] dies ist 
insbesondere fiir Primzablen n der Fall, wo man die beiderlei Repra- 
sentantensysteme aufs leicbteste in einander iiberfuhrt. Natiirlicli 
bommt bei rein quadratiscben oz fiir die erweiterfce Transformation 
anch diejenige der mten Ordnung mit in Betracbi — 

Als eine abgekiirzte Bezeicbnung fiir unsere beiden Arten von 


Reprasentanten verabreden wir diese: 

A,co + B. . 

(7) 


a. 00 + p. 


WO i fiir eigentliclie Transformation die Zahlen 0, 1, 2,..., zjj 1 
durclilauft, dagegen als Index von R bei erweiterter Transformation 
die Zablreibe 0, 1, . . . , 4>(n) — 1. In einem und nur einem Falle 
stimmen beide Reprasentanten (7) mit einander liberein, offenbar fiir 
A=l; wir denken uns diesen Reprasentanten als 
ersten = Bq in den Reihen (7) angeordnet. 

Von § 1 ber wissen wir, dass die ijj (n) Reprasentanten (7) der 
eigentlicben Transformation Ordnung den t{n) gleiebberecbtigten 
TJntergruppen eindeutig zugeordnet sind, iiisofern durcb Austibung 
einer Substitution der auf das in B{{(d) bez. Bi{(S)) entbaltene 
Argument co nur eine andere Transformation derselben Classe ge- 
wonnen wird: 


( 8 ) 


B/(v(Hco)) = V(B/(a>)). 


Man wird es aber sofort als den wesentlicben Unterschied zwischen 
B und E' anseben, dass bei Auswabl der E' Bezug genommen ist 
auf eine besondere unter jenen Untergruppen Ftp (auf diejenige nam- 
lich, welcbe der Classe Bq = Bq zugewiesen ist), wabrend bei Bi eine 
derartige Riicksicbtnabme nicbt vorliegt. Indem wir also vorbin 
Modulsubstitutionen Vi mit der Bedingung ViBi = Bl als existierend 
nachwiesen, wird durcb Anbangung dieser Vi dem Reprasentanten- 
system Bi eine besondere Beziebung zur F^^^ aufgedriickt. Ebenso 
konnten^wir aber aucb jede der — 1) anderen F^ berucksicbtigen 
und soleberweise z. B. zlj(n) Substitutionen F/ ausfindig machen, so 
dass sieb das Reprasentantensystem: 


= Rrico) = I 


+ P/ 

y/«, 4- 


( 9 ) 
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zur r{p== ebenso yerliieltej wie die i?/ zur Was aber 

den bevorzugten Gebraiicb der als besonders vorteilhaft erscbemen 
lasst, ist letzten Endes niclits anderes als der Umstandj dass die 
Substitution S enthalt^ und dass dementsprecbend die zur gebo- 
renden Modulfunctionen Entwicblungen nach gamen Potenzen von r 
zulassen nitissen. 


§ 5. Verzweigung iiiid GescMecht des Transformationspolygons 

Ordnung* 

Eineu ersten Gebraucb des aritbmetisclaen Reprasentantensystems 
macben wir bei der Bestimmung der Verzweigung und des Gescblecbts 
der Transformationsflacbe Ordnung Sei 

1^0 ~ • * • ; y-ip—i 

ein Reprasentantensystem der so bestebt das Polygon aus den 
ijj Doppeldreiecken 1, Pi,..., nnd wir Laben: 

( 1 ) ri'Fiim) = nViiay), 

wo nattirlieb aucb die V/ andere als die in (9) § 4 gemeinten Sub- 
stitutionen sind. 

Jetzt fixiere man auf der gescblossenen F^ einen der Ecbpunkte 
ex; derselbe sei im Polygon Fyj der mit w = i aquivalente Punkt des 
Doppeldreiecks Fi, welcb’ letzteres die in Rede stehende Ecke noeb 
mit dem andern Dreieck ViT gemeinsam bat ^Wir bemerken sofort: 
Punkt a ist auf der gescblossenen Fyj dann und nur dann von zwei 
Elementardreiecken umlagert, wenn die beiden Transformationen: 

(2) Vi'BiTip) = ^ ViT(p ) , V:Fh{co) = Vi(m) 

in dieselbe Classe geboren, wenn sicb also eine der Bedingung 

(3) VBiTim) = Blip) 


geniigende Modulsubstitution V finden lasst. Existiert ein solcbes V 
nicbt, so ist a von vier Elementardreiecken umlagert. ' 

„ Piir die Discussion von (3) scbreiben wir diese Gleicbung ex- 
plicite : 


und haben durcb Identificierung derselben mit (2) p. 45 von dorther 
sofort alle Mittel, um die Betracbtung zu Bnde zu filbren. Wie man 
an jener Stelle nacbseben wolle, muss A grosster gemeinsamer Toiler 


*) So werden wir offenbar kurz das zur gescblossenen Fliiclie zusammen- 
gelegte Transfornaationspolygon Ordnung nennen diirfen. 

Ellein-F ricke, Modulfunctionen. IL 


4 
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Yon B und D sein; da wir aber mit eigentlicber Transformation zu 
thua baben^ so folgt daraus A=l, B = n xmA. B prim gegen n. 
AIs dritten and vierten Coefficienten der Substitution V haben wir 
weiter nacb (3) § 3: 

y = — S =z JB 

und miissen also a und aus 

(5) ccB j5n = 1 

bestimmen, worauf Gleicbung (4) in der Gestalt erscbeint: 

CO — cc o JB 

n n 


Es folgt weiter a — — B, womit Gleicbung (5) zur Congruenz: 

(6) B^ = — 1; (mod. n) 

Anlass giebt. So oft andrerseits diese Congruenz erfiillt ist, baben 


wir in: 


7(c.) = 


Bco 


1 

. n 


nco — B 


die gesucbte Modulsubstitution V und gewinnen so unmittelbar das 
Eesultat: 1st die Anmlil incongruenter Losungen der Congniem (6), so 
giebt es auf der gesclilossenen Fyj im gamen % PunUe a, die je nur von 
Mei Elenientardreieeken umlage^i sind; die ubrigen Punhfe a 

sind von je vm BreiecTcen umringt 

Ein einzelner Punkt b der Fr^p sei jetzt ferner im Polygon die 
mit 0 ) = Q aquivalente Ecke von Vi] b wird stets und nur dann von 
nur zwei Elementardreiecken umlagert sein, wenn es eine Modulsub- 
stitution F. giebt, die der Bedingung VEiTIico) = Ei(cu) oder explicite 

(7) YiiA -3- + ^ ) = 

geniigfc. Jetzt ist A grosster Teller von (A — H) nnd D, nncl also 
ist wiederum A = 1, D = n, y = n, d = l — B, wahrend fur a, /3 

(8) cc(l — B)~^n = l 

gilt. Indem ivir (7) herstellen, soweit diese Gleicbung bislang be- 
stimmt ist, findet sich wieder a = B, worauf (8) die Congruenz 

(9) — J? + 1 = 0, (mod. n) 

liefert Andrerseits, so oft diese Congruenz erfullt ist, haben wir in: 


I'M- 


'tlCO (1 — 'A) 
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auch wirklich die gesuehte Substitution gefunden. Isf also die An- 
gafd incongruenter Losungen wn (9), so sind Fimhte I der Fy, von je 
0 wei ElementardreiecJcen umlagert; die mriicMeibenden — s^) PunJcte 
1) sind von je seeks FreieeJeen umlagert. 

Eage endlieh das Doppeldreieck Vi mit seiner dritten Ecke an 
den Punkt c lieran, der auf der Fy; insgesamt von 2v Elementardrei- 
ecken umlagert sei. Da Tyj eine Untergruppe w*®' Classe ist^ so ist v 
sicker ein Teller von n. Uni aber genaueres fiber v zu erfakren, 
miissen wir VBi8'’{co) = Iti{co) oder explicite 

'Y r A JB Ae> -[- S 

ansetzen, und es ist jetzt v die kleinste positive Zakl, fur weleke sick 
in (10) eine zugekorige Modulsubstitution V finden lasst. Hier er- 
kalten v^ir nack den Regeln des § 3 okne weiteres a = d—l, y=Q, 
vA /3D = 0; ist also t der grosste gemeinsame Teller von A und 

B, so ist offenbar v — Urn aber fur stebenden Wert B alle zu- • 

geborigeti jRiico) zu erbalteu^ luussen wir B bekanntlicb prim gegen t 
und librigens im Intervall O^B <B wahlen. Man zablt sofort ab, 

D ^ 

dass es verscliiedene B dieser Art giebt, was nebenher die 

Relation : 

( 11 ) 2 

JJ 

zur Polge bat. Bie Boppeldreiecke, welclie fur den JEinselwert B 

eintreten, werden sicli auf der geschlossenen F^p su (p(i) Frdn^en von je 
— Boppeldreieclzen anordnen und solcherweise (p (t) Funhte c der geschlos- 
senen Fldche umringen. 

Die Bestimmung des Geschlecbts p unserer Placbe Fyj kann jetzt 
auf Grund von Ip. 340 Form el (2) obne weiteres gescheben. Wir 
erbalten : 

^ 1 + + y ^9(0 (x ~ 

was sicli mit Hiilfe von ( 11 ) bu folgender Schlussformel msammemieJit: 

( 12 ) + 


*) Diese Formel ist zuerst von Hrn. Gierster aufgestellt worden; vgl. 
dessen ^ISfotiz iiber Modular gleielmngen lei zuscmimengesetzfem Transformationsgrad‘% 
Math. Add. Bd. 14 (1879). 
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Bei PrimzaUen n — liaten wir fiir D nur die beiden Werte 
D = und beide Male ist 90 = 1; iiberdies finden wir durcb 
elementare zablentheoretische Regeln: 

^ = 2 + 1, = %'=l + (l)^ 

WO in die beiden letzten Formeln recbter Hand das in der Tbeorie 
der quadratiscben Reste gebrauchlicbe Legendre’scbe Zeicben auf- 
genonimen ist. Pormel (12) giebt demnacb als GeschlecM des Trans- 
formations])ohjgons wn Trimzalilordnung q: 

(13) P = y(|-) . 

Die nabere Berecbnnng zeigt, dass die einzigen Primzablordnungen, 
welcbe fiir ein Gescblecbt jo = 0 ergeben^ 

(14) 2 = 2,3,5,7,13 

sind; dem Falle q — 11 kommt das Gescbleebt p = 1 zu. Des wei- 
teren baben nnter den zusammengesetzten Ordnungen n nur 

(15) >^ = 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25 
das Gescbleebt ^ = 0 *). 

§ 6. Fiinetionentlieoretisclie Betrachtnng der Transformation. 

Die Transformationsgleichnngen. 

Fiir die functionentbeoretisebe Bespreebung der (eigentlicben) Trans- 
formation Ordnung baben wir nnmittelbar an die Erorterungen 
des § 1 anzukniipfen nnd versteben also unter eine alge- 

braisebe Modulform erster Stnfe, die aber aucb von nullter Dimension 

sein darf. Dass dann anch als ein zur geborender Mo- 

dul Stnfe algeiraisch ist, diirfte ans den doppelt geteilten Polygonen 
des § 2 sofort evident werden. Unsere Scblnssweisen ans Bd. I sind 
biermit obne weiteres anwendbar nnd liefern nns das Resultat: Der 

transformierte Modul F (^co^ , ist Wiir^el einer irreducibelen algebraisclien 
Gleichung Grades: 

( 1 ) • • • +Sy,(g„g^) = 0 , 

derm Coefficientm rationale Functionm von g^,g^ sind. Wir wollen 
eine solehe Gleichung kurz als me mr Ordnung n geJwrmde Trans- 
formationsgleichung henennen und -werden z-wischen formm- und func- 

) Cf, die bis w = 61 gebende Tabelle, -welcbe Hr. Kiepert in seiner am. 
Anfang des Kapitels genannten Arbeit in Bd. 32 der Matb. Ann. anfgestellt bat. 



und Transformationsgleichungea erster Stufe. 53 

tionentheoretisclien Transformationsgleicliungen untersclieideB. Im letz- 
teren Falle werden wir an Stelle Yon (1) aucli 

(2) H h = 0 

schreiben konnen. In diesem nnmittelbaren Scbluss auf die Existenz 
der Gleicbnngen (1) nnd (2) hat man wieder einen Erfolg unserer in 
I entwiekelten algebraischen Principien zu erkennen. Im Gegensatz 
dazn fiihrte man sonst die Transformationsgleichungen mittelbarer 
Weise als Kesolventen der Teilungsgleichungen ein^ vermoge eines 
Gedankengangs, den wir schon wiederholt^ und zwar zuletzt am 
Sclilusse von § 1 des vorliegenden Kapitels erwahnten. Die Existenz 
der Teilungsgleichungen ihrerseits erschloss man, wie wir schon an- 
fiihrten, auf Grund des Additionstheorems der doppeltperiodischen 
Punctionen. 

Nacli (12) § 1 Jidben die mr Ordmmg gehbrenden Transfer- 
mationsgleiclmngen erne Monodromiegruppe der Ordnung: 

/o\ ^ ncp(n)t(}(n) 

% tmd 6 in der damaligen Bedentung gebrancht Umgekehrt ausgesprochen 
sind also jene Transformationsgleichungen Resolventen eines Galois- 
schen Problems Stufe von dem in (3) angegebenen Grade. Hier 
haben wir aber immer und nur dann den Grad des zur Stufe n gelio- 
renden Galois^schen Hauptproblems (desjenigen, welches der Haupt- 
congruenzgruppe Stufe entspricht), wenn n = 2 oder 4 oder gleich 
einer Primzahlpotenz oder endlich dem Doppelten einer solchen ist. 

Hat n quadratische Teller, so konnen wir in der bereits erlauterten 
Weise Erweiterung der Transformation Ordnung eintreten lassen, 
indem wir die eigentlichen Transformationen aller Ordnungen ~ zu- 
sammenfassen. Wenn wir dann fiir eine und dieselbe Form (Ug) 

alle bezuglichen irreducibelen Transformationsgleichungen bilden und 
das Product ihrer linken Seiten mit Null identisch setzen, so ent- 
springt eine zur Ordnung n gehorende reducibele Transformationsgleichung. 
Der Grad derselben ist gleich ^(^), der Teilersumme von n. 

Nach diesen allgemeinen Erorterungen haben wir diejenigen be- 
sonderen Polgerungen zu betrachten, welche mit einer besonderen Aus- 
wahl des zu transformierenden Moduls gegeben sind. Nehmen wir erst- 
lich F als ganze algebraische Modulform erster Stufe"*'), wobei wir als 
einfachste Beispiele g^, ^3 und A haben. Da alsdann das urspriing- 
liche und also auch das transformierte F im Innern der Halbebene 


*) d. i. eine ganze rationale Function von g^. 
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nirsends uuendlich wird, iiberdies aber die Reiheneatwicklung fur F 
bei o = ioo nur positive Exponentea voa r aafweist (was daaa uater 
Gebraucb der arithmetiscbea Eepraseataatea auch fur die traasfor- 
miertea F erkaaat wird), so fiadet bier die schoa eiamal (p. 13 u. f.) 
gegebeae Uberleguag Scbritt fiir Sebritt wieder Verweaduag, uad wir 
fiadea dea Satz: 1st F eine game Modiilform erster Stufe, so geniigt 
das transformierfe F einer irreducibelen Gleichimg Grades: 

(4) oc'P + G, g.f) x'P-^ -| G,p (g.^, gf) = 0, 

deren Coeffieienten gange rationale Functionen von g^, g^ sind. — Gange 
Modulformea der erstea Stufe gebea also traasforaiiert gange Modul- 
formea Stufe. 

Bei der explicitea Aufstelluag eiaer Gleicbung (4) komaat aatiir- 
licb wieder der fornieatbeoretiscbe Aasatz ia Betracbt, der uas bereits 
ia I (p. 756) uad im voraufgebeadea Kapitel bei dea Teilwertea voa 
p, Aveseatlicbe Dieaste leistete. So babea wir z. B. iar-F— g^ aa 
Stelle voa (4) bis auf aumerische Bestaadteile : 

(5) x'P + agpv'P-^ -j- hgJx'P-^ + {cg^^ + dg./)x'P-^ -f- . . . = 0, 

Oder fur F — A: 

( 6 ) 0^+ {ag,^ + hg./)x'P-^ + (eg/ + dg^g^ + eg,^) + • • • = 0 . 

Die aumerischea Coefficieutea a, h, c .. . siad bier stets rationale 
Zablea, die maa aacb dea bereits obea (p. 15) bei dea Teiluagsglei- 
ebuagea aus einaader gesetztea Metbodea fiadea kaaa*). 

§ 7. Fortsetzung: Die Transformationsgleicbangen fiir /(ra), 
Begrifif der Modulargleichaag, 

Uater dea fuactioaeatbeoretisebea Traasformatioasgleichuagea wer- 
den vor allem diejeaigea fur /(ra) iateressierea. Sebreibea wir aber 
J' = J(na), so wird J', sowie samtlicbe aiit J' gleichbereehtigte 
Modulo, im laaera der Halbebeae alleathalbea eadlicb seia. Pur diesea 
Fall werdea demgemass die Coefficieatea der Traasformatioasgleichuag 
durcbgebeads gange ratioaale Fuactioaea voa J‘. 

(1) + .©^(7) . j'v'-i + . . . + G,^{J) = 0, 

eiae Gleicbung, deren bake Seite wir durch bezeiebnen wollen. 

Der Grad d er gaazen Fuactioaea G(J) bleibt zunachst unbekanat; nur 

*) Transformationsgleiohungen fur jrj, g, hat auf Veranlassung von Weier- 
strass znerst Hr. Felix Muller in seiner Dissertation tTa/nsformationc fvnc~ 
tiomm mpUcarum“, Berlin (1867), aufgestellt. Vergl. auch Brioschi in den 
Comptes Rendus Bd. 79 (1874): „8ur une formule de transformation des fonctions 
eUiptiq^^. 
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werdeD wir sogleick sehen, dass kein Cr den Grad iiberschreiten 
kann. Um (1) explicite zu gewinnen, konnte man demnach etwa alle 
G als ganze Functionen Grades mit nnbestimmten Coefficienten 
ansckreiben und letztere nach einer der wiederkolt genannten Metkoden 
bestimmen. . Man wiirde sick dabei z. B. aus I p. 154 (2) eine Potenz- 
entwicklung nach r fiir J{(o) versckaffen, von der man eine Anzakl 
Anfangsglieder wirklich berecknet kaben miisste. Daraus wxirde man 
eine entspreckende Entwicklnng fur J' —J(n€o) unmittelbar ab- 
sckreiben und vermoge beider Entwicklungen die linke Seite von (1) 
selbst in eine Reike nack ansteigenden Potenzen von r umwandeln. 
Die Coefficienten der letzteren, die aus woklbekanntem Grunde alle 
mit Null identisck sein mtissen, sind aber lineare Functionen der in 
(1) als unbestimmt angesetzten Grossen^ fiir deren Bestimmung sol-/ 
ckerweise eine binreickende Anzakl linearer Gleickungen sick ergiebt. 
Dass aber in der Tkat ein und nur ein Losungssystem kierbei ein- 
tritt, entnimmt man leickt aus der Existenz und Irreducibilitat der 
Gleickung (1). Ubrigens erkalten -wir aus der Natur der Reihenent- 
v^icklung fiir J kier wieder die Erkenntnis, dass die numeriscken Co- 
efficienten der Gleickung (1) durckgangig reelle rationale Zaklen sind"^),. 
Da sick aber die beschriebene Methode bei wirklich er Durckfiihrung 
ausserst umstandlick gestaltet, auck wenn man die uns bekannte Yer- 
zweigung von X als Function von J beriicksicktigt, so seken wir von 
der Durckrecknung eines Beispiels ganz ab"^**). 

Das Transformationspolygon wird durck die Spiegelung A in sick 
transformiert, und da kierbei sowokl J{p) wie J(n(D) in ikre conju- 
giert complexen Werte ubergefiihrt werden, so miissen die numeri- 
scken Coefficienten in (1) durchgekends reell sein. Wakrend wir aber 
letzteren Umstand soeben bereits auf anderem Wege erkannten, ist 
es nun besonders wicktig^ die Existenz der Transformation W [cf. (4) 


*) Eingebender handelt von den zablentheoretischen Eigensckaften der Co- 
efficienten der Gleicfinng (1) die Note von Hrn. Pick ^^Zur LeJire von den Mo- 
dulargleicliungen der elliptischen Functionen^^ Bericbte der Wiener Akademie 
Bd. 91 p. 138 (1885). 

Die fiir n = 3 eintretende Gleichung vierten Grades ist von Stephen 
Smith berechnet und hat die Gestalt: 

xix + 2^.3. 5’'^)^ -f- y{y + 2^ . 3 . 5^)^ 

— -|- 2 - ^ . 3^ . ^Ix’^y^ix + 2/) — 2^.3®. ^%01xy{x'^ y^) 

+ 2 . 3M3 . 193 . 636703^2/^ + 2® . 3^ 5^ U71xy{x + y) ~~ 2^® . 6® . 22d7Bxy = 0, 
27 27 

Yfo X J, y == genommen ist; vgl. Proceedings of the London Ma- 

thematical Society 1878, p. 242 und 1879, p, 87. 
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p. 42] des Polygons Fyj in sich fiir die weitere TJntersucliung yon. (1) 
zn verwerten. Uben wir namlich in f(J\ J) = 0 oder, ausfxilirlicli 
gesclirieben, in f(J{nm),J{G))) = 0 auf w die Operation der Periode 

zwei IF(o)) = so kommt, da J gegeniiber T invariant ist, 

f{Jia})^J{n(D)) == 0; d. i /(J] J') = 0; 

es ist demgemdss J' dieselbe algebraiscTie Function von J, wie umgelx>ehrt 
J von J'. Wir benutzen nun aber weiter denUmstand^ dass die linke 
Seite von (1) eine irreducibele ganze Function von J] J' ist. Daraus 
ist erstlicb zu schliessen, dass die linke Seite f(J\ J) der Gleicbung (1) 
bei Yertauscbung ihrer beiden Argumente bis auf einen constanten 
Factor z in sich selbst tibergehen muss, d. h. dass die Relation 
identisch besteht: 

Indent wir in dieser, fiir 'willturliclie J, J' geltenden, Gleicltung die 
Bezeichnungen J, J' der Variabeln vertauschen, folgt 

und also ist = + 1, so dass wir nur nocli zwisclien den beiden 
Gleichuugeu: = zu entsclieiden baben. Ware aber 

bier das untere Zeicben das ricbtige, so wilre in 

die recbte und also aucb die linke Seite irreducibel, entgegen der offen- 
bar zutreffenden Tbatsacbe, dass die linke Seite den Factor (J'—J) 
besitzt. Notwendig ist demnacb f{J) J ) == f (J\ if') ftir unabhangig 
gedacbte j;j', und wir baben das Resultat: Die linlce Seite der Trans- 
formationsgleichung Grades fur J ist eine irreducibele symnietrische 

game Function von J und J'. 

Der besonders cbarakteristisehe Zug, welcber mit der Betraebtung 
der Modulfunction J bier eingetreten ist, dflrfte wobl der sein, dass 
der transformierte Modul allein an seinen ursp-UnglioTim Wert durcb 
eine algebraiscbe Relation Grades gebunden ist. Indem bier- 

dureb unter den bislang betracbteten Transformationsgleicbungen die- 
jenige fur J besonders ausgezeicbnet ist*), wollen wir fur sie noeb 
eine speeielle Benennung einfiibren, und wir folgen bierbei einem alten 
Braucbe, wenn wir sie als eine Modulargleichung bezeicbnen. Als be- 
stimmenden Obarakter einer Modulargleichung unter alien sonst auf- 
stellbaren Transformationsgleicbungen aber seben wir an, dass sie eine 


„ ^ *^'® ® angegebenen Gleichungea, 

Coeffictenten unmer zngletcb aus und zusammengesetzt sind. 


deren 
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irreducihele BelaMon Grades mischen dem tirsjprimglicJien tmd trans- 
formierten Werte einer ModtilfancUon sei, dass Hire linJce Seite Vertausch- 
barlmt des lirsprUngliclien und transformierten Moduls oder, gesagt, 
Hirer beiden Argumente mdasse, dass endlich die Monodromiegnippe der 
Modulargleichmg die in (12) p. 40 gegebene Ordnung aufweise^). In der 
That treffen cliese Eigenschaften bei den Transformationsgleichungen 
hoherer Stufe zu, welche Jacobi und Andere ihrer Zeit als Modular- 
gleichungen bezeichnet haben. 

Aufs leichteste unterrichtet man sich iiber den Umfang aller bei 
der ersten Stufe eintretenden Modulargleichungen. Jede Modulfunction 
erster Stufe J^(c3) ist mit ihrer transformierten = ^^(nco) durch 

eine irreducibele algebraische Relation verbimden; denn beide sind 
Moduln der Ist aber F im Ausgangsdreieck m-wertig, so ist 

leicht ersichtlich der Grad dieser Relation Daher das Re- 

sultat: Niir fiir die Hanptmoduln erster Stufe existieren Modular- 
gleicliungen, fiir diese aber stets; in der That sind sie ja alle linear e 
Fimctionen von J. 

Die Modulargleichungen fiir J sind wiederholt Gegenstand der 
UntersLichung gewesen. Unter den wichtigsten beziiglichen Arbeiten 
haben wir an_ erster Stelle wieder Hrn. Dedekind^s oft genanntes 
Schreiben an Borchardt zu nennen, in welchem die in Rede ste- 
henden Gleichungen als Valenzgleichungeu eingefiihrt werden. Die am 
Eingang des Kapitels ausfiihrlich genannten Untersuchungen von Hrn. 
Klein*’*"'^"'^') betreffen zumal die unter (14) p. 52 zusammengestellten 
Primzahlfalle des Geschlechtes jp = 0; man konnte fiir dieselben auf 
indirectem Wege explicite Formeln herstellen, wie wir sogleich sehen 
werden. Mit Hiilfe der von Hrn. Klein eingefiihrten Principien hat 
alsdann Hr. Giersterf) die zusammengesetzten Ordnungen n des Ge- 
schlechtes J) = 0 erledigt (cf. (15) p. 52). Es schliessen sich hier 
aucli die Untersuchungen von Hrn. Kiepert an, die zu Anfang des 
Kapitels genannt warden; dieselben konnten dank der Aufnahme wei- 
terer Hiilfsmittel, namentlich der Teil werte von p und 6 (die zur Her- 
stellung moglichst einfacher, zum Transformationspoljgon gehoriger 
Moduln benutzt werden) weit iiber die Anfangsfalle p = 0 ausgedehnt 
werden. Einige von den hiermit erwahnten Untersuchungen werden 
wir weiterhin noch ausfiihrlicher kennen lernen. Endlich haben wir 


Cf. Klein, Mathem. Annalen Bd. 17 p. 67 (1879). 
Crelle’s Journal Bd. 83 (1877). 

^‘*'*) Mathem. Annalen Bd. 14 (1878). 
t) Vergl. das Citat p. 51. 
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nocli der beiden hierber geborigen Arbeiten von Hrn. Weber zu 
gedenken^ in denen die Modulargleicb ungen von J zu IJntersucbungen 
arithmetischen Oharakters verwertet werden; wir kommen auf die letz- 
teren Gegenstande weiter unten zuriick. — Zumeist ist in alF diesen 
Arbeiten die wirkliebe Herstellung der Modulargleicbungen oder eines 
Aequivalents derselben das wesentlicbste Ziel der Untersucliung ge- 
wesen. Ein tieferes Eingeben auf die algebraiscbe Natur der Modu- 
largleiebungen^ auf ibren Affect und auf die Darstellung des letzteren 
diircb zweckmassig gewablte Afifectfunctionen (vgl. die Erlauterungen 
in I p. 642 u. f.j musste dabei vorlaufig zuruckstehen und kann auch 
bei der folgenden Darstellung nicbt in den Vordergrund gertlckt 
werden. 

§ 8 . Ersatz der Modnlargleiclinng bei den znm Gescblechte p = 0 
gekorenden Ordnnngen. 

Die im vorigen Paragrapben zur Herstellung der fertigen Modu- 
largleicbungen f(j'yj) = 0 angegebene Metbode fiihrt, wie wir schon 
bemerkten, nur mit Hiilfe umstandlicber Recbnungen zum Ziele; man 
sieht sicb dieserbalb darauf angewiesen, zu indirecten Mitteln die Zu- 
flucht zu nebmen. Solcbe Mittel giebt aber die functionentbeoretische 
Discussion des Pundamentalpolygons. Auf dem Transformationspolj- 
gon F,p ist J(g>) wie auch J{nG>) eine i^-wertige Function, wabrend 
wir docb von Bd. I her wissen, dass es auf der Flacbe im all- 
gemeinen Functionen von sebr viel geringerer Wertigkeit giebt. So 
giebt es in alien Fallen jo =»= 0, die wir unter (14) und (15) p. 52 zu- 
sammenstellten, filr die beztiglicben Gruppen fyj Hauptmoduln. Die 
Benutzung der letzteren, sowie der mindestwertigen Functionen in den 
weiter folgenden Fallen p > 0, fiir die jetzt in Rede stebenden Pragen 
werden wir aber sofort als den fur uns gewiesenen Weg anerkennen. 
Fur die Transformationsordnungen n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 konnen wir 
bier unmittelbar auf die beziiglicben Recbnungen von Bd. I zurtlck- 
greifen und gestalten solcberweise die Entwicklung wie folgt"^"^): 

Als Hauptmodul des Polygons F^^ 2 ) (linke Halfte der Fig. 69 in 


*) Zur Tlieorie der elUptischen Functionen, Acta mathem. Bd. 6 und 10 
(1886 und 89 ). Die von Hrn. Weber benutzte Bezeichnungsweise bat die 
Bedeutung y(63) = 12®J'((jo); der Gebrauch der Bezeicbnung j bat fiir aritbmetiscbe 
Betracbtungen, die sicb an die Modulargleicbungen anschliessen , wicbtige Vor~ 
teile im Gefolge, insofern die Keibenentwicklung von j nacb Potenzen von r nur 
ganzzablige Coefficienten aufweist. Vgl. aucb Pick in den Matb. Annalen Bd. 25 
und 26 ( 1885 ). 

Klein, Matbem. Annalen Bd. 14 p. 141 u. f. 
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I p. 281) braiichen wir, urn weiterhiii mogliclist einfache Formeln zii 
gewinnen, z weckmassig : . 

^ U{1 —X) ' 

A us der Diedergleicliung (5) I p. 15 folgfc als Zusammenhang dieses r 
mit c7(cd) nacli kurzer Rechnung: 

(2) J:J— 1 : 1 == (4r 4- 1)^ : (Sr — If (r + 1) : 27 r. 

Nunmehr iiben wir die Operation W(m) — der Periode zwei aus^ 
wobei J(co) und r(m) iibergehen in 

(3) J'(«) = j(^) = r'(a,) = r (^) , 

wahrend wir aus Gleichung (2) die nacbfolgende zwisclien J' und r' 
sofort abschreiben: 

(4) J": 1 : 1 = (4tr'+ 1)^ : (Sr'— If (r' + 1) : 21 r'. 

Die Grosse r'((X))j die wir unter (3) erhielten, ist offenbar Hauptmodul 
der Gruppe W~~^TxjjW. Aber diese letztere Gruppe ist nach § 2 
keine andere als f,// selbst, und also ist r eine lineare Function von r. 
Die Gestalt der letzteren bringen wir leicht in Erfahrung. Da nam- 
lich W die beiden Punkte co — ioo und co = 0, denen bez. die Werte 
tr == 0, oc zukommen, gerade permutiert, so wird es sich einfacb. um 

eine Relation der Gestalt r' = “ handeln, wo wir nun allein nocb 

die numerische Oonstante % zu bestimmen baben. Zu diesem Encle 
berecbnen wir uns die Anfangsterme der Reibenentwicklungen filr r 
und r' bei co==ioo. Da r bier verscbwindet, so entspringt erstlicb 
aus (2) 

(5) = = r(«,) = 64r + ..., 


woraus wir scbliessen^ dass r auf der imaginaren co-Axe positiv aus- 
fallt. r' wird bei m = ioo unendlicb, und also liefert (4): 


Das bier gewablte VorzeicRen von r' bestimmt sicb. durcb die Be- 
merkurig, dass r' auf der imaginaren o-Axe offenbar das namlicbe 
Vorzeichen besitzt wie t. Jetzt folgt aus (5) und (6) 

lim r((X)') . r'(co) = 1, 

(ti = 'iOO 

und also ist allgemein = Wenn man will, konnte man 

jetzt aus der somit gewonnenen Gleichung r'.r = 1 und den beiden 
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Gleicliimgen (2) und (4) die beiden Grossen r und t' eliminieren, um 
auf solche Art die irreducibele Relation zwischen J' und J, d. h. die 
Modulargleichung, zu gewinnen. Wir hringen denigegeniiber Izur^weg 
den Complex der drei Qleichungen: 

/J- : J— 1 : 1 = (4Tr + 1)^ : (r + 1) (8r — 1)^ : 27r , 

(7) ■ J': J'—l : 1 = (4r'+ 1)^ : (r'+ 1) (8r'— 1)- : 27r , 

t't = 1 

als Ersatz der fertigen Modtdargleicliung filr Transformation meiter Ord- 
nung in Vorsclilag, 

Man iiberblickt sofort, dass die Entwictlung in genau analoger 
Weise bei alien zuni Geschlechte p == 0 geborenden Ordnungen n 
durcbfuhrbar ist. So gebraucben wir bei n=3 und n = 4 die beiden 
Hauptmoduln : 

~ 1 ’ ~ > 

die. ersicbtlicb wieder so ausgew*ablt sind, dass die Relationen zwischen 
r'(G)) = r( ]F((o)) und t(G>) die Gestalt %%'—% gewinnen. Die Rela- 
tionen zwischen % und J ergeben sich unmittelbar aus der Tetraeder- und 
Oktaedergleichung, und eben jene Relationen werden wir dann wieder 
wie vorhin zur Bestimmung von k verwerten. Man fmdet so als Er- 
satz der ModidargleicJmngen lei n = Z und = 4 lez. die Gleichungs- 
sy Sterne: 

1 : 1 = (xr + 1 ) (9r + 1 )^ : (27^^ + 18r ~ 1 )^ : 64 ir, 
(9) Y': 1 : 1 = (r'+ 1) (9ir'+ 1)^ ; (27^'^+ - 1)^ : 64r', 

I %'t = 1 5 

{A%^ + 8r + If : (St^ + 2At^ + 15r — 1)^ 

: 27T(r + 2), 

j J': J - 1 : 1 = (4r'2-f 8/+ 1)® : (8r's+ 24 t'^+ 15/— 1)^ 

, :27/(/ + 2), 

-r tr = 4. 

Bei n = 5 und n = 7 behalten wir die zugehorigen Modulformen 
t direct in der Gestalt bei, wie wir sie in I p. 639 und p. 745 fixier- 
ten, nur dass wir bei n — 6 uns einen Zeichenwechsel des r erlauben 
wollen. Wir finden alsdann auf Grand der damaligen functionentheo- 
retiscben Resolventen als Ausd/ruch der Transformationen n — b und 
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1 = (r2 + 10ir + 5)":(T2 + 22T + 125)(t:2 + 4tr----iy^ 
:1728ir, 


( 12 ) 


< J': 

J'- 

-1: 1 

= (r'" + 10r'+5)=* : (z'2+22t + 125) (t 

r'®+4/-l)® 





: 1728r', 


■ 


tt' 

= 125; 




: J- 

- 1 : 

l=(r^ 

+ 13t + 49) (r^ + 5ir + 1)® 





:(r^ 

+ 14t® + 63t 2 + 70Tr - ly : 

1728r, 

J'-. 

; J'- 

- 1 : 

1 = 

+ 13/ + 49) (/^+ 5/+ 1)® 






+ 14/® + 63/® + 70/— 7)® 

: 1728/, 


tz' = 49. 


Fiir den Fall der Transformation seclister Ordnung, die wir anch 
nocli ausfiilirlicli erledigen wollen, gelie man auf die Entwicklungen 
in I p. 683 u. f. znriict. Wir teilten bereits dort mit, dass von Hrn. 
Grierster als Hauptmodul ^(o)) der 


(13) 


— 36 


gebraucht sei, die Function x((o) in der 1. c. vorliegenden Bedeutung 
benutzt. Eliminieren wir dieses x zwiseben (13) nnd der zweiten 
Grleicbung (1) in I p. 689, so ergiebt sick als Darstellung von in r: 


(14) 


fcS _ + 3)° 

^ i:(2ir + 9)* * 


Setzt man diesen Ausdruck fiir in die Tetraedergleicbung ein, so 
entspringt die Relation zwiseben J nnd r. Im iibrigen gelten wieder 
dieselben Scbliisse, wie in den vorbin besproebenen Fallen, und wir 
fmden als Ersatz der ModulargleicJmng fiir Transformation sechster Ord- 
nung das Gleichungssystem: 


J: J— 1 : 1 


(15) 


J': 


= 4(t + Sy (r^ + 9 t^ + 21r + 3)* 

: (r" + 6t + 6)^ (2tr* + 24*® + QGr" + 126 tr— 9)^ 
: 27r(ir + Af (2t + 9)^ 

= 4(Tr' + 3)=* (t s + 9r'2 + 21 t + 3)* : ■ • • , 


rt' = 18. 


Audi nodi der Fall m = 13 ist in der wiederliolt genannten Arbeit 
von Klein (Bd. 14 der Annalen) erledigt. Die Eechnung wurde seiner- 
zeit von Hrn. Gierster durchgefillirt und gestaltete sicb principiell 
niclit anders als bei n = 5 und w==7; mogen wir hier etwa kurz 
das Resultat anfiibren: 
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(16) 


= (t® + 5r + 13) (t^ + Ir^ + 20^2 + IQr + l)^ 
; (^2 + 6r + 13) (t” 4- 104 + 464 + 1084 
-I- 122t^ + 38ir — 1)2 

: 1728t 

1:1 = ( 4 ^ + 54 + 13 )..., 


Weitere Beispiele, die sick principiell in analogerWeise durchfiiliren 
lassen, 'wolle man in de^ im vorigen Paragraphen angegebenen Ar- 
beiten von Gierster und Eiepert naebseben. Wir kommen ubrigens 
im folgenden Absebnitt gelegentlicb nocbmals auf diese Gegenstande 
zuriick, wo wir damn eben die Mittel zur Hand baben werden, uns 
besonders einfache Moduln der Gruppen zu verschaffen. 


§ 9. Zusammenbang der Hauptmodnln z mit der transformierten 
Diseriminante A(a)j, Og). 

Die Transformation Ordnung erster Stnfe liefert uns Moduln 
fur diejenigen Congmenzgruppen Stufe, die wir wenigstens fiir 
Primzahlstufen g > 11 friiber bestimmt als diejenigen von niederstem 
Index erkannten. In den Transformationsgleicbungen bat man also, 
allgemein zu reden, Resolventen 4®'' Stufe von niederstem Grade fur 
beliebige Stufenzablen gewonnen, und unter diesen Resolventen zeich- 
nen sick, tbeoretiscb genommen, die soeben besprochenen Modular- 
gleiebungen fur J vor alien iibrigen aus. Wenn es sieh aber um 
wirklicbe Herstellung einer solcben Resolvente handelt, so baben wir 
wenigstens fur die niedersten Stufen z. B. fiir g = 7 die Erfahrung 
gemaobt, dass die Resolvente acbten Grades, der J'(7c}) geniigt, um 
vieles umSnglicber ausfallt, als etwa die in I p. 745 aufgestellte Re- 
solvente (3), der r geniigt. Man wird als Grund dieser Erscbeinung 
angeben, dass fur in Rede stehenden Pall q = l ein transformierter 
Hauptmodul erster Stufe auf dem Polygon stets acbtwertig ist, 

wahrend r auf dem namlicben Polygon einwertig ausfallt. )Es bat 
sick nun gezeigt, dass man nicht nur lei n = l mr Besolvente achten 
Grades des r, sondern gans allgemein m gestalflich lesonders einfachen 
TransformationsgUichungen dadurch gelangt, dass man die Transforma- 
tion n*^’’ Ordnung auf die Fiscriminante A anwendet. Indem wir aber 
diesen Gegenstand weiterbin eingebender verfolgen wollen, gewinnen 
wir zunachst im speeiellen fur die samtlicben Hauptmoduln t des 
vorigen Paragrapben eine Reihe merkwiirdiger Darstellungen durcb 
die Discriminante A*). 


*) Man sehe hier wieder Klein, Bd. 14 der Math. Annalen, p. 144 ff. 
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Die Grosse A\co^j ist eine zur gehorende Um 

unsere Untersucliung also direct auf clem Polygon F^p erledigen zu 
konnen^ dividieren wir jene Form etwa durch A(g 5^^ CO2); es entspriugt 
so die zur gekorende Function: 


(1) 


■F(«) 



A(ooi, ©2) 


n^^A(na)j^ , co^) 
A(a)i,€02) ^ 


welche durck die Eigensehaft ausgezeiclinet ist, nur in den Spitzen 
des Polygons Fyj verschwinden oder unendlich werden zu konnen. Wie 
das letztere des naheren geschiekt, konnen wir vermoge unseres oft 
angewandten Prineips unmittelbar feststellen. Rage an eine keliekige 
Spitze von Fyj das Dreieck V keran, so kesitze die durck nV repra- 
sentierte Classe von Transformationen Ordnung den aritkmetiscken 

Reprasentanten E((o) = ? . Die Function (1) wird dann in 

jener Spitze gerade so versckwinden kez. unendlich werden, wie 
f9\ A(Aa)j^+B(D^, JDco^) 


bei oj = icx). Gebrauchen wir demgemass die Bezeichnung t im Sinne 
von § 5 (p. 51), so werden in der gemeinten Spitze Doppeldreiecke 

von Fy, im Oyclus zusammenkangen; nack unseren bezuglicken Regeln 
(I p. 587) ist also filr die Absckatzung des Verkaltens von (2) bei 

t 

03 = ioo die Grosse als einfack verschwindend anzuseken. Da 


— — 1 

sick aber (2) bei 03 = ioc von einem Factor abgeseken wie 
verkalt, so schliessen wir sofort: Die Function (1) wird in dem frag- 
lichen FunMe c der geschlossenen Fldche Fyj hn Grade 


A — B n — B^ 

t ~~ Bt 

verschwinden. 

Bringen wir j’etzt diese Uberlegung fur die im vorigen Paragrapken 
ausfxikrlich betrackteten Fffle in Anwendung! Dieselben gekoren alle 
dem Geschleckte ^ = 0 zu, und also werden wir die in Betrackt 
kommenden Grossen (1) in den zugekofigen uns bekannten Haupt- 
moduln t rational darstellen konnen. In den Fallen n == 2, 3, 5, 7, 13 
besitzt Fyj jeweils nur mei Spitzen; offenbar muss die eine unter iknen 
den Nullpunkt, die andere den Unstetigkeitspunkt von (1) tragen. Da 
aber an diesen Stellen zugleich Null- und Dnstetigkeitspunkte des 
jeweiligen t gelegen sind und andrerseits die Functiouen (1) zufolge 
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cler allgemeinen Regel (3) bei o = ioo im Grade (« — 1), auf F, 
gemessen, verscbwinden, so gilt offenbar der Ansatz: 


(4) 



Cl,) 



WO wir zur Unterscbeidung die Ordnung n als unteren Index an r 
angebangt baben. Zur Bestimmung der Constanten 3C„ bereebne man 
des genaneren als Annaherung der linken Seite bei c 3 ==ioo den Wert 
-vyabrend die entsprecbeuden Naberungswerte fiir die r„ be- 
reits im vorigen Paragrapben benutzt wnrden. Durcb Vergleicb beider 
findet sicb x, und tcir erhaltm solchmceise in dm funf in Bede steJien- 
den Fallen als Darstellungen der transformiertm jDiscriminante: 


A (g>i, = 2® A(mi, cog), 

^ “a)’ 

(5) • A («>i, y) = “ 2 )^ 

^ y ) = ^2)1 

(“i’ S) = “s)- 


Wir baben bier aneb gleicb nocb die fur « = 13 eintretende Formel 
angescblossen, welcbe man mit Hulfe der Gleicbung (16) des vorigen 
Paragraphen leicht verificiert. 

Das Transformationspolygon i^^( 4 ) hat drei Spitzeii, den Werten 
D = 1; 2, 4 entsprechend. Da fiir dieselben — = 1, 1,4 wird, so 

hangen an diesen drei Sfcellen in Fyj bez. 1, 1 nnd 4 Doppeldreiecbe 
zusammen. In der That bestatigt dies der Anblick der Fig. 82 (I 
p. 355), deren vierter Teil ist; wir finden dabei, dass den Ecken 
£0 == ioo, 0, ^ bez. die Zahlen D = 1, 4, 2 zugeordnet sind. Nach 
(3) wird also die zu betrachtende Function (1) an den drei Stellen 
0 ) == ^oo, .0, I* in Ftp bez. dreifach 0, dreifacli cx) und endlich sein, 
was wir in den Ansatz zusammenziehen: F^‘^^ {m) = , Bei 

n = 6 bat FV(6), wie man in Fig. 1 p. 42 nacbseben wolle, die yier 
inaquivalenten Ecken m = ioo, 0, -I, die man obne weiteres den 
Werten D = 1, 6, 2, 3 zugeordnet findet; an diesen Stellen wird 
F^^^(g)) zufolge (3) bez. gleicb 0^, oo^, 0\ oo^, was unter Riicksicbt 
auf die zugeborigen Werte des Hauptmoduls Xq wiederum einen An- 
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satz lieferfcj der den "bislierigen ganz ahnlieli ist. Durcli gewolinte 
Naherungsreclinung bei co = ico bestinimen wir die in den Ansatzen 
nocli unbekannten multiplicativen Constanten. Es Icommen cmf die 
Weise filr n = A tmd 6 als Darstelhmg&i der transformierten JDiscri- 
minante: 

(“d x) == A(o,, fijg), 

( 6 ) ' 

I A (<Oi, • A(£Oi, coj). =*=) 


§ 10. Znsammenstelltnig weiterer Formeln fiir die trans- 
formierten A. 


Bevor wir die Formeln des vorigen Paragraphen zur Untersucbnng 
der Transformationsgleichungen fur A verwenden^ leiten wir aus ibnen 
eine Reihe weiterer Gleicbungen ab^ welche die transformierten A mit 
den uns von friiher ber bekannten Modulfunctionen in Beziebung 
setzen. • 

Im Falle ^ = 2 fiibren wir an Stelle von wieder den Aus- 
druck dieses Hauptmoduls in I [cf. Formel (1) § 8] ein, liben auf 
diese Gleicbung erstlicb die Modulsubstitution dann aber auf die 
so entspringende Formel die Substitution S aus und erbalten solcber- 
weise die drei gleicliberecbtigten Relationen: 


( 1 ) 


A f— 

\ 2 


16 A 

1 (1 — 1 ) ^ 

161-A 
1—1 ^ 



16 (l'^l,)-A 

I 


wobei recbts als Argumente von X und A stets co^ und gedacbt 
sind. Durcb Quotientenbildung aus diesen Formeln entspringen be- 
merkenswerte und anderweitig sebr baufig benutzte Darstellungen fur 
die drei in Band I p. 665 eindeutig definierten Modulfunctionen der 
secbzebnten Stufe: 


*) Fiir die weiter in den Fallen znsammengesetzter n des Gescblecbtes p=0 
sicb anscbliessenden Formeln muss man eine erganzende Mitteilung berucksicbtigeo, 
welcbe Hr. Gierster auf Veranlassung der TJntersucbungen von Hrn. Kiepert 
seiner p. 51 genannten Abbandlung bat folgen lassen. Diese Erganzung ist in 
Bd. 26 der Matbem. Annalen (1886) unter dem Titel: Bemerlcung bu dem Aufsatze 
y^JSfotiz liber Modular gleielmngen bei zusammengesetztem TransformaMonsgrad^^ er- 
scbienen. 

Klein-r ricke, Modulfunctionen. II. 


5 



06 


IV, 2. Transformation n*®' Ordnung erster Stufe 


( 2 ) 




1 

1 / 


A| 

24 


yi — i = e 


7t I 
. „ 


+ - 


\ / i ‘ 24 

A — T ^ 


V 

24 

V 


/a(-^ 


Al 


1 

/ Al 

(f • '-) 

1 


r(^. ..) 


Die reeBter Hand gezogenen 24^^®“ Wurzeln sind hier dadurch fixiert 
gedaelit, dass wir bei ca = too die Annaherung 


( 3 ) 


i™“/A 


.A 


yorsclireibeu. Nacb I p. 674 ist neben den drei Grossen (2) auch nocb 
‘P'A (H — 1) Congruenzmodul, und zwar von der Sttife 48; (1) liefert 
die Darstellung: 


( 4 ) 


24 — — — 24 / 

_ Ij = 1/: 




. / 

CO./ 




und entsprecliende Formeln fur die gleichbereclitigten Moduln. 

Diesen sehr bekannten Formeln reihen sicb weitere der dritten 
Stufe adjungierte an, die weniger verbreitet sind. Wir gewinnen da 
aus (5) § 9 sogleicli die Relation: 


( 5 ) 


yf-i = 



A(cOj , COg) 



sowie durch Ausubung von S und T auf dieselbe nacli kurzer Rechnung: 


( 6 ) 



|/|_1 : : |/|_p 2 




+ ^2 
3 




Hier treten linker Hand gerade nur diejenigen der dritten Stufe ad- 
jungierten Wurzelausdriicke auf, die wir in I p. 663 als Congruenz- 
moduln erkannten. 

Eine wesentlich anders geartete Formelgruppe gewinnen wir in 
den Fallen ^ = 5, 7 von den beziiglicben Gleicbungen (5) des vorigen 
Paragrapken aus. 

Piir ^ = 5 folgt unter Benutzung von I p. 640 (5) sofort: 
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A 

“a 


^ (®i ? ^2) \ A / 




woraus durcli Auszielieii der Wurzel und Benutzung von I 


p. 643 (1) sicli die Relationen ergeben: 

24 f- 

? iyA(5o)i,o)2) 

\ A^(co,,co,) 


(V 


T / A / ““ 

y _ 

A^(co,, CO.,) 


Ao"). 


Interessant gestaltet sich anch die Bezieliung der liier in Rede ste- 
lienden Grosse zii den Teilwerten des vorigen Kapitels. Wir haben 
dabei die Pormeln (12) p. 21 nnd (7) p. 33 beranzuzielien iind finden: 

8 y 7 24 


(S) 


_ t y^(*-T) 

A^CcOljCOs) ^ A5?rn 


Poi ' Pos 


A^K, (Ba) 


<?A1 (^Aqi 


Die fur n = 7 auf analogem Wege abzuleitenden Fornieln zeigen 
mil den soeben gewonnenen die grosste Abnlicbkeit; z. B. finden wir 
da, oline nocli einmal die Einzellieiten der Recbnung bier vorzufiibren: 


rQ^ 1/ A( 7 co^,cog) 

W y A\co,,co,) 


= A, 


‘0> 


A^(cOi , COo) 


Die hiermit aufgedeckten Beziebungen der transformierten A zii 
den Teilwerten werden wir spaterbin ganz allgemein kennen lernen. 
Fiir Priruzablordnung n ^ q konnen wir schon jetzt die betreffenden 
Fornieln obne jede Recbnung angeben dank des Umstandes, , dass das 
Transformationspolygon F^p(q) nur 0wei Spitzen co = ioo und a> = 0 

bat. Indem wir namlicb unter die transformierte Grosse 

die 2*® Potenz von A(ci5i, cog) setzen, kommt eine Modulform 12(2—1)^®^ 
Dimension, die zur gebort und in der einen Spitze, namlicb (D—ioo^ 
endlicb und von Null verscbieden ist. Nun betracbte man die 8^® Po- 
tenz des Productes §?oi P 02 • • • Fo 5 dieselbe bat die Dimension 

2 

— 12(2 — 1); gebort gleicbfalls zur und ist wieder bei co—ioo 
endlicb und von Null verscbieden. Da unsere beiden Grossen aber 
nur in den Spitzen von Fyj verscbwinden oder cx) werden konnen, so 
ist ihr zur Dimension Null geboriges Product eine Modnlfunction der 
fiir deren Null- und Unstetigkeitspunkte zusammen nur nocb die 
eine Spitze cj = 0 von zur Yerfiigung ist-, es folgt so: 


*) Wir geben nicht immer wieder insbesondere an, dass beim Auszieben 
emer Wurzel bebufs Bestimmung anftretender Einheitswurzeln eine Nahemngsr- 
rechnnng bei co ^ ioo dnrcbzufiibren ist. 


5 * 
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(^^">01^02 • • • P’(, iri) ■ 



= const. 


Indem man eine vollig analoge Uberlegung auf das entsprecliend ge- 
bildete iJ-Prodnct anwendet^ kommen unter Gebraucli der numerischen 
Constanten % and 5c' die beiden Pormeln: 


( 10 ) 



It' 

^^ 01^02 * * ■ (7 — 1 ^ 
0 , 



^ * <> 01<?02 * * • g — 1 * 


Es wurde ein Leiclites sein, durch unser gewobntes Hiilfsmittel der 
Annabernngsreclinung bei a) = ioo ancli nocli den Wert der Mer ein- 
tretenden Constanten z in Erfahrung zn bringen; docb wiirde uns 
diese Eecbnung nnr noeb weiter von dem eigentlichen Ziele nnserer 
gegenwartigen Untersucliung ablenken. 


§11. 25usatzliclie Bemerkungen liber die far die transfornoierten A 
gefundenen Pormeln. 

In Bd. I p. 623 u. f. haben wir die Modnlformen f/A, ]/Aj ^]/A 
nntersucht nnd in ihnen Congruenzmoduln der Stufen 3, 4 und 12 
erkannt. ' Die Pormeln des vorigen Paragraplien, in denen ausscliliess- 
licli Congruenzmoduln zur Geltung kommen, legen es nun durcliaus 
nahe, aucli die vierundzwanzigste Wurzel der Discriminante in 
Betracbt zu zieben. Es.ist ^}/A in den cog von Dimension 

und darum vor alien Dingen nicht mehr eine eindeutige Function von 
©2 (selbst unter der bei uns immer stattfindenden Voraussetzung, dass 
m in der positiven Halbebene verbleibt). Demgegeniiber ist es freilieli 
sebr leicht, ( 0 ^, solchen Beschrankungen zu unterwerfen, dass “}/A 
von den beschrankten Yeranderlicben eindeutig abbangt. Denken wir 
etwa die Ebene ©g langs der positiven reellen Axe durcbschnitten und 
verbieten dem ein Uberschreiten dieses Scbnittes, so wird nacb 
dieser Einscbrankung leicbt ersicbtlicb nicbt nur ^|/A , sondern uber- 
baupt jede ]/A^ sowie log A, eine eindeutige Function von co., 
werdenj wir baben, um dies zu seben, nur fiir A^co^^, cog) zu scbreiben 
!)• Wenn wir alsdann die Ausubung einer Modulsub- 

stitution 
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( 1 ) »/ = «»! + CO 2 — da.^ 

derart 'bewerkstelligen wollen, dass wir die Variabelen von 
nach co^', ra/ auf zusammenhangender Bahn sicli hinbeAvegen lassen, 
ohne dass coj dea Schnitt und o seine reelle Axe iiberscbreitet, so 
werden wir dementsprecJieiid eine Formel erJialten: 

2vTti 

(2) 4- jScDg, yoi +^ 0 ) 2 ) = eo^), 

WO V eine, mod. n m nelmende, eindeutig von a, d ahlidngende game 
Zahl ist. 

Gleiclmolil ^mssen auf die solclieriveise erhaltene Formel (2) allgemein 
nicU meJir diejenigen grupgentJieoreUsclien Grundhegriffe der Modidlehre, 
die itberaU das Princip unserer Uherlegungen dbgegeben Jicihen. 001111)1“ 
nieren wir namlich mit (1)^ n niclit als Toiler von 12 vorausgesetzt, 
eine zweite Modulsubstitution, so ist es keineswegs erlanbt^ in unserer 
von friiberlier sebr gewobnten Weise die beiden entspreclienden 
Pormeln (2) gleichfalls zu combinierenj um die Wirkung der dritten 
Modulsubstitution zu erbalten; denn indem wir auf CO 2 in (2) jeue 
zweite Modulsubstitution ausiiben und dabei cii, Og in bezeicbneter 
Weise einscliranken, wird die voni linker Hand eintretenden Argu- 
mente «/= 701 + ^^2 bescbriebene Balm lieinesivegs allgemein wieder 
jener Beschrankung unterworfen sein, die positive reelle co^-Axe nicbt 
zu uberkreuzen^). 

So fanden wir denn auch innerlialb der Modulgruppe ausgezeicli- 
nete Untergruppen des Index n der Stufe mir fiir n = 2j 3, 4/6; 12, 
und zwar existierten dieselben fiir n = 2^ 3^ 6 sowohl in der bomo- 
genen wie in der nicht-homogenen f; fiir n = 4 und 12 aber nur in 
der bomogenen; fiir alle iibrigen Stufen n existierten aber ausge^eichnete 
Gruppen des Index n nicbt mebr. Sollen wir also fiir unsere Unter- 
sucbungen diejenige Grenze zielien, welcbe durcb die Structur der 
Modulgruppe gegeben ist, so werden wir von einer Betracbtung von 

oder aucb von |/A abseben. Es ist dies um so bemerkenswerter, 
als an der bier vorliegenden Stelle die iiberlieferte Tbeorie der ellip- 
tiscben Punctionen um einen Schritt weiter geht; in der That betracbtet 


*) Wollten wir aber mit Hrn. De dekind die in der ©-Halbebene eindeu- 

tige Function ^{(o) = °]/a einfuhreii, SO wiirde nun freilich die Combi- 

nationsfiihigkeit der Substitutionen im Sinne des Textes wieder eintreten. Dafiir 
aber verandert sick dieses tj bei Ausiibung einer Substitution im allgemeinen nock 
um einen von co abkllngenden Factor, so dass eben dieserkalb die consequente 
Anwendung unserer grup]pentkeoretischen Grundbegriffe versagen wiirde. 
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clieselbe, wie wir gleicli uocli nalier aiideuten werclen, auch noch die 
mlite Wiirzel der Discriminante die sicli docL unserem gruppen- 
tlieoretiseli-eindeutigeii Untersucliimgsgebiete niclit melir einfiigt. Dass 
aber dafiir unsere Hiilfsmittel in diesem letzteren bescbrankteren Ge- 
biete geeignet sind, iiber alle eintretenden Pragen iind Gesichtspunkte 
der Transformationstbeorie erscbopfende und sacbgemasse Aiiskunft zu 
erteiien, mbgen zumal aiicb die Entwicklungen der nachfolgenden 
Kapitel belegen. 

Es soli uns die hierinit bezeichnete Sacblage iibrigens nicbt abbalten, 
das Hauptresnltat froberer Untersucbungen iiber ]/A bier kurz anzu- 
fiibren, weil dasselbe ini engen Zusammenbang mit oben von ims erbal- 
tenen Kesultaten stebi Fiir 8 ist die in (2) auftretende Zabl v im 
wesentlicben durcb altere Untersucbungen Hermite^s festgestellt**^), 
die an die lineare Transformation der 'O’-Functionen anknupfen; fiir 
ailgemeines n ist die Zabl v von Dedekind untersuchU^^), fiir n — 24 
haben wir bereits in I p. 628 ausfiibrlicbe Citate gegeben. Es hat 
sicb dabei ergeben, dass nur fiir ^ = 8 und damit fiir n — 24 ein 
Ausdruck fiir v aufgefunden werden konnte, in dem neben rationalen 
ganzen Functioneii der jd, y, d keine boberen zablentheoretischen 
Functionen eingeben, als ein multiplicativ auftretendes Legendre^sches 
Zeicben; fiir die iibrigen n erscbien dies nicbt moglicb. Dies muss mit 
Hiilfe der I p* 664 u. f. entwickelten Gesichtspunkte iiber Nicbtcongruenz- 
moduln*"^*) die Formeln des vorigen Paragrapben in neuer Weise ver- 
standlicb machen. Wenden vyir z. B. die beiden Transformationeii 
Ordnung co' = qaj und m ^ an, so wird der Quotient der beiden 
Grossen: 

wiederum unserer Betrachtnngsweise zuganglicb sein, indem er eine 
der Stufe adjimgierte Modulfunction vorstellt. Aber absolut ge- 
nmnmen ist dkselbe, wie man geigen Icann, immer nur dann ein Con- 
gnienmiodul, wenn n = 24 oder ein Teller dieser ZaU ist; in der That 
stimnit dies iiberein mit den gesamten, im vorigen Paragrapben ge- 
wonnenen Formeln. 

Aucb fiir die Entwicklungen in § 9 bieten die bier in Eede 
stebenden Gesichtspunkte zu einigen Bemerkungen Anlass. Wir lernten 
dort die ausserordentlicbe Einfacbbeit der Primzablpolygone 

*) Liouville’s Journal, serie 2, Bd. 3 (1858). 

**) Man sebe die I p. 628 nambaft gemacbten Aasfiibrungen desselben in 
jRiiemann’s Werken p. 438 ff. *■ 

Man vgi insbesondere aucb den cursiv gedruckten Satz in I p. 668. 
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kennen, die nur zwei Spitzen liatten. Infolge dessert besassen die 
gesclilossenen Flaclien nur zwei Punkte c, in clereri einem. die 

zugeborige Function cog) : A(o3i, cog) ini Grade (g — 1) Null, im 

andern ebenso oo wui’de, wahrend diese Function sonst allentbalben 
endlicb und niclit-verschwindend war. Man wolle bemerken, dass 
ebendieselbe EinfachJieit misserdem auch noch den Ordnungen n = aber 
ancli nur diesen anJiafief'^'). In ,der That stellt man aufs leicli teste 

durcli q an einander gereihte Polygone F-tp^q) lier^ wobei dann F-ipQf) 
ausser den Spitzen ioo, 0 noch die (q — 1) weiteren 



bekommt. Aber die letzteren entspreclien denReprasentanten A = D=g, 
0<5<g; in ihnen alien ist also co^) •' A(£Di, (3) 

p. 63 endlich und niclit-verscliwindend. Da andrerseits bei alien iibrigen 
n weitere Spitzen mit A^D liinzukommen, so merken wir uns den 
Satz: Nur falls die Ordmmg n eine Primmlil q oder das Quadrat einer 
solclien istj wlrd aiif der gescJdossenen die Function 

A()2COjl, G)^) • A((Di, COg) 

nur einen Nidi- und einen UnstetiglmtspunM liabeny und near jetveils 
einen solclien vom Grade {n — 1). 

Man verfolge nun fur die somit charakterisierten Ordnungen n 
auf der Flache Fp die Grosse: 

/ON cd,) ^ 

w V A(co,,co,) ’ 

sie wird auf der Flache F^ eine unverzweigte Function mit einem 
einfachen Null- und einem ebensolchen Unstetigkeitspunkte darstellen, 
die sich aber nach Zurilcklegung von Periodenbahnen, allgemein zu 
reden, um eine multiplicative {n — IJ^ Einheitswurzel geandert hat*^'). 
Der zutretende Factor ist aber nicht stets notwendig eine primitive 
(ii — Einheitswurzel, und nun setze man insbesondere den Fall, 
dass Fyj das Geschlecht jp = 0 habe. Da es dann ilberhaupt keine 
Periodenwege giebt, so ist auch (3) auf der F-ip eindeutig. und giebt 
ims offenbar eine Hauptfunction derselben. In diesem Falle ist also 
(3) Hauptmodul der r,p und damit zugleicli Congruenzmodul. Nach 
obigen Bemerkungen tiber die Wurzeln aus A werden wir demgemass 

*) Die hier und "weiterhin betreffs der Primzalilq[uadrate gegebenen Aua- 
einandersetzungen riihren vom Herausgeber ber. 

Man nennt solche Grossen Wurzelfunctionen der Flache; vgl. z. B. auf 
der Flache jp = 1 die in I p, 158 imter (2) gegebenen Functionen 
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scliliesseii; dass (u — 1) ein Teller von 24 ist; es folgt dann: Unter 
den Primzalilordnungen konnen zum Gresckleclite p — 0 nur g = 2, 3, 
5^ 7, 13 gehoren, nnter den PrimzaHquadraten nnr 2^ = 4, 9, 25. 

. Das ist nnn in der That in XJbereinstimmnng mit den Mitteilungen 
am ScMuss des § 5 (p. 52). 

§ 12. Einfiihriing der zur ersten Stufe adjnngierten formen- 
theoretischen Transformationsgleiclmngen. 

Die bei der Ordnung auftretende, nnter (6) p. 54 allgemein 
angesetzte Transfornaationsgleicbnng fiir A war eine zur 91 ^^^ Stufe 
geliorende Eesolvente vom niedersten^ namlich Grade. Uni anf 

der linken Seite derselben der Beqnemliclikeit halber mit Modulfunc- 
tionen zu tbun zu liabenj dividieren wir durch CO 2 ); wodurch 

besagte Gleicbung die Gestalt gewinnt: 

( 1 ) ; + G.p(J) = 0 . 

Es ist dabei G-y eine ganze Function des J hochstens vom Grade 
(in G^p insbesondere erkennt man leicbt eine Constante), walirend die 
Wurzelu von (1) die Quotienten der transformierten Discriminante 
durch die iirsprtingliche sind. Trotz ihrer Dimension Null wollen wir 
iibrigens die Gleicbung (1) nach wie vor als eine formentheoretische 
Transformationsgleichung benennen. 

Aus den Pormeln des § 9 (p. 64) entspringen nun Tiber die Natur 
der Gleicbung (1) die merkwiirdigsten Ergebnisse. Wir betrachten etwa 
nach einander einige der dort herangezogenen Specialwerte n und 
beginnen mit n = b. Die Gleicbung (1) ist im Eationalitatsbereicb J 
irreducibel 5 sekt man dber nach (5) p, 64 an Stelle von x ein, so 
enispringt eine nedncibele Gleichimg, indem ja in der That die friilier in 
I p. 639 fur t aufgestellte Besolvente"^): 

(2) + lOr + 5)^ — 1728 Jr = 0 

als Factor auftreten muss (aus dem man die iibrigen durch wieder- 
holte Anwendung der Operation r = it ableitet). Dieselbe Operations- 
weise lasst sich nocb einmal wiederbolen^ wie wir scbon in Bd. I 
p. 640 durchgefubrt haben: Durch die Substitution -r = wurde aus 
(2) aufs neue eine reducibele Gleicbung, nur dass wir dabei eine Fr- 
weit&rung des Bationalitdtshereiches, namlich auf vornehmen mussten. 
Der eine der drei entspringenden Pactoren lautete; 


*) Man erinnere sicb, dass wir zwiscbendurch den Hauptmodul t gegen Bd. I 
im Zeicben geandert haben. 



imd Transformationsgleichungeu erster Stufe. 


73 


(3) — 12YJs-\-b = 0, 

wobei natiirlich |/j unter den drei Moglicbkeiten in eindeutiger Weise 
fixiert zu denken ist. Indem wir als erstes, wesentliclies Attribut einer 
Transformationsgleicbung ibren Grad ansehen, wollen wir diese 

Uberlegung in den folgenden, tlbrigens nur vorlaufigen Satz zusammen- 
fassen: Bei Transformation funfter Ordnwig existieren auch filr 



Transformationsgleiclmngen, deren leMerer freilicli der Bationalitdtsbereich 
|/J mi Gninde- liegt. Der weitere Fortscbritt ziir 24®^®^ Wiirzel ist 
aber nicM stattliaft, wie wir nocb seben werden. 

Analoge, jedocb nicbt vollig gleicbe Verbaltnisse finden wir bei 
01 = 7 vor. Hier werden wir nacb (5) p. 64 in (1) die Substitution 
X = ausfiibren und erhalten eine reducibele Gleicbung 48®^®^ Grades, 
die in secbs irreducibele Gleicbungen zerfallt. Eine darunter ist 
unsere Resolvente (3) in I p. 745: 

(5) + 14r' + 63r2 ^ 70r — 7)' — 1728(J-- l)r = 0. 

Setzen wir jetzt aufs neue t — so tritt nocbmals Eeducibilitat ein, 
und die eine der beiden entspringenden irreducibeln Gleicbungen ist: 

(6) + 14/ + 63/ + 70/ + 241/3]//^ .^ — 7 = 0. 

Also das Resultat: Bei Transformation siebenter Ordmmg gieht es Trans- 
formationsgleiclvungen aucli nocli filr 


(V 


A(aji, 03) ^ 



A(oo^, C02) 


filr die leMere muss jedocli der Bationalitdtsbereich anf ]// — 1 erweitert 
werden. 

Endlicli ist im Falle der Transformation dreizebnter Ordnung 
nacb der letzten Formel (5) p. 64: 



Hier also giebt es fur die 0 wdlfte Wur^el (8) eine Transformations- 
gleichung, und Mvar ohne dass eine Erweitermg des Bationalitdtshereichs 
von (1) erforderlich ware. 
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Gleichiiogen Grades fur die transformierten Wurzeln aiis A, 
wie wir sie nun fanJen, wolieii wir jetzt allgemein als der ersten Stufe 
adjungkrie Tra}^\'<foriU(f.iionsgJek^^^^^^ benennen. Wir selien durch Ver- 
gleicli mit Bd. I, dass dieselben fur n = 5 und 7 die einfacbsten 
Resolveiiten Grades liefern, die es fiir diese Stufen giebi Uni so 
mehr werden wir jetzt auch fiir aligemeinere Stufenzablen die Trans- 
formation der "Wurzeln aus A fiir die Gewinnung zweckmassiger Resol- 
venten Grades verwerten. Wir fiigen in diesem Betraclit sogleich 
fiir n = 25 das folgende, aus dem vorigen Paragraplien unmittelbar 
entspriugende Resultat an. Es ist im Falle n = 25 das Transforma- 
tionspolygon vom Gesclilecbte == 0, und als zugeborigen Haupt- 
modul baben wir: 



Us eimtiert somvli hei n = 25 sogar fiir die 24®^® Wurgel der JDiscrimi- 
nante elne Trans for matmtsgleiclmng, mid mvar ist aucli hier Iceinerlei 
Erweiterimg des nrsj)rimglicJien EationalifdtsbereicJis erforderliclu 


§ 13. Exiiidamentalsatze iiber die Existenz der znr 
ersten Stnfe adjungierten Transformationsgleichungen in den Fallen 

n = q Tind n = q^. 


Die mannigfaclien Angaben des Yorigen Paragrapben lassen sicb 
leicbt zu einer einbeitlicben Gesamtauffassung vereinen^ die wir bier 
dadurcb geben wollen, dass wir fiir Primzablordnung q, sowie Prim- 
zablquadratordnung q^ die Prage nacb der Existenz der in Rede 
stebenden Gleicbungen vollstandig erledigen. Wir baben dabei einen 
sebr wesentlicben Gebraueb von der Gleicbung 


( 1 ) 



zu maclien, die wir am Schlusse des zebnten Paragrapben (p. 68) fur 
Primzablen n = q bewiesen baben *'^). Spaterbin werden wir dieselben 
iiberhaupt fiir ungerade Zahlen n beweisen; zunacbst geniigt es, ihre 
Giiltigkeit aucb nocb im Falle n = qf einzuseben. Letzteres gelingt 

^ Durch diese Formel eharakterisiert sich die Transformationsgleichung 

fur i/a : Va’* unmittelbar als Resolvente der Teilungsgleichung fiir die p\ woraiif 
wir schon fruher (p. 53) Bezug nahmen. 
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leicht infolge cler einfachen Gestalt, welclie das Polygon bezitzt 

(cf. oben p. 70). Man wolle namlicli nach den bekannten Regeln 

feststellen, wie sicb der einzelne Teilwert in der Spitze + 
des Polygons verhalt, imd wird leicht bemerken, class das Product im 
Nenner von (1) an besagter Stelle des Polygons im Grade g — ver- 
schwindet. Links konnen wir sclireiben: 



und es bleibt der zweite Factor rechts an bezeichneter Stelle endlicli 
nnd von Null verschieden. Hiermit sind wieder alle Mittel zu dem 
Schliisse gegeben, dass die linke Seite von (1), mit dem j??'-Producte 
multipliciert, eine Function des liefert, die auf diesem Polygon 

wecler verschwindet, noch imendlicli wird. 

Jetzt sei g eine Primitivwurzel von n hingegen entweder die 
Zahl g Oder Bs ist dann die Operation V : 

(2) V: = co^ = g(o^y (mod. n) 

von der Periode 90 bez. als nicht-liomogene Substitution von der 
Periode und sie fiihrt, mit S combiniert, in bekannter Weise 

zur Das Product im Nenner der rechten 'Seite von (1) wollen 
wir daraufhin in den beiden bier vorliegenden Fallen n == g und 
so anordnen: 

g _i g“~^ 

— 1 2 2 

vszsjO r = 0 V =0 

wobei links die zu n = g, rechts die zu n = ^ gehorenden Teilwerte 
gemeint sind. 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu unserer Hauptfrage 
zuriick und bemerken zun*achst, dass wir an Stelle der Resolventen 

(3) ; ( 6 ) § 12 bereits in I 1. c. solche Resolventen gesetzt batten, die 
freilich nicht mehr die nullte Dimension in co-^^ zeigten, dafiir aber 
eine Erweiterung des urspriinglichen Rationalitatsbereichs ^ 2 ; 9$ nicht 
erforderten. Das kommt jetzt einfach darauf hinaus, dass wir an 

stelle der Wurzeln aus A («»i, ^) : A(a)i, vielmehr diejenigen aus 

: A™(rai, cog) setzen. Da wir ungerades n haben, so gehort 
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als eindentige Modulform in den Kreis unserer BetracMungen hinein; 
eine weitere Wiirzelzieliung aber ist im allgemeinen niclit stattbaft. 

Urn jetzt in principieller Weise fiber die Existenz von Trans- 
formationsgleiclioBgen fraglicher Art zu entscbeiden, mtissen wir das 
Verbalten der Grosse (4) nnd ihrer Potenzen gegentiber den Modul- 
substitutionen in Betracht ziehen. Wir nebmen dabei 2^3 an^ da in 
der That der Pall q = 3 durcb unsere fruberen Einzeluntersucbungen 
als erledigt angeseben werden kann, und discutieren zunacbst die dritte 
Potenz der Grosse (4)^ die nacb (1), von einem numeriscben Factor ab- 
geseben, mit dem reciproken Werte des uuter (3) gegeber|en Productes 
bez. P ^'2 identiscb ist. Wie man nun siebt, andert die Operation S 
weder noeb Anders die unter (2) gescbriebene Operation V: 

Cuter Ausubung dieser letzteren gebt in tiber^ und da 

(mod. q), (mod. q^) 

wird^ andrerseits aber stets 

Po,-l = — ^ 0,1 

ist; so wird bei Ausubung von V das Product Pq das Zeicben wecbselu; 
Pq 2 dagegen unverandert bleiben: Gegenitber der bleibt bei n = q^ 
die dritte^ bei n — q aber erst die secliste %ind noch nicM die dritte 
Potem des Moduls (4) iinverdndert. 

Urn die acbte Potenz der Grosse (4) zu erledigeU; geben wir auf 
die in I p. 627 bewiesene Formel (14) ^liruck und iiben daraufbin 
eine der f ^ angeborende Operation auS; filr welcb’ letztere also ~ eine 

gauze Zabl ist. Man bemerkt sofort; dass die fraglicbe acbte Potenz 
den Factor: 

annimmt; und bier ist nun zufolge unserer Voraussetzung eines gegen 
3 relativ primen n der Exponent stets eine durcb 3 teilbare ganze Zabl. 
Indem wir zusammenfasseU; folgt: 

Fiir PrmmMquadratordmmg n — ^ bleibt die Grosse (4) gegenitber 
der dttrchaus unvermiderty fur Primmlilordnung n — q bleibt mtr 
&’st das Quadrat der jet^t in Petracht Jconimenden Grosse (4) gegenitber 
der mgehbrigen r^(g) unverdndert 

Es enstieren demgemdss bei Primmlilquadratordnung Transforma- 
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tionsgleicimngen fur die 24^^® Wtmel der JDiscriminante''^') , hei Frim^ahl- 
ordnung selbst aber nur erst fur die 12K 

Dass iiatiirlicli damit aucli filr alle diejenigen Wurzeln, deren 
Grade 24 bez. 12 teilen, Transformatiousgleiciinngen existieren, braiiclien 
wir niclit nocbi besonders auszufiiliren. Setzen wir endlicli binzu: so- 
fern wir bier stets vom Quotienten der transformierten Discriminante 
und der Potenz der urspriinglicben ausgeben, fallen die Coefficien*- 
ten aller dieser Transformationsgleichungen rational in g^ und g^ aus. — 
Ein Teil der Specialsatze des vorigen Paragrapben hat sicb soldier- 
weise unter allgemeine Regeln subsumieren lassen"^"^'). 

§ 14. Gestalt der Transformationsgleichungen fiir die Wurzeln aus A. 

Unseren eingebenderen Betracbtungen liber die aiissere Gestalt der 
Transformationsgleichungen fiir die Wurzeln aus A schicken wir einen 
sehr einfacben formentbeoretiscben Satz voraus^ der aucb in zablreicben 
Untersucbungen des folgenden Abscbnitts eine fundamentale Rolle 
spielen wird. Es gilt namlicb: JEine gan^e rationale Function G-{g^,gf) 
'^on g^y g^^ die bei m = ioo mit r'^ proportional wird, entlidlt den Factor 
A^ Wahlt man n'amlicb zwei mbglicbst Heine^ nicht- negative ganze 
Zablen a, ^ derart, dass die Dimension von g^^g/Gr ein Miiltiplum 
von 12, etwa — 12 A, wird, und dividiert durcb A^, so entspringt eine 
ganze Function von J", die zufolge ibres Verhaltens bei m = ioc den 
(A — Grad in J besitzt. "“Es besteht also die Gleicbung 

identisch; ebendesbalb muss aber die Function Q' durcb g^g^^ teilbar 
sein, und wir erhalten 

( 1 ) ^ (^ 2 ; ^3) == 7 ^3) ? 

wobei nun offenbar &' bei a? = ^'oo einer endlichen, niclit-verschwin- 
denden Greuze zustrebt. 

Nacbdem wir diesen Satz festgestellt haben, besprechen wir zu- 
vorderst den wicbtigeren Fall der Primzabltransformation n = g. Die 
einfacbsten Resolventen werden uns von einer moglichst hohen Wurzel 

*) Fill* ^ 9 tritt leicbt ersicbtlicb eine Gleicbung fiir die 8*® Wurzel an 

deren S telle. 

Die im Texte gegebene functionentbeoretiscbe BegrCindung der Trans- 
formationagleicbungen fiir die Wurzeln aus A, insbesondere aucb die dabei durcb- 
gefubrte Beriicksicbtigung der Primzablquadrate rubrt vom Herausgeber 
ber; die ausgedebnte Litteratur iiber unseren Gegenstand stellen wir erst am 
Scblusse des vorliegenden Kapitels zusammen. 
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aiis A geliefert; also ziehen wir gleicli die zwolfte lieran, 

selireiben : 


Wir 




■V 


A ’ (01 , 0 .,) 


and bemerken, dass 2 ufolge (1) p. 73 ~ uud also aucb die damil 
gleichbereclitigteii Grossen ganse algebraische Modiilformeii siiid. Es 
geniigt also 2 ;-» einer Gleiehung f = {q 1)‘“ Grades, deren Coeffi- 
cienteii ganse Fuuetionen von < 7 ^, sind, and man erkennt insbeson- 
dere im Absokitglied bis auf eine multiplicative Constante leiclit die 

“Ta “ von A((ai, cog). Obne weiteres 

daraus: Die GrSsse (2) ist Wursel der GleicJmng: 


folgt 


(3J 


^9 + 1 ^ gj 1 % 9 -,) 9 , 


■ + 


ffa) 


a: cA 


tizl 

■ = 0 , 


in da-en Coefficwnten die Gi ganse rationale Functionen von g^, sind; 
wir detdcen aus den G alle etwa zundchst einfretenden Faetoren A Jieraus- 
genomnien, ivoraiif die G hei co = ioo gegen eine endliclie, nicht-ver- 
schvindende Grense convergieren, lodhrend die ganssahligen Exponenten 

^ sind. Die biermit gewonnene Resolvente (q + 1)*™ Grades 

Stufe ist die denkbar gunstigste, die uns bislang entgegen getreten 
ist; fiir S' = 5 und 7 giebt sie geradezu diejenigen Resolventen secbsten 
und achten Grades, die wir in I p. 640 (7) and p. 747 (4) diesen 
Stufen als einfachste liberhaupt existierende Resolventen zuwiesen. 

Urn Gleicbung (3) in eine solebe von der Dimension Null umzu- 
setzen, substituiere man 


(4) 


y = xl\ 


und findet fiir y die Gleicbung: 

(5) 9/9 + 1 _J_ _| j_ 



Qi) 


12 




9-1 

12 


■j7-)-C = 0. 


Da baben wir offenbar eine Fallnnterscheidung fiir q modulo 12 zu 
trefifen: Fiir 2 = 1, (mod. 12) sind die Coefficienten von (5) rational 
9z^ ist aber 2 = 5, 7 oder e^licb 11, so findet sicb bez. noch 
FA, Fa Oder endlieb zugleicb |/A und /A. Da die Coefficienten 
ubngens von der Dimension Null sind und im Nenner nur eine Potenz 
Ton A steht, so folgt: Je nachdem 2= 1, 5, 7, 11, (mod. 12) ist, sind 
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die Coefficienfen von (5) heB. rational und gam in Yj^ ]/! — 1 oder 
endlicJi in ]/J nnd yj — 1 misammengenommmi. Hiermit liaben sicli 
eine Reilie weiterer Eiiizeleigenscliafteii der Gleichungen des § 12 iinter 
allgemeine Regeln siibsumieren lawssen. 

Endlich gedenken wir nocli einer dritten Gestalt der Gleicliurig 
(3), derjenigen iiamlich, die durcb die Substitution 

(6) ^ = a:A^^ = ]/A(£Dj,-^) 
entspringt. Wir erbalten 

(7) /+' + A^~^‘ a.z' + l f- c a"^^= 0, 

y ^ 12Z 

imd bier ist das Wichtige^ dass die Exponenten — ~ ^ 

durcligehends Zahlen sein iniissen, da 0 eine game algebraiscbe 

Modulform ist. Um (7) nocli etwas zweclvmassiger zu schreiben, be- 
stimmen wir die ganze Zahl %v dureli die Bedingungen: 

(8) vq — 12/lv=Xp^ (mod. 12), 0 < 12 

und schreiben zugleicli A ^ 3 ) = ^ 3 ) ? 

dann (7) fiber in: 

(9) + ^^G,y + A^ G/0‘>-^ H h c a"^ = 0 . 


Die Dimension des {y -y 1)^®^ Coefficienten A Gy in den 
ist — 1 /; ist also G/ von der Dimension — d,,, so liaben wir die 
Gleichung dy — v — %v, Hiermit haben wir einen interessanten formen- 
theoretisclien Ansatz fiir (9) gewonnen, wobei es insbesondere ins 
Gewicht fallt, dass alle diejenigen Gy identisch verschwinden miissen, 
fur welcbe Sy nicht eine der Zahlen 0, 4, 6, 8, . . . ist. . So erhalten 

wir z. B. im Palle g = 12/i + 5 als Anfangswerte = 5, = 10, 

% = 3, . . . , = — 4, dg — — 8, dg = 0, . . . und finden solcher- 

weise sogleicli den auf die Form (3) umgerechneten Ansatz: 




^ yy 5 h 4" ^ 




+ 




■^9 A + 3 . 


~8 /y? — 9 

» ^lOA+4 


H — 


wobei die a, j3, . . . numerisclie Pactoren sind. Fiir den einfachsten 
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Fall h = 0 finden wir unsere alte Eesolvente seclisten Grades wieder^ 
die in der That die Gestalt besass (cf. I p. 640 (7)): 


( 11 ) 


+ -X + 


y 


Fur die Bereclinung der numerischen Coefficienten in (10) konnte 
man wieder dieselbeii Regeln verwerten, die wir bereits bei den Teilungs- 
gleichungen u. s. w. aiiseinandersetzten. Inzwiscben versparen wir die 
Besprechnng von weiteren Einzelbeispielen bis in den nachsten Ab- 
schnittj wo wir mit erneuten Hiilfsmitteln und unter erweiterten 
Gesicbtspunkten den hier in Rede stehenden Resolventen wieder be- 
gegnen werden. — 

Welclie Besonderheiten den nun gegebenen Bntwicklungen gegen- 
iiber fiir den Fall n — <f eintreten^ wird man sofort erganzen. Wir 
haben hier vor alien Dingen 


( 12 ) 


X 



©a) 



als Wurzel eiuer Eesolvente -f Grades zn setzen, den einzigen 
Fall g == 3 ausgenommen. Die Coefficienten dieser Eesolvente sind 
rational in und besitzen dieselbe Form, die wir bereits in (3) 

kennen lernten. Da =1 (mod. 24) ist, so werden die Coefficienten 
der (5) entsprechenden Eesolvente nullter Dimension ohne jene Fall- 
unterseJiekhmg rationale game Functionen von Fiir = 25 ergiebt 
sich iibrigens die fertige Gleichung in der zuletzt gemeinten Gestalt 
zufolge (9) p. 74 unmittelbar aus jenen Relationen, welche Hr. Gierster 
1. c. fiir diese Ordnung berechnet hat. 


§ 15. Historisehe ITotizen fiber die znr ersten Stnfe adjnngierten 
Transformationsgleielinngen. 

Auf die Betrachtung der Transformationsgleichungen (3) etc. 
wurden die Herren Kiepert und Klein von verschiedenen Seiten aus 
ungefahr zu der gleichen Zeit gefiihrt. Unter den Arbeiten von Hrn. 
Kiepert (die von der Theorie der doppeltperiodischen Functionen aus- 
gehen und ausgedehnten Gebrauch von den Gleichungen (10) p. 68 
sowie von analogen Relationen machen) ist zunachst zu nennen die- 
jenige fiber Auflosung de^' Gleichungen funften Grades (Gottinger Nach- 
richten 1878 oder auch Crelle^s Journal Bd. 87)^ wo der Fall n = 5 
behandelt wird, dann drei Arbeiten ,yZur Transformationstheorie der 
Mj^ischm Functionen^^ (Crelle’s Journal Bd. 87 und 88, 1879; Bd. 95, 
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1883), die den Pall einer beliebigen Primzabl befcrefifen. In der bereits 
auf p. 9 des vorliegenden Bandes genannten Arbeit „t]her Teilung und 
TransformaMon der elliptiseJien Functionen‘‘ (Matb. Ann. Bd. 26^ 1885) 
delint Hr. Kiepert seine Untersuchungen anf die allgemeinen Grleicliungen 
aiis^ welcbe fiir den Pall eines beliebigen Transformationsgrades an 
Stelle der Gleiebiing (5) treten, imd entwickelt insbesondere die Tbeorie 
der iin Palle eines Primzablqnadrates auftretenden Gleichungen (12). 
Unter den Arbeiten Klein^s kommt ausser der zu Anfang des Kapitels 
genannten (in welcher alle vorstehend ftir die Palle n — 5; 7, 13 ent- 
wickelten Uberlegungen mitgeteilt sind) nocb ein an Hrn. Brioscbi 
gericbteter Brief Yom 30. Dec. 1878 in Betracbt*-^'), in welchem Hr. 
Klein insbesondere den vorbin an Gleicbung (9) geknxipften formen- 
tlieoretiscben Ansatz bespriebt, aucb die Gleicbung fur n = 11 ziim 
ersten Male mitteilt'^'^'). Ausgefiihrt warden die in dieseni Briefe be- 
riibrten Ideen sodann von Hrn. Hurwitz in dessen oft genannter 
Arbeit ,jOrundlagen einer indejoendenten Theorie der elliptischen Modiil- 
funetionen imd Theorie der Multiplicatorgleidmngen erster Skife^‘ (Matb. 
Ann. 18, 1881); es wird dort die Gleicbung (5) fiir den Pall eines 
beliebigen zu 12 relativ primen n betracbtet, und zwar ist im Gegen- 
satz zu den von uns soeben durchgefubrten Uberlegungen die Methode 
die, dass die urspriinglicbe und transformierte zwolfte Wurzel der 
Discriminante, ^I^A, in ibreni Verbalten gegenuber beliebigen Modul- 
substitutionen untersucbt wird. Dabei wird insbesondere das Verbalten 
der Transformationsgleicbung fiir J* = 0 und J erlautert. — Die 
Benennung „Multiplicatorgleichung erster Stufe % welcbe im Titel der 
Hurwitz^scben Arbeit auftritt und aucb von Hrn. Klein gebraucht wird, 
beziebt sicb darauf, dass bei der Transformation Ordnung des in 
Wei erstras s’ sober Form vorgelegten elliptiscben Integrals erster 
Gattung, nach Normierung des Integrals durcb Zufiigung des Factors 

^{/A, der Quotient ^ That die Bedeutung des ,,Multipli- 


■'0 Abgedmckt in den Rendiconti del Istituto Lombardo vom 2 . Januar 1879, 
sowie in den Matb. Ann. Bd. 15, p. 86—88. Yorlanfige Untersuchungen uber die 
in Rede stehenden Grieicbungen hatte Hr. Brioscbi kurz vorber im neunten Bande 
der Annali di matematica (ser. 2) gegeben: „Sopra una dasse di equasioni rnodu- 
lari^^ (Nov. 1878). tlbrigens ist die Transformationsgleicbung acbten Grades fiir 
w ^ 7 in ibrer p. 61 mitgeteilten urspriinglicben Gestalt sowie aucb in der Ge- 
stalt (6) p. 73 von Hrn. Klein zuerst in zwei der Erlanger Societat vorgelegten 
Noten vom Marz und Mai 1878 veroffentlicbt worden. 

Hr. Kiepert bat in seinen citierten Arbeiten eine grosse Reibe weiterer 
Zablenbeispiele gegeben, so in Bd. 87 und 95 des Journals die Gleichungen (5) fur 
n = 17, 19 und 23, in Bd. 26 der Annalen die Gleicbung (12) fiir n = 25 und 49. 

Klein-Fricke, Modulfiiiictionen. H. 6 
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cators" befcommt. Ein naheres Eingeben auf die liiermit gemeinte Auf- 
fassung bleibt an gegenwartiger Stelle ausgescblossen, insofern dieselbe 
den leitenden Gesichtspunkten unserer Darstellung fremd ist; es muss 
genfiofen, dass wir diesbeztiglich auf die Abhandlung von Klein in 
Bd. 14 der Matliematisclien Annalen und wegen der analogen, in der 
Jacobi^sclieG Theorie auftretenden Gleicliungen auf die Lebrbuclier 
fiber elliptisclie Funetionen verweisen^'). Diese letzteren Gleicliungen 
bezeiclinet Hr. Klein im Sinne unseres allgemeinen gruppentbeoreti- 
seben Scbemas als Multiplicatorgleichungen zweiter Stufe. Ubrigens 
werden wir den in Rede stelienden Gleicliungen, wie schon bemerkt, 
im nachsten Abscbnitte nocb einmal begegnen und wesentliclie Eigen- 
seliaften derselben, fur die uns jetzt nocb der Ansutz feblt, kennen 
lernen. Aucb stellen wir dort alle Mittel zur Verfiigung, die Glei- 
cbung (5), welcbe sicb ja nur auf Primzabltransformation beziebt, fiir 
beliebige Ordnungen n zu verallgemeinern. 

Die Transform ationsgleichung (9) fiir die zwolfte Wurzel aus A 
nannten wir der ersten Stufe adjungiert; eigentlicb ist sie eine zur 
swolffen Stufe geborige Gleicbung. Indem wir aber bierauf Gewicbt 
legen, entspringt der Satz, dass aucb fiir Moduln hoberer Stufe 
unter Umstanden Transform ationsgleicbimgen Grades existieren 
konnen, und dass dieselben gelegentlicb einfacber ausfallen, als die 
Gleiebungen d^r ersten Stufe. Zu der gleicben Bemerkung fiihrt die 
Theorie der JacobFscben Multiplicatorgleicbungen, die wir gerade 
im Vorbeigehen streiften. Von diesem Gesicbtspunkte geleitet, werden 
wir jetzt principiell die Transformation Ordnung Jioherer Stufe zu 
betracbten baben. 


Vgi. insbesondere Konigsberger, Vorlesungen iiher die Theorie der 
elliptisclien Funetionen ^ Leipzig 1874,. sowie die Monographie von Joubert, Sur 
les equations qui se rencontrent dans la theorie de la transformation des fonctions 
eUiptiqueSj Paris 1876. An letzterer Stelle wird das besondere Verhalten, welches 
die Primzahlquadrate in dieser Theorie zeigen, zum ersten Male erwahnt. 



Drittes Kapitel. 

Allgemeine Gran (Hagen fiir die Transformation Ordnnng 
l)eliel)iger Modnlfmictionen. 

Bei der Ausdehnung der Transformation Ordnung auf die 
liolieren Stnfenj sowie llberlianpt auf algebraisclie Modulfunctionen 
iind Modulformen. ist die Gliederung der uns entgegentretenden Yer- 
lialtnisse eine so mannigfaltige^ dass das gegenwartige Kapitel fast 
ganz allein einer allgemeinen BetracMung derselben gewidmet ist. 
Die zu transformierenden algebraiscben Moduln setzen wir vorerst als 
beliebige voraus imd werden dann die durcb ihre Transformation ent- 
springenden Grossen und die fiir dieselben gultigen Relationen gruppen- 
theoretiscb und functionentbeoretiscb aligemein zu cbarakterisieren 
haben. Hierbei werden naturlich die von Bd. I lier bekannteii Con- 
gruenzmoduln vornehmlicli Berucbsichtigung finden mlissen; aber wir 
verscbieben die Einzelbetracbtung derselben, welclie namentlich die Her- 
stellung von Transformationsgleicbungen fiir Congruenzmoduln libherer 
Stufe zum Ziel haben wird, bis in das folgende Kapitel. Das wesent- 
lichste Fundament fiir die Entwicklungen dieses Kapitels, die iibrigens 
in ihrer Gesamtheit erst neuerdings vom Herausgeber durchgefiihrt 
warden, findet sich in der abstract gruppentheoretisclien Erorterung 
der §§ 3 und 4, die wolil aueli um ihrer allgemeinen Bedeutung willen 
einiges Interesse beanspruchen diirften. Zwei Untergruppen von end- 
lichem Index in einer umfassenden Gruppe haben ihrerseits wieder 
eine Untergruppe von endlichem Index gemein, und es gilt in den 
beiden genannten Paragraphen, die hierbei eintretenden Yerhaltnisse 
aligemein und erschopfend zu beschreiben, was unseres Yfissens trotz 
der principiellen Bedeutung dieser Frage fiir die gesamte Gruppen- 
theorie bislang noch nicht geschehen ist. Die TJntersuchungen dieses 
Kapitels diirften aber auch deshalb ein besonderes Interesse fiir sich 
haben, weil durch dieselben ein allgemeines Schema geschaffen wird, in 
welches sich neben anderen, neuen Modulargleichungen, welche an die 
Theorie der regularen Korper ankniipfen, die seit Jacobi in der 
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Tlieorie der elliptischea Functionen wiederholt und ausfiihrlich be- 
tracMeten Modulargleieh ungen fiir die Wurzeln aus 7;, h , sowie auch 
die von Sclilafli u. A. eingefiilirten Modulargleichungen fur die 
Wurzeln aus 11' als specielle Falle einordnen. Besondere Aus- 
fiihrungen liieriiber folgen danu, wie schon bemerkt, erst im naclisten 
KapiteL 


§ 1. Allgemeiner Oharakter einer transformierten Modulfuiiction. 

Es sei z{m) eine wilikiirlicli gewalilte algebraiscke Modulfunction 5 
di© Untergrupp© dGS endlicliGH Index nnifasse alle Modulsubsti- 
tutionen, welche ^((d) in sicb uberfubren. Auf dem Polygon sei 
eine i;-wertige Function^ nnd wir setzen nocb ansdriicMicb vorans, 
dass diese Function 5(0?) dnrcli keine anderen linearen Substitutionen 
von G) in sicb transformierbar sein soil, als dnreb die Modnlsubstitutionen^ 
welcbe bilden. Ein Reprasentantensystem dieser Untergruppe sei 

(1) 1, Vi, y,, F.-i, 


und endlicb sei die algebraiscbe Relation zwiseben 0 und eT durcb 
(2) + B,(J) • H + Fa(J) = 0 

gegeben. Sebaffen wir in (2) die Nenner der durcb Multipli- 

cation mit einer geeigneten Grosse G(J) fort, so steigt J" in der 
neuen Gestalt dieser Relation bis auf den Grad. 

Indem wir vorab einzig von eig&yiilicher Transformation Ord- 
nung bandeln, diese aber sogleicb in allgemeinster Gestalt einfubren 
wollen, sebreiben wir: 


(3) 


Pt(o) = 


aco -\-b 

CO ^ ^ 


ad — 1)C 


n, 


icobei a, c, d vier leliehige gauze Zahlen der Feterminante n, jedoch 
ohne einen alien getminsamen Teller, sein sollen. Aus 0 ( 00 ) entspringt 
vermoge der Substitution (3) der transformierte Modul: 



der im Bereicb der positiven Halbebene, wie ^(co) selbst, eine ein- 
deutige Function von m darstellt Setzen wir jetzt aber — 
so haben wir nacb (2), sowie auf Grund des vorigen Kapitels (p. 54) 
die beiden Gleicbungen: 

+ Pi(J') . H + = 0 , \ 

a,{j) • H b G^iJ) == 0 , 

in deren letzter J wie J' bis auf den Grad steigt. Eliminieren 
wir Jetzt aus diesen beiden Gleicbungen J', so findet sicb nacb dem 
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Bezout^sclien Tkeorem iiber den Grad der Eesultante zweier algebrai- 
sclien Gleicbungen eine Relation: 

(5) //' ^ + r, (J) ■ V /- 1 + . . . + = 0 , 

deren linke Seite wir kurz /(/, J) nennen vvolleii. Setzen wir die 
linke Seite von (5) in eine ganze Function von / und J um, so 
steigt J in derselben bis auf den Grad 

Zufolge (5) ist / eine algebraische Function von J"; da iiberdies 
s' eindeutig in m ist, so erlcennmi tvir im iransformierten Modul /(m) 
sofort eine algebraische 31odulfiinction, deren Gruppe Iieissen mag. 
Der Index g,' derselben ist < je nachdem die in (5) gewomiene 
Relation irrediicibel oder reducibel ist Diesen letzteren Gegenstand 
werden wir ausfubrlicber zu untersuchen liaben; vorab nocb folgende 
allgemeine Betraclitung: 

Da s' in (5) auf den Grad steigt, so konnen wir durcli 
Transformation Ordnung in der gekennzeichneten Weise von s{(x>) 
aus insgesamt und zwar (wie man gleieb seben wird) gijj im 

allgemeinen verscbiedene Modulfunctionen lierstellen. Anders ausge- 
driickt lautet dies: Wenn man die GesamtJieit der Transformationen (3) 
in Classen einteilt und in eine Classe immer solche R((d), B'{c()), ... 
vereint, deren ZaMwerte bei beliebig gewdliUem cj besilglich der relativ 
liqiiwalent sind, so giebt es im gansen Classen, Indem aber die 
Wurzeln der sclion vorbin gebraueliten Gleichung 

s^ + -1 = 0 

offenbar siV^RiGi)) ^ s(V^R(a))), ..., iE((d)) sind, die V im 

Sinne von ( 1 ) gebraucbt, so werden wir fiir die genannten Classen 
ein Reprdsentantensystem in 

( 6 ) i = 1 , f.- I 5 1 , 1 

besitzen, wofern dabei die R, R\ Riy^—^) eines der im vorigen 
Kapitel fiir die Transformation Ordnung erster Stufe fixierten 

Reprasentantensysteme liefern. 

Diese Betracbtungen izbertragen sicb auf die Modulformen obne 
weiteres; wir scbliessen bier zweckmassig so: Moge etwa die alge- 
braiscbe Modulform CO 2 ) zu ein'er bomogenen gebbren und 

dabei definiert sein durcb : 

(7) g,) • + • • • + R,,{g„ g,) = 0. 

Durcb Ausiibung der Transformation R^^^ gebt (7) iiber in: 

( 8 ) + • • • + 9f) = 0 , 

und solcber Gleicbungen baben wir den ^Werten von Ic entsprecbend 
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iBSgesaiat Die Multiplication derselben fulirt auf eine Gleiehungj 
(lie ill den t Grossenpaaren sjmmetriscli ist; die Coefficienten 

tlieser Gleichung siiid somit Modulformen erster Stufe und als solclie 
rationale Functionen von ^ 2 ? Es folgt also die (5) entspreeliende 

Gkichung 

(9) -j 1- ruw{^^, gs) = 0, 

die wir jetzt wieder ^ 2 ? ffs) — ^ nennen^ und .an welche sich die 
bereits aus (5) gezogenen Folgerungen kniipfen. Sind iibrigens die 
Coefficienten von (7) ganz, so gilt dasselbe filr die Coefficienten von 
(9), Da ausserdem (5) aus (2) gerade so batte bergestellt vs^erden 
konnenj vrie (9) aus (7)^ so bemerkt man sofort: Eine ganse Modnl- 
fmciion oder -farm gielt, iransformiert, stets wieder eine gan^e Modul- 
fumiion bez, -form, Man sieht dies naturlicb leicbt auch vermoge einer 
ciirecten Betracbtung der z' ein. 


2. Gruppe des transformierten Moduls 0 '. Bedneibilitat der 
Eelation f(z', J) = 0. 


Die Eelation f(z\ J) == 0 des vorigen Paragrapben, oder aucb 
allgemeiner gesagt, die Gleichung f(/-, g,, g^) == 0 ist unter Um- 
siSnden reducibel, was wir jetzt naher zu uatersuchen liaben. Jeden- 
falls geht durch gewisse i> Modulsubstitutionen die Relation (8) § 1 
in die tp gleicbberecbtigten Relationen iiber, und soleherweise ent- 
springen aus dem einzelnen 0 ' sofort ip gleicbbereebtigte. Naturlicb 
konnen dann weiter diese g Systeme zn je ip Moduln 0 ' zu gewissen 
Abteilungen oder sogar insgesamt mit einander gleiebbereebtigt aus- 
fallen, und wir baben als vorlaufigen Satz: Ist die fragliche Belatim 
mcht irredmibel, so 0 erfalU sie in solcJie irreducibele Bestandteile, derm 
Grade in 0 ' durch f teilbare ZaMen sind. 

Zur naberen Untersucbnng der in Rede stebenden Gleicbung im 
Rationalitatsbereicb gj, g^ bez. J betracbten wir insbesondere den 
Modul 

0) 2'{m) = 0{Rai(o)) = s(«ra); 

dadnrcb wird freilicb unsere Betracbtung vorerst partieularisiert, indes 
werden wir doch leicbt von bier aus den allgemeinen TJberblick gewinnen. 

Soil die Modulsnbstitution die Function (1) in sicb transformieren, 

SO muss zufolge der Gleicbung 


a - nm -j- 
7 

nco d 


= z(nco) 


0 
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nacli den fiber s gemacliten Voraussetzungen y eine durcb n teilbare 
Zabl sein, worauf alsdann nock die weitere Bedingung hinzukommt, 
dass die Substitution: 


( 2 ) 





(5n\ 

dJ 


der Gruppe angehoren soil. 1st auf der anderen Seite v' eine 

Operation der die zugleich /3 = 0 (mod. n) hat, so findet man 
darch Transformation mit Bo in R-^v'Bo eine zu ^'(ay) gehorende 
Modulsubstitution. 

Um also die gesamte zu p/((d) gehorende Gruppe zu gewinnen, 
werden wir auf diejenige Congruenzgruppe Stufe fyj zuriickgehen, 
welcbe durch /3 eze 0 charakterisiert ist. Die gemeinsame Untergruppe 
von r^p und nennen wir r /5 ihr Index v wird offenhar ein ge- 
meinsames Multiplum von ^ und ^ sein, etwa 


( 3 ) 


V — % ' 


t ^ 


wo t der grosste gemeinsame Teiler von und ^ ist, % aber eine 
nicht naher bestimmte ganze Zahl, fur die man indes aufs leichteste 
die Bedingung 0 < % tr feststellt. Ein zur gefundenen Gruppe ge- 

horendes Polygon F' p^p wird sich ersichtlich aus — Polygoiieu Fyj 

Oder auch aus ™ Polygonen Fp aufbauen lassen. 

Transformieren wir nunmehr durch Eq, so geht jedes Polygon 
EV, filr sich genommen, in ein Polygon F^^ der durch (mod. n) 

deiinierten liber: F-^p = Bo{BXj^ , das dann natiirlich im allgemeinen 
noch keineswegs aus einer Anzahl imgeteilter Moduldreiecke zusammen- 
gesetzt ersclieint. Demgegenuher hemerJce man fur sjpdter, dass Fp = B>q(^F'p) 
keineswegs allgemein gleichfalls ^uieder das Bolygon einer Untergruppe der 
Modulgruppe wird; in der That haben ja nur die Operationen der 
die Eigenschaft, durch Bo wieder in Modulsubstitutionen transforiniert 
zu werden. Transformieren wir jetzt F' ppj, so erhalten wir zufolge 

t 

der entwickelten IJberlegung ein aus ^ Polygonen Fpj bestehendes 
transformiertes Polygon F p^p == Bo(F' ppj) , Dieses aber ist nach 

^ -Jf T. 

•imserer anfunglicJien Entwicklung das Polygon der mi b\(d) gehorenden 
Gruppe, welch' letdere sich damit als eine Untergruppe 

( 4 ) = 



!¥, 3. Ciriiiicllagen filr die Traasforination Ordnung hoiierer Stufe. 


iks Jmkj: z--- darMlt Dass diese T innerhalb cler eiiie 

r X.'— 

Uutergrappe des Index ^ ist, erscheint unmitielbar klar. Aber, wie 

wir sclion sagten^ ist demgegeniiber keine Untergruppe der 

Modiilgrappe*): iind es ist bier aueb keineswegs stets die Existenz 
eiiier f,/ e?identj die zur Gruppe (4) in clemselben Verbaltnis stande 
(d. h. sie als Untergrnppe entbielte), wie die zur f' 

Als unmittelbare Folgerung unserer tJberlegung enstspringt: 0'(co) 
M eim ron % • mit einander gleicliberecMigtm 3IodtilfiincUonen bepj, 

Ffjmim. Ist % = tj so ist diesm'Jialb f{p\ J) — 0 be 0 , f{B'] § 2 , g^) = 0 
irreiucM; isi % < r, so spaltet sicli von f ein irrediicibeler Factor des 

Grades % • ab^ dor gleieli Nidi geseM die Gleichmg filr F liefert 

Um aber genauer den Wert der bier auftreteuden Zabl % (iind 
zwar dann gleicb allgemein fiir samtlicbe irreducibele Factoren von f) 
zu untersucheuy miissen wir nunmebr den in Aussiebt genommenen 
Exciirs allgemein gruppentbeoretiscber Art einscbalten. 

§ 3. Excnrs iiber ein allgemeines Princip der Gruppentheorie : 
Der Fall ausgezeichneter Untergruppen. 

Eine principielle Rolle spielte soeben, wie man geseben bafc, die 
gemeinsame Untergruppe der beiden Gruppen und Um aber 
fiber diese Untergruppe das Genauere mitteilen zu konnen, wollen wir 
zunachst allgemein die Verbaltnisse klarstellen, welcke eintreten, so- 
bald wir die gemeinsame Untergruppe zweier der Modulgruppe an- 
geiorender r„^, aufzusucben haben. Die dazu notige Uberlegung 
bat fibrigens, wie scbon bemerkt, ganz allgemeine Bedeutung fiir die 
Tbeorie der unendlieben Gruppen. 

Sebr einfacb erledigt sicb unsere Frage in dem Palle, dass f,,, 
und beide innerbalb der Gesamtgruppe ausgeeeichnet sind, wie wir 
jetzt zunacbst annebmen wollen. Seien die Operation en Ton durcb 
1, diejenigen der durcb 1, w^, u\^, . . . bezeicbnet, so 

baben wir, da ausgezeicbnet ist, stets: 

(0 ' ‘VyW/, = tCuVi, tOkVi—ViWm. 

Unter Aufnahme des in I p. 321 bezuglieb einer ausgezeicbneten 
Untergruppe eingefiibrten Aequiyalenzzeicbens folgt aus (1) fiir die 

*) Sofem nicht der particnlare Fall vorliegt, dass die Gruppe f in der T' 
enthalten ist. . '^P 
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speciellen in diesen Formeln enthaltenen Substitutionen, indem wir 
die w resp. v mit 1 aquivaleiit setzen: 

(2) . (bez. r,J; (bez. 

Dlircli Combination von nnd entstebe die Gruppe deren 
Index t jedenfalls ein gemeinsamer Toiler von Vermoge 

(1) lasst sicli jede Substitution dieser auf die Form ViiVi^ bringen, 
und da 

' r-^ViW,7= 

ist, so besif^en tvir auch in cine in der Gesamtheit ausgemclmete 
Untergruppe. Sind die Classen von bez. und so 

erkennt man die Classe t von Vt sofort als eiiien gemeinsamen Toiler 
von und Insbesondere folgt: Sind relative Frimmlilen^ 

so ist Ft; die Gesamtgruppe; und weiter: 1st Congruen^gruppe^ 
aber durch Congruenmi niclit eingeschrdnJotj so ist ft wieder die Gesamt- 
gruppe. Andernfalls miisste namlicli ft Congruenzgruppe sein^ insofern 
sie in sicli entlialt, und musste zugleich die Nichtcongruenzgruppe 
umfassen. 

Die Gruppe reduciere sich^ beziiglich r,. genommen^ auf die 
endliclie Gruppe beziiglicli aber auf G^j^, was wir symboliscli 
T 

ausdrticken durcli: 

(3) (bez. (bez. 

<3? 't 

Ein Keprasentantensystem der f* beziiglicli liefert die Substitutionen 
der Gp , ; ist dabei als einzelne Substitution zunacbst ViWj, gewalilt, so 

konnen wir liinterber an deren Stelle auf Grund von viWk ^ Wkj 
(bez. die Substitution ^Vk setzen. In entsprechender Weise konnen 
wir ein Eepriisentantensystem der beziiglicli durcligebends aus 
Operationen v zusammensetzen und mogen so insbesondere fiir unsere 
beiden Gruppen G die Operationen gewinnen: 

(4) L/ , 

Die gemeinsame Untergruppe von und sei dieselbe 
ist gleiclifalls ausgezeichnet, und ihre Classe ist das kleinste gemein- 

Es grundot sicb dieses Schlussverfabren aiif den in I p. 320 (unten) aus- 
gesprocbonen Cursivsatz. 

Of. I p. 360 ii. f. 
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scliaftliclie Vielfaclie von und wire! sicli beziiglich der 

auf eine endliclie reducieren, als deren Operationen wir ein Re- 
_ 

prasentantensystem von bezilglicli Vv anzusetzen baben. Bemerke 
man in diesem Betracbt, davSS eine beliebige Operation tv^Vk der 
folgenden Aquivalenzen genligt: 

tOgV^r^iViVi (bez. T/J, WgVur-^w,uVk (bez. 

in der ersten ist ivi eine bestimmte Operation aus der ersten Reilie 

(4) , in der zweiten Vk eine bestimmte aus der zweiten Reihe (4); Vi und 
iv^ diirfen dagegen willkurlicb gewalilt werden, und also nelimen wir 
Vi = Vk und i'Vni = ‘iVi. Dann ist 

(5) lOgVu^ 'iOiVk (bez. r,,^, r,0, 0 < li resp. 

und nun liabeu wir auf der andern Seite den Satz^ dass 
iViVk -w.v, (bez. 

filr vier Substitutionen aus den Reihen (4) notwendig die Gleichungen 
i = r und li — s nacli sieli ziehen. Indem wir also alle Pro- 

ducte tOiVk bildeu, baben wir gerade ein Reprilsentantensystem der fz 
beziiglicb f,. gebildet. Sonacb erbalten wir den absebliessenden Satz: 
Die gemeinsame Unlergni.ppe von nnd ist cine in der GesarntheU 

aiisgemclinete des Index 

Wir sebliessen bier sogleicb nocb eine Reihe geometrischer Er- 
lauterungen an, welcbe zur leiebteren Erfassung unserer gruppen- 

theoretiseben Uberlegungen wesent- 
licb sind. 

Die Gesamtgruppe reduciert sich 
beziiglicb der ausgezeichneten 

't 

eine endliche Gruppe deren Ope- 

rationen wir uns zweekmassig in einem 
parallelepipedischen Schema angeord- 
net denken kbnnen. Indem wir etwa, 
wie wir hierneben in Pig. 3 angedeu- 
tet baben, ein rechtwinkliges Ooordi- 
nateusystem zu Grunde legen, mogen 
wir auf der positiven a;- Axe im Ur- 
sprung tVQ = 1 und sodann in gleichen 

Intervallen die weiteren — l) Operationen ^V 2 , . . ^ auf- 
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trageii; Hernach aber in analoger Weise auf der positiven y-Axe die 
^27 “ • ^>2 ? woraiif in der ii?,y-Ebene die Operationen 

t 

der Platz finden; dieselben genligen iibrigens ersicbtlieb der 

Bedingmig: 

tViVk VjtiVi J ^bez. 

Ein Reprasentantensystem der Gesamtgruppe beziiglicli ft sei durcb 
1 , gegeben; diese t Operationen tragen wir dann 

entsprechend auf der ; 0 -Axe ab, um jetzt in der That die Opera- 
tionen WiVhUi der nach hbersichtlichem Princip in der Gestalt 

T!, 

eines Parallelepipedons angeordnet zu haben. 

Reducieren wir die Gesamtgruppe f bezuglicli so kommt die 
der in der ^(?,£'-Ebene des Schemas befindlichen Operationen 
reducieren wir f beztiglich so kommt die der in der yz-'Ehene 
gelegenen VkUi, Reducieren wir f beziiglicli r^j so entspringt endlich 
die der in der ^-Axe stehenden Operation Demgegeniiber 

bilden, wie schon Yorhin angedeutet^ die in der xy-Wome, der und 
der y-Axe stehenden Operationen die Untergruppen bez. G/^^ 

iind G^i^^ welche den soeben in Betracht gekommenen Gruppen 

m 

beziiglicli zugeordnet sind. 

t 

Die hiermit zur Spraclie gekommenen Anschauungen haben wir 
jetzt weiter zur Yollen Erledigung unserer gruppentheoretischen Frage 
zu Yerwerten. 

§ 4. Fortsetzung des grnppentlieoretischen Exenrses: Fall 
mcht-aiisgezeiclineter Untergruppen. 

Sind ims zwei niclit-ausgezeichnete'’^’’*'^') Untergruppen der Modul- 
gruppe r gegeben, so gehen wir zur Erledigung unserer Frage nach 
deni gemeinsamen Bestandteile beider auf den Satz zurilck; dass in jeder 
Untergruppe you endlichem Index eine in der Gesamtheit ausgezeichnete 

Alle diese Reductionen stellen sicli Jetzt im reclitwinkligen Coordinaten- 
system der Fig. 3 tmter dem Bilde einfacher Projectionen auf Coordinatenebenen 
Oder -axen dar. 

Die nachfolgende Erorterung ist iibrigens volHg allgemein und umfasst 
den Fall, dass eine oder gar beide Yorgelegte Untergruppen ausgezeichnet sind, 
sogleich mit. 
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Uutergruppe von gleiclifalls endlicliem Index sicli findet (cf. I p. 327). 
So nehmen wir nnter voller Aufrecliterlialtung der Bezeichnungen 
des vorigen Paragraplien als die beiden vorgelegten Gruppen nnd 

wabrend die beiden ziigeliorigen ausgezeicbneten Untergrnppen 

o'a 

sein sollen. Selbstverstandlicli sind dabei Toiler von bez. 

nnd zwar wird man im allgemeinen die letzteren ausgezeicbneten 
Untergrnppen so walilen, dass ihr Index ein moglicbst niedriger ist; 
ftir die folgenden Betrachtungen ist dies indes nicht wesentlich. 

Der gemeinsame Bestandteil von nnd entbalt in sich; 

OTj, 0's, t 

statt null sogleich die gesncbte Grnppe selbst in Betracht zu ziehen^ 
wollen wir vorab diejenige endlicbe Grnppe anfsucben^ anf welche 
sie sicb bez. reduciert. Nnn wird sicb F^<^ bez. anf eine 

't 01 t Ti 

redncieren, nnd da miissen wir nns des genaueren die Lage der 
Operationen dieser Grnppe im Schema des vorigen Paragraphen ver- 
anscbanlicben. F^^^ entbalt F^,^, nnd eben deshalb werden die 

Operationen der Go\jit,^ gerade 6^^, znr y-Axe parallele, Transversalen 

r. 

unseres Schemas ganz erfiillen. Anf der anderen Seite bedentet dies: 
F^i^ reduciert sich hernglich F^^^ auf eine Ga^ von Operationen iViUkj die 

also sdmtlich in der X 0 -Ehene gelegen sind und eine Untergruppe der dort- 
selbst gelagerten Gf_c^ bilden, auf ivelcE leMere sich die Gesamtheit F 
he^. F^t^ reduciert. Als Untergruppe dieser Gf,i^ kennen wir bereits die 
F^/^ (bez. F^,J nnd benennen fortan als G^^ die gemeinsame 

Untergruppe von Go\ und sie wird aus denjenigen Operationen 


WiUk von Ga^ bestehen, in denen insbesondere %ik = 1 ist. Wir be- 
baupten dann: Ga^ gieU^ mm auch noch heBuglich reduciert , eine 
Untergruppe Gs^ von derjenigen Grt, ivelche die z-Axe unseres Schemas 
erfuUt; legen wir dabei durch die s^ von Gs^^ auf der ^-Axe ein- 
genommenen Pnnkte Parallele zn x-AxQj so entfallen auf jede derselben 

Operationen der Go\* 

Man wolle namlich zum Belege dieser Bebauptnng die Aeqni- 
valenz: 

w^Uh • ^OiUk ^ WiUmy (bez. 


mit Hiilfe der jedenfalls bestebenden Gleicbnng uuWi = uiMi iii 
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^ (bez. 

umsetzeii; welche ancli nocb bez. reduciert 

^ ^ 7 Uh%ih^%n (bez. f-t) 

liefert. Es liegt darin der Satz begriindet: Beliebige zwei Operationen 
aus zwei bestiinmten Horizontalreihen der ^r^-Ebene geben, in vor- 
gescliriebener Folge combiniert^ eine Operation aus eiiier bestiniruten 
dritten Horizontalreibe**^-). Nunmelir folgt auf Grand einer scbon 
ofter durcligeftihrten Uberlegung: Beteiligt sich iiberhaiipt eine Hori- 
zontalreihe der aJ^s^-Ebene an nnserer 0-^^, so liefert sie ftir dieselbe 

gerade Operationen nnd nicbt mehr5 damit ist aber unsere obige 

Behauptung im vollen Umfange dargetban. Man wolle sicb tibrigens 
sogleicli nocli folgende, unmittelbar einleuelitende Definition der Gruppe 
(xg anmerkeni l)6i^‘UffT/icJi diCT ctHS^c^dcJiHctcfi Ft? ^6diuci6)t 

(ohne dass nattirlieb F^,j die F^ in sicli zu entlialten braucbte)^ so 

01, 

entspringt die Untergru^pe vm G^: 

(1) r^. r*). 

Vollig analoge Betraclitungen gelten fiir die die sicli bezug- 

'h 

licb auf die Gruppe reduciere, wabrend sie andrerseits be- 

zilglieb r* auf fiihren mbge: ' 

(2) r«, ~ G,^, (bez. r r). 

Die Operationeu der G„^j^ Mien gewisse 0 ^ Transversalen des 

Schemas, die mit der rr-Axe desselben parallel laufen, vollstandig. aus, 

iiud zwar werden sicli diese Transversalen zn je in den $2 durch die 

Operationen u der G,, angezeigten Horizontalebenen finden. 

Die gemeinsame Untergruppe von F/,, und nm welche es uns 

(fa 

eigentlich zu than ist, reduciert sich nun bezuglicli offenbar auf 

•t. 

die gemeinsame Untergruppe der eben betrachteten G und Ga^j^. 

'*) Man denke sich in der That, wie Fig. 3 andeutet, die «-Axe senkrecht 
gerichtet; iihrigens druckt der gerade ausgesprochene Satz, wie man leicht 
beuierkt, nichts andorcs aus, als dass (?„^ ausgczeichncto Untergruppe von ist. 



94 IV, 3. Grundlagen fur die Transformation Ordnung lidlierer Stnfe. 


Sei also Gt die gemeinsame Untergruppe von G,.^ und Gs^ (so dass t 
gemeinsamer Teiler von Sj und sein wird); alsdann werden nur in 
den t durcli die Operationen von Gt angezeigten Horizontalebenen 
zagleicb Operationen von G^ und G^ sich finden, und zwar offen- 

t 't 


bar jedesmal . Insgesamt ist also den iind Ga^ eine Gta^ 

^ - -zr -r A'l A'a 

gemein, und da sowoh .1 in wie enthalteii ist, so entspringt 

T~ f/j fla 

der Satz: Dk, gemeinsame Untergruppe der beiden vorgelegten Grtippen 


r,,^ und r,,,, ist eine endlichen Index - 

O'j ffg, 

Bei der Ableitung dieses Resultates setzten wir, wie sclion be- 
merkt; keineswegs voraus, dass imd die nmfassendsten in der 
Gesamtlieit ansgezeiclineteii Untergruppen sein sollten^ die sich in den 
beiden vorgelegten Gruppen finden. Wenn es also zweckmassig ist^ 
durfen wir oline Anderung der voraufgehenden Entwicklimg nnd ihres 
Resultates miter aucli andere als die nmfassendsten Untergruppen 

ihrer Art verstehen. Sobald librigens die Gesamtgruppe ist, haben die 
Zalilen . 93 , t den Wert 1, und also haben wir z. B. die besonderen 
Siltze: Sind die Classen der beiden vorgelegten Untcrgnqjpen gegen 
einander rclativ prini^ oder anchj ist die eine tenter iJinen erne Congruenz'- 
gntjppe, die andere aber nicht, so ist der Index Hirer genieinsamen Unter- 
gruppe gleiclh dcm Froducte der Indices der beiden geyehcnen G)%tppen, 
Demgegenilber kommen die voraufgehend entwickelten Vorstellnngen 
im vollen Umfange in den Fallen r > 1 zur Geltung. 


§ 5. Erledigung der Frage naeli der Gleichberechtigung der 
transformierten Modnln 0 '( g )). 

Mit Hillfe der nun gewoiineiien Slltze konnen wir jetzt die Unter- 
SLichung der §§1,2 leicht zum Abschluss bringen. Es handelte sich 
darum zn entsclieiden, in welche irreducibelen Factoren die linke 
Seite der Gleichung /’(;/, J) == 0 filr die gtlj transformierten Moduli! 
0 ' zerfrdlt’'^'*). war die Gruppe von ^(<n); wir miissen indes, um 
einen beliebigen unter den irreducibelen Factoren zii fassen, von irgend 
oilier mit gleichberechtigteii fj? ausgehen, zu welcher der mit 0(co) 
gleichberechtigte Modul 0 i{co) gehbre. Die zur Modulfnnction 0i(n(n) 
gehorende Untergruppe hatte den namlichen Index, wie die gemein- 
same Untergruppe von und Vyj, Um denselben zu bestimmeu, 


Wir betracliten hier der Kiirze halber nur Modulfunctionen, keine Formen. 
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beneniien wir diircli die umfassendste in der Gesamtheit aus- 

gezeiclinete Untergruppe, die sich. in findet, unci die offenbar die- 
selbe ist fiir alle .... Wir nebmen ferner als in fyj entbaltene 

ausgezeicbnete Untergruppe die Hauptcongruenzgruppe Stufe und 
miissen dementsprecliend die Gruppe des vorigen Paragrapben bier 
als diejenige ausgezeicbnete Congruenzgruppe Stnfe von moglicbst 
grossem Index erklaren, die entbalt. Wir baben also^ nm es 
zusammenzufassen, fiir die Bezeicbnungen des vorigen Paragrapben 
bier folgende specielle Bedeutung: 

wilbrend im iibrigen 

(2) ^ (bez. fr) 

sein soil und die gemeinsame Untergruppe von unci durcb 

Gi. bezeicbnet -werden moge. Es folgt claim als unmittelbare An- 
wenclung vom Hauptsatz des vorigen Paragrapben: Derjenige irreducibele 
Bestandteil von J) = 0, welclier bI geniigt, hesitgt in b' den Grad: 

. 

So oft also die Gruppe r« von b{g}) in Bezug auf n keinerlei 
einscbrankenclen Congruenzbeclingungen unterliegt, was insbesondere 
imnier dann eintritt, wenn die Olasse m von relativ prim zum 
Transformationsgrad n ist, wird r = 1 and eben desbalb aucb 
= ti = 1. In alien diesen Fallen ist die Eelation Grades 
f{Fj J) == 0 irreducihel Oder (anders ansgedriicht) alle tmnsformierten 
Modulfimctionen b\g)) sind mit einander gleicJiherechtigf, 

Uemgogeniiber tritt eine grossere Reibe verscbiedener Moglicb- 
Iceiten ein, so oft Untergruppe elner Congruensgnippe n^^^ Stnfe ist. 

Als Beispiel fiir den letzteren Pall setzen wir etwa mit der 
Hauptcongruenzgrnppe Stufe selbst identiscb; alsclann baben wir 

H = t, .s? = = 1, .Sg = i-nf{n), 

und demgemilas wire! die Relation f{0', J) — 0 in -ip irreducibele 
Gleicliungen des Grades \-n(pip zerfallen. Im Specialfalle n — 2 (wo 
eine bekannte Modification der eben angegebenen Zahlen eintritt) 
baben wir drei Relationeu seebsten Grades; wir werden dies spater 
bestatigt linden. 

Setze man ferner etwa «(<») = " l/2(aj), wobei m eine beliebige 
ganze Zabl ist. Wir baben drei gleichberechtigte rlsui, die modulo 
IG eingesebriinkt sind, indein sie sicb auf die drei in I p. 666 (5) 
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genannten Congruenzgruppen modulo 16 reducieren. Als Trans- 

formatiousgrad walileii wir ^ = 8 und komien sonach als Haupt- 

congrueuzgruppe ackter Stufe ansetzen. Nun ist bezuglich 
reduciert, d. b.. modulo 8 genommen: 



00 

/ a, 0\ 

1 


r48m 

^ \2h, a)’ 




Crs ; 

{«; 2?A 

a)’- 


> (mod. 8), 

r- " 

1 48 m 


+ - 
\ 21), a ■ 

-2h \ 

- 2h)’. 



wobei wir immer sogleich die in der einzelnen entbaltenen Opera- 
tiouen angaben. Auf der anderen Seite ist 

. r;,(8) ~ ; « = (*' , (mod. 8), 

und also folgt /q = 8^ — 2, == 2. Durch leichte Zwiscbenreclinung 

ergiebt sich: Die Relation vom Grade 576 filr die transformierten 

^]/X zerfallt in seclis irreducibele Bestandteile^ von denen vier den Grad 
48 * ni^ die zwei letzten aber 192 • m zeigen. 

§ 6. Allgemeines iiber die Bezielmng zwischen und 0 . 

Ausscbluss der Mchtcongruenzmoduln. 

Bei der nachstfolgenden Betracbtung setzen wir die Classe m des 
zu transforinierenden Moduls ;a-'(a)) als relativ prim gegen den. Trans- 
form ationsgrad n voraus. Wir erreichen so, dass die Relation 
Grades /’(^', J") = 0 irreducibel ist. Die Irreducibilitat bezielit sich 
aber, wie schon gesagt, auf den Rationalitatsbereich J", und wir 
fragen nunmehr, in welche Factoren f{ 0 \ J) sich Bcrlegen Idsst, sdbald 
wir die imj^riingliche Modulfunction 0 (be 0 , mich Modulfonn 0 , sofern 
wir mit f{ 0 '] g^j g^ arheiten) adjungieren. Diese Frage kleidet man 
ohne Miihe in ein rein gruppentheoretisclies Gewand ein, und zwar in 
folgender Weise: Als Gruppe von 0 (n(D) haben wir vorhin eine gewisse 
r^n/> bestimmt; zu einer beliebigen Wurzel von /*(/', J) = 0 gehore 
die mit ihr gleichberechtigte Gruppe Wir bestimmen nach den ent- 
wickelten Regeln die gemeinsame Untergruppe Vfy, von und rjla/j 
und betonen, dass sich das zugehorige Polygon aus % Polygonen 
Flic zusammen setzen lasst; % aber ist hier eine ganze Zahl, die fiir 
die verschiedenen sehr wohl verschiedene Werte annehmen mag. 
Fur r^c giebt (^, J) ein voiles Modulsystem, und also schliesst man 
sofort, dass 01 einer irreducibelen Relation Grades 
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(1) J) • /—I + • • • + B,{z, == 0 

gentigen wird^ deren linke Seite einer der Factoren von J) ist. 
Die iibrigen Factoren wird man in entsprecliender Weise finden, indem 
man die durcli (1) nocli nicht erledigten Grappen heranzielit. 
Adjungiert man an Stelle von b{(x1) eine damit gleichberecktigte 
Modulfunction B(V{ci))j so wird dadurch leicbt ersicbtlicber Weise in 
der Gestalt der Factoren von J) keinerlei Modification bewirkt; 
nur die Bedeutung der Wurzeln der einzelnen Gleichung (1) kann 
insofern eine andere werden, als sicli^die ^ip Moduln 0 ' nun in anderer 
Weise zusammenordnen mogen. 

Wie man sielit, gewinnen wir die Grundlage fiir die Losung des 
aufgeworfenen Problems durcb Aufstellung der gemeinsamen Unter- 
gruppe von und Hiermit baben wir aber zugleicb nocb eine 
andere Fragestellung im Princip erledigt^ welcbe letztere weiterbin 
eine besondere Bedeutung erlangen wird. Im voraufgehenden Kapitel 
erwiesen sicb in tbeoretiscber Hinsicbt als besonders einfacb diejenigen 
Transformationsgleicbungen, welcbe ein transformiertes J' an das 
urspriinglicbe J kniipften. Dem wiirde bier entsprecben^ dass wir 
die algebraiscbe Relation F(0\ 0 ) = 0 aufsucben, durcb welcbe 0 ' an 
0 geknixpft ist. In diesem Betracbt erinnere inan sicb, dass J in der 
Relation (2) p. 84 zwiscben 0 und J auf den Grad v, in /*(^', /) == 0 
aber auf den Grad v'lj) steigt, sofern 0 auf dem Polygon cine 
^'-wertige Function ist. Durch Elimination des J aus heiden Gleichungen 
enfspringt also eine Belation: 

(2) + B,(0) . + h B^,yj{0) ^ 0, 

ioelclier jedes transformierte 0 ' als algehraische Function des ur sprung- 
lichen genugt; dabei wird, sofern wir auf der linken Seite von (2) 
durcb Multiplication die Nenner der Functionen Bid) entfernt baben, 
aucb 0 bis auf den Grad steigen. Wir benennen die letztgedachte 
Gestalt fiir die linke Seite von (2) als F{ 0 \ 0 ) und mogen F{0\ 0 ) =■ 0 
wiederum als eine Transformationsgleichung bezeicbnen. 

Das scbon erwabnte Problem aber, welches sicb bier unmittelbar 
anscbliesst, ist offenbar dieses: 0 ) in seine irreducibelen Factoren 

0 erlegen. Ist wie vorhin die gemeinsame Untefgruppe von und 
rfiy), so werden auf dem zugeborigen Polygon Ftc/n die beiden zur 
geborenden Functionen 0 i((D) und ^(co) je :;cz/-wertig sein und solcber- 
weise durcb eine Relation verkniipft sein: 

(3) ^ = 0 ; 

welcbe im bekannten Sinne aucb fiir 0 vom Grade kv ist; diese 
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ergiebt uns nun offenbar einen der irreducibeln Factoren von ( 2 ). 
Des Uberblicks halber geben wir vorlaufig sogleicli die beideii 
aussersten Falle an^ welcbe bei der, vorliegenden Untersuchung ein- 
treten konnen. Offenbar ist der hocliste Wert, den % annebmen 
kann, in diesem Fall ist ( 2 ) selhst lereits irreducibel. Der 

niederste Wert fiir ist derselbe tritt ein, falls in der 
enthalten ist. Haben wir zudem in eine Untergruppe des Ge- 
sclileclites p — 0 , uiid ist 0 ein zugehoriger Hauptmodul, so ist ( 3 ) 
eine Relation Grades sowohl in 0' wie 0. Hier Iiaben wir also 
die gleiclie EinfacHheit wiedererlangt, die wir bereits von der ersten 
Stufe her kennen, und werden deshalb bei diesem Falle sehr bald aus- 
fulirlich zu verweilen haben. Vorab mogen wir hier noch ein paar 
Satze entwickeln, welche den Zweck haben, das Feld nnserer Unter- 
suchung durch Ausschluss der Nichtcongruenzmoduln zu glatten. 

Bedeutet PF im speciellen die Transformation G)' = nco, so konnen 
wir unsere Frage nach der Reducibilitat von ( 2 ) auch in das Gewand 
kleiden, dass es sich um die gemeinsame Untergruppe von und 
PF"“^r^tPF handeln soil; in der That ist ja nichts anderes, als 
der gemeinsame Bestandteil der Modulgruppe f und der Gruppe 
Ist aber Untergruppe von so werden wir sagen: 
I)er arithmetische CJiarolcter der hat sich gcgeniller der Trans- 
formation durch W vollstdndAg erhalten. Sind und gemeinsam 
nur erst in der Gesamtgruppe f enthalten, so ist der arithmetische 
Charakter der bei der Transformation durch W vollstandig verloren 
gegangen; fiir die dazwischen liegenden Falle ist er endlich zum Teil 
erhalten geblieben. Indem wir nun hier in erster Linie allein auf die 
ausgezeichneten Untergruppen Riicksicht nehmen, gilt der wichtige 
Satz: Fur die der Classe angehorende IIaujotcongnien0gruppe Stufe 
UeiM der arithmetische Charahter bei Transformation durch W voll- 
stdndig erhalten; und wir mussen hinzusetzen: Man darf dies fiir eine 
besondere Figenschaft allein jener Congruen0gruppe halten, welche fiir 
ausge0eichnete Nichteongruen0gruppen Classe Iceineswegs 0u hestehen 
scheint. 

Der erstere Satz ist unmittelbar evident: Ist namlich 

so bestelit offenbar aucb die Congruenz 

(4) v' ^ ^ 1, (mod. m), 

sofera v' iiberhaupt eine Modulsubstitution ist. Den letzteren, als 
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wahrsclieinlicli hinge stellten Satz gab die ansfiihrliche Betrachtung 
specieller Transformationsgleichungen an die Hand. Man kann auch 
gewisse Uberlegungen an den Umstand kniipfen, dass die Nicht- 
congruenzgruppe der Olasse angehoren soil. Dieselben wiirden 
den ansgesprochenen Satz dem Verstandnis naher bringen; inzwisclien 
scheint es, dass eine vollige Klarstellung der Verhaltnisse dadurcli 
erschwert ist, dass wir liber den arithmetischen Charakter der Nicht- 
congruenzgruppen fast nur negative Eigenschaften aussagen konnen. 
Demgegentiber giebt uns die thatsachlich festgestellte Invarianz der 
Hauptcongruenzgruppe Stufe bei Transformation durch W die 
Grundlage fiir einen wichtigen Ausbau unserer Entwicklung, welcV 
letztere demgemass fortan auf die Congruenzgruppen allein ein- 
geschrankt bleibt. 

§ 7. Untersnchting der Transformationsgleichiing fiir einen 
Congruenzmodnl 2 beliebiger Stufe. 

Zufolge der soeben ausgesprochenen Einschrankung verstehen wir 
unter fortan eine beliebige Congruenzgruppe Stufe unci nehmen 
den Transformationsgrad n wie bisher relativ prim gegen w. In 
diesem Falle ist wie jede mit ibr gleichberechtigte eine 

Congruenzgruppe der Stufe mn. Es ist namlich die Hauptcongruenz- 
gruppe Stufe ; deren Index wir zur leichteren Unterscheidung fiir 
den Augenblick mit (m) bezeichnen, in enthalten; entlialt 

demnach diejenige Untergruppe in sich, welche der r(„i) mit der Con- 
gruenzgruppe Stufe V^{n) geraeinsam ist. — Wenn es sich also mn 
den gemeinsamen Bestandteil der und handelt, so werden wir 

die beiden in § 4 mit r,. und bezeichneten ausgezeichneten Unter- 
gruppen hier mit und r(;, 2 .M) identificieren. Daraufhin wircl mit 
V(^m) coincidieren, und beziiglicli reduSieren lieisst nun ein- 

facli, sie modulo m nehmen. Sei 

(1) (mod. 

und v = ^ irgend eine Operation der (r^. Wir konnen dann eine 

mit V mod. m congruente Modulsubstitution bekanntlich immer nQch 
so wahlen, dass ihr zweiter Coefficient durch n teilbar ist. Transfor- 
mieren wir diese Substitution durch Wj so entspringt eine Substitution 
der die sich modulo m auf 

v' = , (mod. m) 

ty ^ 


( 2 ) 
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reduciert^ das Symbol (mod. m) in der liblichen Bedeutung go- 
brauclit. Alle s mod. m verscliiedenen Operationen v' werden sich 
sonacli in derjenigen Untergruppe der G(jri) linden ^ auf welcbe sicli 
modulo m reduciert, und man beweist leicht durcli Transforma- 
tion dieser letzteren Untergruppe von vermoge dass man 

solcherweise ihre samtliclien Operationen gewinnt. Wir lidben also das 
JReS’ultat: 

(3) r, = G: = W-^Gs W, (mod. m) , 

^lnd man erlmint in Gg sehr leicht eine mil Gg holoedrisch isomorphe 
Untergruppe der G{m). Die mit Gg gleicbberechtigten Gruppen (inner- 
halb G(.m)) seien G/', auf diese werden sicb alsdann die 

tibrigen modulo m reducieren. 

Mogen jetzt innerhalb der G(m) die Gruppen Gg und Gg"^ die Unter- 
gruppe Gt. gemeinsam haben^ so wird nacb den Regeln des § 4 die 
Gruppe mit eine Untergruppe des endlichen Index 

gemeinsam liaben. Von der Transformationsgleichung 0 ^ = 0 des 
Grades tvird sich daraufhin ein irreducibeler Factor des Grades 

in Semg atif oJbspalten, und man sieht sofort; dass auch ^ in 
diesem Factor bis auf den Grad ansteigt, insofern ja / auf dem 

''i 

Polygon der Gruppe die Wertigkeit bat. Hiermit sind dann zu- 
gleich Y Untergruppen Gg^ Gf\ ... erledigt*, die riickblei- 

benden werden wir nach demselben Princip weiter bebandeln, um die 
gesamten irreducibeln Factoren von F(/, 0 zu erlangen. 

Filr die Reducibilitat einer zur Stufe gehorenden Transfor- 
mationsgleicbung F(^\ b) = 0 sind biernacli, sobald m> 1 ist, eine 
grosse Reihe verscbiedener Palle denkbar und, wie man sieht, kommt 
es in erster Linie darauf an, welchen Rest der Transformationsgrad n 
modulo m hat; in der That sind AnBahl und Grad der irredticiheln 
Factoren voil F{b\ b) fur alle modulo m congruenten Transformations- 
grade n in Uhereinstimmung. Soil F(b\ b) einen Factor des niedersten 
Grades v^} besitzen, so muss die zugehorige Zahl % — s und also 


= G, sein. Dies tritt offenbar stets und nur dann ein, wenn 
durch W in eine mit ihr gleichberechtigte Gruppe transformiert wird: 

(5) G; = W- ^ Gg W Ea VGgV - S (mod. m ) ; 


in diesem Falle wird also Gg durch eine gewisse Transform atioii n^^^ 



IV, 3. Grundlagen fiir die Transformation Ordnnng liolierer Stufe. 101 


Ordnung, namlich WVj in sieh ubergefiilirt. Soil F{b',£) in lauter 
Factoren des Grades vil) zerfallen, so miissen alle unter einancler 
und mit G^ identiscli ausfallen: Beduction in lauter Factoren 
Grades tritt also nur fiir diejenigen ausgezeiclineten Unfergruppen 
Stufe ein, welclie mit W vertauscJihar sind. 

So oft n = l (mod. m) ist, ist die durch G(^ni) =W~''^G(m)W an- 
gedeutete isomorphe Beziehung der G(m) aaf sicli selbst die identiscbe, 
bei welcber jede Operation der G^m) sicli selbst entsprichi Ist m = — 
so konnen wir die Wirkung der Transformation vermoge W aucb da- 
durch erzielen, dass wir durcb die Modulsubstitution zweiter Art A 
transformieren. Im ersten Palle ist sonaeb stets Gs mit den Gs^ gleieb- 
berecbtigt; im letzteren Falle tritt Gleicbbereehtigung, wenn nicbt 
scbon innerbalb der G(m)y so dock jedenfalls innerlialb der erweiterten 
^ 2 (m) eiii- Fiir (mod. m) diirfen wir keineswegs allgem ein er- 

warten, dass Gs mit Gs' innerbalb G(m) gleicbberecbtigt ist. Da diese 
Verbaltnisse indessen nicbt nur von dem Reste n modulo sondern 
durcbaus aucb von der Eigenart der gerade betracbteten Gs abhangen, 
so verlangt die allgemeine Bebandlung unserer Fragen die Kenntnis 
der Structur der G(m)- Wir berucksicbtigen bier demgemass vor alien 
Dingen den Fall der Frimmhlstiife m — q_^ wo wir Anschluss an die 
in I p. 419 u. f. gegebenen Entwicklungen gewinnen. 

Fiir m = q gestalten sicb die Verbaltnisse desbalb besonders ein- 

facb, weil innerbalb der G^q) = Gq{q^^t) zwei Untergruppen der gleicben 

2 

Structur in den weitaus meisten Fallen zugleicli mit einander gleicb- 
berecbtigt sind. Hierbei wird sicb unsere Untersucbung darauf zu 
bescbriinken baben, fiir die Gs die gemeinsamen Bestandteile aufzu- 
stellen^ welcbe sie mit der einzelnen ibrer gleicbberecbtigten Unter- 
gruppen Gsy Gfj Gs'j . . . gemein bat. Nebmen wir z. B. den Fall der 
cycliscben Gq, die I p. 427 aufgestellt warden, so ist die umfassende 

Relation F{^'j ^) = 0 vom Grade vxj) • - - - - - - - « Die gleicb- 

berecbtigten Gq sind nun bekanntlicb zu je - - y -- identiscb, so dass wir 
fiir diese Gruppen s = ti — q baben und von Jiieraus mndclist insgesamt 

- - irreducibele Factoren Grades erhalten. Irgend eine G/, Gf', . . . 

bat aber mit Gq bekanntlicb nur die Identitat gemein, so dass nun fiir 
die iibrigen Gruppen s — q, ti = 1 zu setzen ist. Der von JF(/, 

nocb riickbleibende Factor bat aber den Grad — -vf] derselbe ^erfdllt 
sonach in irreducibele Factoren vom Grade qv^jj. — Sollen wir viel- 
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leicM weiter der (g' + 1) gleichberechtigten (mod. g') 

2 

gedenken^ so beactte man^ dass in jeder Gq(q—i) im ganzen q gleicb- 

2 

berecbtigte Oq—i entbalten sind^ dass also umgekebrt die einzelne 
■ “ 2 ~ 

Gq^i sicb immer an met Gruppen Gq(q^i) beteiligt (cf. I p. 431). Man 

_ 

gewinnt demnach leicht das Resultat: Die Transformationsgleichung 
0 ) == 0, ivelche gegenwdrtig in 0 ' {imd auch in 0 ) den Grad 
+ aufweist^ 0erfdlU in 0 wei irredncibele Teile der Grade v^Ij 
1)60, qvijj. 

Wollen wir Gleicliungen F( 0 \ 0 ) = 0 baben, bei denen kein 

einziger irreducibeler Factor auf den niedersten Grad v'lj; lierabsinken 

soli, so iniissen wir auf Untergruppen derartiger Structur zuriickgeben, 

dass sicb von ibnen mebrere, nnter einander nicbt gleicbberechtigte 

Systeme innerbalb der Gq(q^^x) vorfinden. So batten wir z. B. filr 

_ 

— 1 zwei Systeme von je — - Oktaedergruppen G^^^ die 

innerbalb der erweiterten G 2 {q) gleicbberecbtigt ausfielen, nicbt aber 
scbon innerbalb der G(q) selbst. Da ( — 1) quadratiscber Nicbtrest 
von q ist, so zieben wir leicbt den Schluss: Nur falls der Transforma- 
tionsgrad n quadratischer Best von q ist, tvird ein {tmd, wie man leicht 
sieht, aiicli nur ein) irreducibeler Factor Grades in F{ 0 , 0 ) auf- 

treten; fur Nichireste n sinlct Izein ein 0 iger Factor auf diesen Grad her ah, 
Genauere Angaben iiber die irreducibeln Factoren des betreffenden 
0 ) wird man auf Grund der in I p. 476 u. f. entwickelten Satze 
liber die leicht ableiten. 

§ 8. Besondere Betrachtung des Falles v — 1, Die Modnlar- 
gleicbungen holierer Stufe. 

Die soeben entwickelten Satze passen ohne weiteres aucb fiir die 
im Anfang des § 6 gemeinte Zerlegung der Relation f( 0 \ J) = 0, 
welcbe nach Adjunction von 0 eintritt; nur ist dabei, sofern es sicb 
imi den Grad dieser Bestandteile in 0 ' bandelt, in den voraufgehenden 
Angaben allemal 1 statt v zu setzen, wahrend sicb tiber den Grad in 
0 und J allgemeine Angaben nicbt macben lassen. In dem besonders 
wichtigen Falle, dass von vornherein schon v = 1 ist^ coincidieren die 
beiclen im Anfang des § 6 entwickelten Problemstellungen. Ilier ist 
in der That cine Untergruppe des Geschlechtes jp = 0, 0 {(x)) ein 0 u- 
gehoriger Mauptmodul und also J rational in 0 . TriflPt es sicb iiberdies, 
dass Gs(^ r^(, mod.’W^) durcb W in eine mit ibr gleicbberechtigte 
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transformiert wird, so entspriugt von i) aus eine der G^s^ 

zugeordnete Gleichung : 

(1) + .2(^0 . + • • • + = 0, 

welche mit den Modulargleichungen der ersten Stufe (vgl. voriges Kap. 
p. 54) die grosste Analogie aufweist und eben deswegen als eine mir 

Stufe gelidrende Modulargleichung bezeiclinet werden moge. 

In der Tliat besitzt die Gleichung (1) sowobl in wie aucb in 
^ (nach der erforderliclien Umgestaltung) den Grad Was die Mono- 
dromiegi'uppe von (1) angebt, so liat dieselbe 'wieder genau die Ord- 
nung und Structur der filr die Transformationsgleicliungen erster Stufe 
in § 6 des vorigen Kapitels (p. 53) angegebenen Gruppe der Ordnung 

. Da namlicb m und n relative Primzablen sind, so werden 

2^+0- ^ 

sicb. in der nocb alle modulo n unterscbiedenen Typen von Modul- 
substitutionen vorfinden. Wir konnen dieserbalb allein scbon durcb die 
Operationen der alle jene Umstellungen der ^ Wurzeln 0 ' von (1) 
hervorrufen, welcbe wir bei der ersten Stufe durcb Ausiibung der 
modulo n unterscbiedenen Modulsubstitutionen auf die ^ Classen der 
Transformation bewirkten; eben jene Umstellungen der ^ Classen der 
Transformation Ordnung oder jetzt also der tp Wurzeln von (1) 
bilden aber die gerade genannte Gruppe: Nun muss weiter jede 
rationale Function der Wurzeln 0 ', welcbe bei diesen Umstellungen 
unverandert bleibt, zur geboren und ist also bei dem der Gleicbung 
(1) zu Grunde liegenden Rationalitatsbereicb 0 als bekannt anzusehen. 
Gleicbung (1) hat also in der That dieselbe Monodromiegruppe, wie 
die Modulargleichung erster Stufe Ordnung. Zu den bestimmenden 
Eigenscbaften der Modulargleichungen sollte aber neben ibrem Grade 
und ibrer Monodromiegruppe drittens aucb nocb die Vertauscbbarkeit 
ihrer Argumente /, 0 geboren (cf. p. 57). Wie diese dritte Eigen- 
schaft fiir die Modulargleichungen boberer Stufe etwas allgemeiner als 
bei denen der ersten Stufe zu fassen ist^ werden wir weiter unten in 
den zu betracbtenden Specialfallen nocb ausfubrlicli kennen lernen. 

Was die Existenz der Modulargleichungen boberer Stufe anlangt, 
so sprecben wir nocb einmal den Satz aus: Modulargleichungen existieren 
jedenfalls nur fur Hau^tmoduln 0((o), Wir konnen sogleicb binzu- 
setzen: Fs existieren auch filr jeden Hauptmodul Modidargleichungen, 
so fern der Transformationsgrad n durch die Stufe m geteilt den Best 1 
Idsst Mehr kann man allgemein nicht aussagen-, freilicb kennen wir 
vom vorigen Paragraphen her Hauptmoduln^ welcbe fiir alle gegen 
m primen Transformationsgrade n Modulargleichungen besitzen*, aber 
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andrerseits liefern uns fiir 2 == 7 die sieben gleicbbereclitigten des 
einzelnen Systems Beispiele von Hanptmoduln (cf. I p. 384), welcbe 
nur fiir solcbe n Modulargleichungen besitzen, die quadratiscbe Reste 
von 7 sind. 

Existieren fiir eine vorliegende des GescMechtes p — 0 bei 
fest gegebenem n Modulargleicliungen, so ist es weiter von Wicbtig- 
keit, die Aiizahl dieser Gleicliungen d. li. die Anzalil der Pactoren 

Grades von anzugeben. Audi diese Frage werden ivir 

anf gruppentheoretiscliem Wege zu beantworten haben. Ist namlidi 

die umfassendste Untergruppe, in welclier ansgezeicbnet ent- 

balten ist, so fallen bei Transformation der vermoge der Opera- 
tionen eines zur geborenden Reprasentantensystems (der Gesamt- 
gruppe) im ganzen % Gruppen mit identisch aus. Eutsprecbend 
finden sidi unter den mit W~'^GsW gleicbbereclitigten Gruppen ins- 
gesamt % mit Gs ideutiscbe, und also existieren fur einen mr 
gehorenden IIa%iptmodul ^ im ganzen % Modulargleichungen. Aber die- 
selben steben in einer ausserst naben Beziehung zu einander. Sei 
namlicb 

(2) (bez. ■ 

so l&st sicb zufolge I p. 603 diese G^ am zweckmassigsten als eine 
Gruppe von % linearen Substitutionen des Hauptmoduls z darstellen. 
Hier bemerkt man leicbt: Aus einer einzelnen Modulargleichung ent- 
springen alle indem man bei unverdndertem z' aiif z jene % linearen 
Substitutionen der Gjc aiisilbt. Ubrigens bedarf es nur einer kurzen 
Betracbtung, zu beweisen, dass jene % Modulargleicbungen aucli alle 
in ibrer ausseren Gestalt von einander verscbieden sind. Inzwiscben 
bebalten wir uns docb alle in dieser Ricbtung liegenden Eiiizel- 
nntersucbungen fiir das nacbste Kapitel vor, in welcbem wir Beispiele 
von Modulargleicbungen ausfiibrlicli durcbsprecben wollen. 

Schliesslicb mogen wir bier nebenber bemerken, dass die in den 
voraufgebenden Paragrapben entwickelten Grundlagen fiir die formen- 
theoretischen Transformationsgleichungen ihre Bedeutung bebalten. 
Dabei wurde uns z, B. die Existenz der zur ersten Stufe adjungierten 
Transformationsgleichungen der Wurzeln aus A (vgl. das vorige Kap, 
p. 74 u. f.) von gruppentbeoretiscber Seite ber verstandlicb werden 
Es wiirde das einfacb darauf hinauskommen, dass die zu yA,yA/yA 
geborenden r4, msgezeichnete Gruppen ibrer Stufen m sind, 


Gerade mit diesen gruppentheoretisclien Gesichtspimkten arbeitet Hr. 
Hurvritz in seiner wiederholt genannten Abbandlung des 18^®^ Annalenbandes. 
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und dass dieselben^ modulo m reduciert, zu lautei' mit W verfauscJibaren - 
fiiliren^ sofern nur an der tier iiberall zu Grunde liegenden 
Voraussetzung relativ primer n festgehalten wird^). 

§ 9. Die zTir Stufe gehorenden Reprasentantensysteme der 
Transformation Ordnung. 

Bedeutet B^, B^j^i ein beliebiges Reprasentantensystem 
erster Stufe Ordnung, so bildeten wir im vorigen Eapitel alle 
eigentlicben Transformationen Ordnung in der Gestalt ViBk, wobei 
Vi die Modulgruppe f zu durchlaufen liat; alle Transformationen 
Bjc^i, V^Bjc^i, V^Bk^iy ... setzten dabei die Classe zusammen. 
Untersuchten wir demgegeniiber die Zablen ViBj,((X)) in Anbetracbt 
ihrer Aquivalenz beziiglich der Congruenzgruppe Stufe so zer- 
fiel die einzelne jener Classen nunmelir in ^ unterscbiedene Classen, 
und wir batten die letzteren durcb F^-iRa zu 

reprasentieren (p. 85), wo jetzt 1, F^, ..., F^^— i ein Reprasentanten- 
system der V f .1 vorstellt; man mag sich die solcberweise ent- 
springenden Reprasentanten fur Transformation Ordnung Stufe 
schematisch in Gestalt eines Recbtecks angeordnet denken, dessen 
(Jo + 1)*° tiorizontalreibe aus den Transformationen Ra? F^Ra, • • •> 
F^i— iRa bestebt. 

Die Anordnung der Classen in Horizontalreiben des Schemas 
baben wir also nach der Vorscbrift getroffen, dass alle ^ Classen der 
einzelnen Horizon talreibe bezuglicb der Gesamtgruppe f aquivalent 
ausfallen. Fiir die Anordnung in Vertikalreiben geben die yorauf- 
gehenden Entwickluugen iiber Modulargleicbungen boberer Stufe eine 
entsprecbende Vorscbrift an die Hand, die wir offenbar durcb geeig- 
nete Auswahl der Ra zu bewerkstelligen baben. Sei 0 ( 00 ) ein zur 
geborender Modul und ;2?(Rq(g})) algebraiscbe Function Grades 

BetrefFs der ausgedelinten Litteratur iiber die Modulargleicbungen boberer 
Stufe vgl. man die Angaben des folgenden Kapitels. Zu den formentbeoretiscben 
Gleicbungen bOberer Stufe, auf welche wir weiterbiu nicbt mebr zuriickkommen 
konnen, sind vor allem ibrein Weseu nacb die Jacobi’scJien MulUjflicator- 
gleiclmngen zu recbnen, welche wir der zweiten Stufe zu adjungieren baben, wie 
scbon gelegentlicb bemerkt wurde. Ausgcdebnte Untersucbungen iiber die zu den 
Stufen m *= 2, 3, 4, 5 gebdrenden Gleicbungen dieser Art sind in neuerer Zeit 
von Hrn. Paul Biedermann angestellt worden; man sebe dessen Leipziger 
Dissertation „Uber Multiplicatorgleiclmngen hbherer Stufe im Gebiete der elUptiscJien 
Bunctionen^‘ Grunert’s Arcbiv, 2. Reibe Bd. 6 (1887). (Der Ausdruck „Multipli- 
catorgleicbung “ ist bier in nocb allgemeinerem Sinne genommen, wie in den 
Scblusabemerkungen des vorigen Kapitels und geradezii gleicbbedeutend mit dem von 
uns gebraucbten Ausdruck einer „formentbeoretiscben Transformationsgleicbung“.) 
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von ^(co)j die Zalil v dabei in der bisberigen Bedeutung gebraucbt. 
Innerlialb der gehoren alsdann zu ^'(co) == ^(i?Q((D)) im ganzen 
'll) gleiclibereclitigte Moduln ^^B^Vkico))^ die zugleich Wurzeln jener 
Relation v'ljj^^^ Grades sind. Dabei miissen die der angehoren, 
und wir wollen minmelir dieser Vorschrift dadurcli genilgen^ dass tvir 
allgemein die Gongmem fordern: 

(1) Vk = l, (mod. m). 

Ausserdem aber niussen die Vk ein Reprasentantensystem fiir eine ge- 
wisse imter den Congruenzgruppen Stufe bilden. Der Einfacli- 
lieit wegen wahlen wir als insbesondere die durch y^O (mod. n) 
charakterisierte, die wir aucli bislang immer unter sclileclitweg 
verstanden, wobei wir alsdann unter B^ insbesondere die Trans- 
formation i?o(co) = nc3 zu verstehen liaben. Man setze jetzt endlicli 
Bi = BqVjcj womit die gewollte Auswahl der getroffen ist. 

In dem somit bestimmten Schema bestelie nun die {i + 1)^® Verti- 
calreihe aus den Transformationeu Bq\ B^i , i; so dass wir 

fiir Bi^ die Darstellung haben: 

( 2 ) = 


Der Erfolg unserer Auswahl der 14 ist alsdann, dass die Congruenz 
(3) (ra) = JSi'’ (co) = (») = •■• = , (mod. m) 


besteht, und zwar neimen wir dabei, wie gewobnt, zwei Eepr as en tauten 




aco '^1) 
C(o d ^ 


B'(co) 


a CO h' 
cco “I- d' 


einander modulo m congruent, wenn die Bedingung 

a' “ + &' = + 6, c' = + Cj d' = ■+ dj (mod. m) 

bestelit, wo natiirlich entweder nur die oberen oder nur die unteren 
Zeiclien gelten, Gegenilber den Formeln (3) sind aber irgend zwei 
Repriisentanten aus verscliiedenen Verticalreihen einander modulo m 
stets incongruent. 

Irgend eine Verticalreihe %mseres Schemas^ 0 , JB. die (i + ly®; 

(4) 4-1 

liefert ams jeM das, was tvir als ein 0 ur geliorendes Be^rdsentanten- 
system fur Transformation Ordnung bemchnen. Nach dieser Auf- 
fassung giebt es alsdann verschiedene Reprasentantensysteme fiir 
die r^, und das ehwelne unter ihnen werden wir durch das aus (3) ent- 
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nommene Schema der vkr ZaJilen charahterisieren. 1st r„ ins- 

N C-i p Cl{/ 

besonclere die Hauptcoiigruenzgruppe Stufe, so beneunen wir (4) 
sclileclitweg als ein zur Stufe geliorendes Reprasentautensjstem 
fur Transformation Ordnung. Ersetzen wir fiir den Fall der zuletzt 
gemeinten speciellen den einzelnen Reprasentanten durcb. einen 
anderen seiner Classe angeborigen (d, b. bangen wir eine mit 1 modulo m 
congruente Modulsubstitution vorn an), so besteben fiir das derart ge- 
anderte System die Congruenzen (3) nacb wie vor. Man gestaltet diese 
zunacbst allein fiir die Hauptcongruenzgruppe gedacbtelJberlegung leicbt 
zu dem folgenden Satze aus: Haben wir irgend ein beliehiges Bepraseii’ 
tantensystem Ordnung erster Stufe^ dessen Operationen einander durch- 
geliends modulo m congruent sind, so bildet dasselbe 0 ugleich ein Beprdsen- 
tantensystem Stufe, indem durcli dasselbe in der That die m Classen 
einer Verticalreihe unseres Schemas reprdsentiert sind. Dass dann dieses 
System aucb fiir jede andere Gruppe Stufe eines der zuge- 

borigen g Reprasentantensysteme abgiebt, ist leicbt ersicbtlicb. 

Man bilnge nun, wieder als beliebige Gruppe Stufe gedacbt, 
den Operationen der (i + 1)*®^ Verticalreibe ViB^, . . recbts die 

mit 1 mod. n congruente Substitution v an. Es bilden dann docb 
ViBqV, ViB^v, .. ein Reprasentantensystem erster Stufe, und also 
nacb obigem Satze aucb eines fiir die Da zugleich 

ViBkV “ ViBjc (mod. ni) , 

ist, so diirfen wir zusammenfassend die Satze aussprecben: Indem 
man den Beprcisentanten B^^ beliebige Modulsubstitution vorsetzt, wird 
eine Ber mutation der Verticalreihen des Schemas bei ungeanderten Sori- 
0ontalreihen bewirM; wenn man dagegen den B!i^ rechts eine Substitution 
V ~ 1 (mod. m) anhcingt, so bewirht das eine Permutation der Horwontal- 
reihen des Schemas bei ungeanderten Verticalreihen. Dass die Gruppe 
dieser letzteren Permutationen mit der Monodromiegruppe der Modular- 
gleicbung boloedriscb isomorpb ist, wird man leicbt erkennen. 

Eine weitere, bierher geborende Uberlegung hat zum Ziele, aus 
der Classe der Transformationen Bk\ v^Bf , v^^Bk^ einen Re- 
prasentanten in einer fiir ausfiihrlicbeUntersuchungen moglicbst brauch- 
baren Gestalt auszuwablen. Wir beriicksichtigen aucb bier in erster 
Linie die Hauptcongruenzgruppe und wollen fiir dieselbe zuvorderst 


ein zum 


fn 0\ 

Schema geborendes System berausgreifen. Die aritb- 


metischen Reprasentanten erster Stufe waren: 
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uiiter clem Zusatz, dass die ZaUen A, B, C einen gemeinsamen Teller 
nicht aufweisen sollen. Hier setze man an Stelle der einzelnen Trans- 
formation (5) erstlicli: 

. A, CO + 

(6) i ^ ^ 


CO 


womit wir wieder ein Reprasentanten system erster Stufe gewonnen 
haben, da ja infolge relativ primer n die ZaUen mJBk zugleich 
mit jBjE: ein Restsystem modulo Dk durcblaufen. JeUt schreibe man als 
meckmdssigste Gestalt des m bildenden Beprdsentantensy stems einfach: 

Aj^co + fj)k, 0 

D: 


( 7 ) 


Rk{<o) = Vi 




wo Vk eine der recMs angegeienen Congrueng modulo m geniigende Modul- 
suistitution ist; eine solche lasst sich in der That stets finden, da Dk 
als Teiler von n prim gegen m ist. Von der somit gewonnenen ersten 
Eeihe nnseres rechteckigen Schemas aus werden dann die flhrigen in 
oben heschriebener Weise durch Vorsetzen geeigneter Substitutionen Vi 
hergestellt. 

Handelt es sich nunmehr nicht urn die Hauptcongruenzgruppe 
der Stufe sondern um eine andere zu dieser Stufe ge- 

horende so wird deren rechteckiges Schema aus dem der r;,(,n) 

% • 
dadurcli entspringen, dass die Verticalreiben des letzteren immer zu 

je oc aquivalent ausfallen; fur die Fixierung des einzelnen haben 

wir dabei stets unter x Eeprasentanten des grossen Schemas eine zweck- 

massige Auswahl zu treffen. 

Endlich haben wir hier gerade wie bei der ersten Stufe auch noch 
der erweiterten Transformation Ordnung zu gedenken, bei der die 
vier Coefficienten der einzelnen Transformation einen gemeinsamen 
Factor > 1 haben diirfen. Wenn wir in (7) die Zahl £k bei stehen- 
den Ale, Dk uneingeschrankt ein Eestsystem modulo Dk durchlaufen 

lassen, so gewinnen wir ein mm Schema , (mod. n) gehorendes 

Beprdsentantensgstem fur erweiterte Transformation Ordnung. Die 
Anzahl der Eeprasentanten letzterer Art ist wieder ®(w), wie denn 
iiberhaupt betreffs der in Eede stehenden Erweiterung alle beziiglichen, 
bei der ersten Stufe entwickelten Satze sich ohne weiteres ubertragen. 


§ 10. Bin besonderer Satz liber den Ball nicht relativ primer m, n. 

Beispiele. 

Fllr den Fall, dass der Transformationsgrad n mit der Stufen- 
zahl m des zu transformierenden Moduls einen Teiler > 1 gemein 
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liat^ lasst sicli niclit so leiclit, wie im voraufgeliend betracliteten Falle 
relativ primer n, eine allgemeine Tlieorie entwerfen; jetzt namlicli 
sind die Verhaltnisse um Yieles mannigfal tiger und die Anzalil der 
notwendigen Falluntersclieidangen selir viel grosser. Wir bringen 
dieserbalb aucb nor eine einzige zum Falle niclit relativ primer m, n 
geborige Untersuchung, die wir iibrigens bier sogleicb bis ins einzelne 
durchfiibren. 

Sei J) ein voiles Modulsystem fiir die Hauptcongruenzgruppe 
Stufe r(y)j wieder als Primzabl gedacht. Man gebe von ^(co) 
iiber zu ^{qco) und zeige, dass eine Operation der r( 5 ) stets und nur 
daun == in sicli transformiert, wenn ihr dritter Coefficient 

y durcb ^ teilbar ist. Nun beweist man durcli elementare Recbnung^ 
dass die durcb 

(1) = 1, (mod. a); y = 0, (mod. 

definierte Gruppe der Stufe innerbalb der r( 5 ) eine misgemcJmete 
Untergruppe des Index q ist, die wir r^(g) nennen*). Dieserbalb wird 
sicb r(g) beztiglicb auf eine endlicbe Gruppe Gg der Ordnung q 
reducieren, die infolge der Primzahleigeiiscbaft von q nur eine cyclische 
Gruppe sein kann. Die transformierte Function ^'(p) — ^(jqa)) geniigt 
demgemass einer Gleiclmng q^^ Grades: 

(2) “f" J) * ^ ^ ^ -j- . . . -j- JRqi^y I') = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von 0 und J siud, wabrend 
ibre Monodromiegruppe mit der cycliscben Gruppe Gg boloedriscb 
isomorpb ist. Aus letzterem Umstande ergiebt sicb nacb den Prin- 
cipien der Galois^scben Gleicbungstbeorie das Resultat, dass 0 ' mit 
Ilillfe einer q^^^ WurM in 0 imd J dargestellt iverden hann. 

In den niedersten Fallen g; = 2, 3, 5, . . wo die Recbnung mit 
Htllfe der aus Bd. I bekannten Modulfunctionen leicbt auf directem 
Wege durcbfubrbar ist, finden wir dieses Resultat bestatigt. 

Es ist 1(2 go) eine Function yierter Stufe, die gegentiber 8 invariant 
ist und sicb desbalb rational in darstellen lasst. Aber das 

Teilungspolygon vierter Stufe hat nur drei Spitzen m = ioo, 0, 
und in diesen nimmt A(2co) die Werte bez. 00 , 0, 1, dagegen die 
Werte 00 bez. 1, 0 an. Da uberdies in der ersten Spitze l(2m), wie 
ft^(co) mit proportional werden, so gewinnen wir ohne weitere 
Recbnung als Beziebung zwischen den beiden in Rede stebenden 
Grossen : 

Man verwerte bier etwa die in I p. 412 u. f. durchgefiihrte Uberlegung. 
Vergl. den vierten Teil der Figur 82 in I p. 355. 
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(3) X(2g}) = 1 — 1 — l(2m) = 

Gelien wir von liier aiis nnter Benntzung der Formeln (3) in I p. 665 
zu den Bezeichnungen Ic uber, so folgt: 

Wenn man endlicli jetzt nocli auf Grand der Formeln I p. 675 
durcli die Moduli! It, ¥ ersetzt, sowie die vierte bez. zweite Wurzel 
zielit; so entspringen die bekannten Formeln: 

( 4 ) yw^) = r(2a>) = , 

in welcben man recbter Hand co als Argument von hj ¥ zu clenken 
hat'^'^). Hier driickt sicli ¥(2a)) tliatsaclilicb rational in ¥(g)) und 
¥((jo) = ]/l — ¥{(jo) aus, womit unser allgemeiner Satz im Falle 2 = 2 
seine Bestatigung gefunden hat. 

Pur 2 = 3 kniipfen wir am zweekmassigsten an welche 

Grosse zu der durcli /3 = 0, (mod. 9) definierten Congruenzgruppe 
neunter Stufe gehort. Da sich dieselbe aber bei Ausiibung von 
nur um eine multiplicative dritte Einheitswurzel andert, so gehort 

zu der durcli |3 = 0, (mod. 3) definierten r 4 der dritten Stufe, 
deren Polygon man leicht aus Fig. 81 in I p. 354 ausschneidet. Nun 
wird in der Spitze cd = ioo dieses Polygons nur einfach unend- 

lich. Wir schliessen daraus, dass Hauptmodul zum dritten 

Transformationspolygon gehort, wenn wir an der im vorigen Kapitel 
(p. 40 u. f.) zu Grunde gelegten Fixierung desselben festhalten. Andrer^ 
seits gehort auch |^(co) als Hauptmodul zum letzteren Polygon, und 
da ergiebt sich aus dem Verhalten der beiderlei Moduln in den Spitzen 
ohne weitere Rechnung die Relation: 

^\3co/ g8(a))™l 

Die Constante e bestimmt man durcli die Substitution co == (wo- 

bei filr die rechte Seite das bekannte Verhalten von |(m) in Betracht 
kommt) und nachherige Annaherung bei co = too. Man findet c = 1 
und damit fur |(3m) die Darstellung: 


*) Diese Relation wurde bereits in I p. 673 benutzt. 

Of. Jacobi, Fundamenta nova etc., Gesammelte Werke Bd. I p. 149. 
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( 5 ) 


g (3<a) + 2 
I (So.) — 1 


g(^) 

yg“(») - 1 


die unsern obigen. Satz fiir q 


3 bestatigt. 


Mit Hiilfe einer bis ins einzelne analogen Uberlegung finden wir 


fiir 2 = 5 die der Formel (5) entsprecbende Relation: 
£=)J(5(B) +(« — **) 4/; 

“-£*)“ y- 


( 6 ) 




— (5 (») + (£“ 


'll + 51/5 




G f- 6 


RecMer Hand sind bier als Argumente der nnter dem Wurzelzeiclien 
stebenden Formen 033 zu denken; der Radieand driickt sicli 

iibrigens mit Hiilfe der Formeln in I p. 640 leicbt durcb aus. 


§11. Bereelmiing von co bei gegebenem Modnl dnrcli 
Transformationsketten. 


Die Formeln des vorigen Paragrapben geben ims die Mittel zu 
einer eigenartigen naberungsweisen Auflosung der fundamentalen Auf- 
gabe, bei gegebenem Werte einer Modulfunction z. B, A (to) oder |(co) 
den Wert des zugehorigen Argumentes (d zu bestimmen. Es gescliiebt 
dies durcb unendlich oft wiederholte Anwendung einer und derselben 
Transformation, und zwar einer solcben der zweiten Ordnung, wofern 
wir mit yl(co) als gegebener Grosse arbeiten wollen. 

Urn dies des naberen auszufiibren, scbreibe man zur Abkiirzung: 

( 1 ) X,(cd) = Z(2^(d) 


und entnehme aus den Formeln des vorigen Paragrapben die 
Relationen: 


( 2 ) 


I 

I ^v — l 




4:(2Xv(X,. ■ 

k. — 2 


1) — (2A. — l)l/A,(A, — Ij), 


41/1 


von denen die eine die Inversion der anderen darstellt. Damit diese 
Formeln fiir numeriselie Recbnung braucbbar oder iiberbaupt nur 
richtig sind, miissen die in ihnen enthaltenen Wurzeln eindeutig fixiert 
gedacbt werden. In diesem Sinne wollen wir erstlicli die Wurzel 
y'lr(jLv — 1) dadureh zu einer woUdefinierten Modulfunction macben, 
dass wir sie auf der imaginaren cj-Axe als reell und positiv denken, 
wahrend andrerseits ]/l — Hr fiir ra = 0 gleich 1 sein soil. Nur unter 
diesen Voraussetzungen sind die Formeln (2) correct, wovon man sicli 
durcb Veranscbaulicbung der Werteverteilung des H auf dem Polygon 
der Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe zu iiberzeugen hat. Fur 
ziemlich grosse A, konnen wir demgemass ]/Av(Ar — 1 ) aus 
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(3) yXy(Xr — 1) = — Ar + i + ^ + H 

bereclmen imd ebenso fiir hinreicliend kleine die Wurzel (1 — 
aus 

(4) y i ~ T “ 1 + ■ • • • 

Nunmehr denke man den Zahlwert von Aq == A((d) gegeben, jedocb 
von 0, 1^ oo verschieden, da wir fiir letztere Falle die zugeliorigen co 
als reelle rationale Briiche sofort cliarakterisieren konnen. Irgend ein 
zu Aq gehoriger Wert co wird also im Innern der Halbebene liegen, 
und demnacli wird sick cjp == 2^’a> mit wacbsendem v schneller nnd 
scbneller von der reellen m-Axe entfernen. Urn aber die erste Recursions- 
formel (2) zur Verwendung zu bringen, wollen wir unter m insbesondere 
dasjenige zu Aq geborende Argument versteben, welches innerbalb 
unseres friiher eingegrenzten Polygons Fq zweiter Stufe gelegen ist 
(cf. Fig. 68, I p. 279), wobei betreffs der Randpunkte an der damals 
gegebenen Vorscbrift festzubalten ist. 

Bei der Berechnung von A^ aus Aq vermoge obiger Formel (2) 
miissen wir nun einen ausgiebigen Gebrauch von den beziiglicben 
Figuren des Bd. I macben, um ifamlicb das Vorzeichen der -Wurzel 
]/Aq{Aq — 1) richtig zu treffen. Durcb die Beziehung der A-Ebene auf 
das Polygon Fq^') wolle man sicb die Lage des Punktes co(Ao) im 
F(> annahernd veranschaulichen. Liegt der reelle Teil von co zwiscben 
+ und — -I-, so ist der reelle Teil von (2 A — 1) negativ, der von 
]/A(I — 1) aber positiv. Die erste dieser beiden Behauptungen be- 
statigt man leicht durcb Wergleicb der beiden Figuren 75a und 76 in 
1 p. 294*, zum Beweise der letzteren beacbte man, dass A (A — 1) auf 
dem ganzen Rande des in I p. 289 gezeicbneten Polygons F^ reell 
und negativ ist. Man setzt diese elementare Betrachtung leicht fort 
und wolle iiberdies bemerken, dass jede einzelne der Zahlen • * •; 

falls es notig sein sollte, durcb einmalige oder wiederbolte Ausubung 
von 8^^ nacb F^ zuriickverlegt werden kann. Da aber bei weder 
A noch y A [A — 1) eine Anderung erfabrt, so leitet man obne Miihe 
die folgende bei der recurrenten Berechnung der ... aus A^^ 

allgeinein giiltige Regel ab: Die ZaU yAv(Av — 1) ist sfets so m 
wdhlen, dass das Vormchen Hires reellen Teiles dem des reellen Teiles 
von (2Ap — 1) entgegengesekt ist Ist aber yAv(Xp — 1) rein imaginary 
so gilt entweder das Oleiche von {2Av — 1), wo dann beide Zahlen ent- 

Vergl. die zugeborigen Zeicbnungen in I p. 294= u. 1 
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gegengeseMes Zeiclien liaben sollen; oder es ist (21^ — 1) reell und absokit 
Meiner als 1, und in diesem FaJle ist ]/Av(Av — 1) als positiv imagindre 
Zalil m fixieren, 

Liegt cov — im Polygon Fq, so ist 2,- = 2(cor) = 2 (£Dv); 

der Punkt cor wird aber mit wachsendem v melar und melir in die 
Spitze CO — ioo von Fq bineingetrieben. Nun aber ist sebr wicbtig, 
dass sicb von cOv aus infolge der nicbt naher bestimmten Zabl % das 
urspriinglicbe co noch niclit vollstandig berecbnen lasst, sondern nur 
erst dessen imaginarer Bestandteil, der offenbar gleicb dein durcli 2^' 
dividierten imaginaren Bestandteil von coy ist. Inzwiscben liegt es 
uberbaupt scbon im Princip der bisber eingescblageuen Uberlegung 
begriindet, dass wir durcb dieselbe vorab niclit mebr als den imagi- 
naren Bestandteil von go bestimmen konnen. 

Man moge n'amlicb die Recursionsrecbnung vermoge (2) bis zu 
einem solcben Xy bez. coy getrieben haben, dass man in erster An- 
naherung die fiir co ==^ ioo giiltige Formel 


(5) 





16® 


in Anwendung bringen kann. Hier lose man nan nacb coi auf und 
gehe dann sogleich zum urspriinglicben co zurilck; es folgt 


log (- 

^ Tti 


= 03 + C, 


unter c eine reelle Zabl verstanden, die bier in der That infolge des 
links auftretenden Logaritbmus unbestimmt bleibt. Verstelien wir 
also unter \z\ in liblicber Weise den absoluten Betrag der Zabl so 
kommt endlicb: 

(6) a, = q + ^—± 1 ^ (hm V = 4-oo) , 

A 7t 


wo Cl eine nicbt naber bestimmbare reelle Constante ist und der 
Logaritbmus reell genommen werden mag. Unsere Kette von Trans- 
formationen meiter Ordnung gieht uns also niclit bereits co selbst^ sondern 
nur erst die mr Operation S gehbrende BaJmcurve^), auf welclier der 
Punlct CO gelegen ist 

Urn CO vollstandig zu gewinnen, miissen wir auch nocb die zweite 
Recursionsformel (2) verwerten und vermoge derselben von X^ aus 
die Reihe der Werte 2__2; ••• berecbnen. Die Uberlegung ge- 

staltet sicb bier im einzelnen ganz abnlicb wie vorbin: Man wolle 


Cf. I p. 163 n. f. 

Klein-I’ricko, Modulfimctionen. II. 


8 
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z. B. bemerkenj class der einzelne der Punkte co— i, co— §, . . . entweder 
selbst sclion im Fq gelegen ist oder dock durcb einmalige oder wieder- 
holte Anwendung einer Operation TS^^T nacli Fq zurdckverlegt werden 
kann (vergl. Pig. 68 I p. 279 oder aucb Fig. 82 I p. 355). Diese 
letztere Operation andert weder A nocli ]/l — und wir stelleii fiir 
die Recursionsrecbnung mit der zweiten Formel (2) leicbt die Regel 
auf: Das Vorzeicben von "j/l — ist stets so zu wahlen, dass der 
reelle Bestandteil von ]/l — Xv positiv ist; rein imaginar kann ]/l — 
fiir 2 / <0 nie werden; sollte aber ]/l — X^ rein imaginar sein, so wable 
man diese Grosse als solche positiv. 

Fiir negative Indices v konnen wir, wie scbon bemerkt, jeder 
Grosse co^ ein cov durcb 
( 7 ) T{(d;) = S±^^‘T(co,) 

an die Seite stellen, so dass T{g)J) im Fq liegt. Man siebt, dass 
solcberweise co/ mit wacbsendem v mebr und mebr in die Spitze 
03 = 0 des Polygons Fq bineingetrieben wird; bier aber konnen wir 
von cov aus bei unbekanntem % nicbt direct auf co zuriickscbl lessen, 
sondern vielmebr nur erst auf die zu TST geborende Babncurve, 
auf welcber cd gelegen ist. 

Fur die Umgebung der Spitze o? = 0 imseres Polygons Fq gilt 
nun in erster Annaherung: 

Tti 

X(co) — — 16e " , 

woraus sicli nacb kiirzer Zwiscbenrecbnung fiir das gesucbte zu Xq 
geborende co die neue Darstellung gewinnen lasst: 

/n\ f I * 1^^ ^ — ^'I /I* I \ 

(®) m 0/ = +00). 

Dm Ubereinstimmung mit Formel (6) zu erzielen, baben wir bier den 
Index V wieder als positive hinreicbend gross gewliblte Zabl gedacht. 
Den Logaritlimus in (8) wolle man reell wahlen; er wird alsdann 
negativ ausfallen (da mit wacbsendem v sicb der Null nahert), 
und dies muss ja auch der Fall sein, damit der in (8) gegebene Wert 
m der positiven Halbebene angebort. Endlicb ist eine reelle Con- 
stante, die unbestimmt bleibt; (8) liefert uns also, wie scbon bemerkt, 
nur erst die zu TST geborende Babncurve durcb den gesucbten 
Punkt. 

Dm endlicb zu co selbst zu gelangen, wird man die Gleichungen 
(6) und (8) mit einander multiplicieren, um alsdann durcb Trennung 
des Reellen vom Imaginaren zwei Gleichungen fiir and zu er- 
balten. Wenn wir im Verlauf der Recbnung zur Abkiirzung 
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(9) 


A,.= 


log |16A,,[ • log |l6-^X_^.j 
4^5r- 


schreibeii; so kommt fiir den gesuchten Wert co die Darstellimg : 


( 10 ) 


= _| 1 I — 

log 16 log 16 


(lim V = oo). 


Es ersclieint hiernacli denkbar, die Qleiclmng X{(o) — nach co durcli 
eine doppelte Kette von unendlich vielen quadratisclien GleicJmngen ver- 
miUelst Logarithmen aufmlosen, Welcher von den beiden Werten (10) 
iibrigens der ricbtige ist, wird man aiis der gegebenen Zahl X^ mit 
Hinblick auf die Werteverteilung von A(£o) im Polygon Fq leicht ent- 
sclieiden"^). 

Wenden wir auf 2(o) die dritte Transformation zweiter Ordnung 
cj' — wiederholt an, so erbalten wir Werte des X fiir eine Kette 

von Punkten (d, cog, . . . des Polygons F^^ die mebr und mehr in 
die dritte, bei co = 1 gelegene Spitze von jP^. bineingetrieben werden. 
Die betreffenden Werte X werden dabei gegen 1 convergieren, und 
es bat dies zur Folge, dass wir etwas Convergentes erbalten, wenn 
wir alle diese X- Werte mit einander multiplicieren. In der That zeigt 
sicb, dass das solcberweise zu gewinnende Product, mit einer geeig- 
neten Potenz von cog multipliciert, eine bochst einfacbe Modulform 

liefert. Statt iibrigens A ((d) durcb (d'== — ^ - zu transformieren, kann 

man aueli d. i. 73 e;'‘^ (cd) durcb (d'= 2(d transformieren und hat als- 

dann unter Gebraucb der Abkiirzung Jcv = h' (2^ co) zufolge der Formel 
(4) des vorigen Paragraphen die Kecursionsformel zu verwenden: 


( 11 ) 


Jc,. 


1 + fc'r-l' 




Die Bildung des unendlicben Productes h'h^h^ . . . und die Aus- 
wertung desselben fiihren uns direct auf die bier in Betracbt kommen- 
den Entwicklungen JacoMs im Artikel 38 der Fundamenta nova, auf 


*) Die Entwicklung des Textes in ihrer allgemeinen Form, welche den gleich- 
zeitigen Gebraucb beider Formeln (2) als erforderlicb erscheinen Hess und die bei 
beliebigem complexen Xq giiltige Formel (10) ergab, ist erst in letzter Zeit vom 
Herausgeber geleistet. 

**) Dass mit waclisendem v die aus (11) zu berecbnenden TcJ gegen 1 con- 
vergieren, folgt ganz unabbangig von der vorliegenden Bedeutung des 7c' aus 
der Gawss’scben Tbeorie des arithmetisch-geometrischen MitteJs (cf. Gauss’ Werke, 
Bd. 3 p. 362 u. f.) 
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welclie wir uiis liier der Kilrze lialber beziehen diirfen'*^*). JacobFs 
Formeln, in die neuere Bezeiclinungsweise umgesetzt^ liefern die 
Eelationen: 


( 12 ) 


|/27^fc- 


{ (/*/ 1/^' i/a; . 


<»2 I 2 _ 2 2 

^ ^-j/A 1 1 + 1 I + ^" 2 ' 



Die Fornieln (11) iind (12) ergeben eine selir merkwurdige Darstellung 
des Argunientes cog bei gegebenen Werten von A und A**^’*^*). 


Es uiiterliegt keinem Zweifel^ dass Entwicklungen , wie wir sie 
bier fiir die zweite Stufe durchgefiihrt haben, sich aucb an die Stufen 
3, 4, . . , knilpfen lassen, wo dann die Formelii (5) etc. des voran- 
gebendeii Paragrapben in Kraft treten. Inzwiscben wiirden uns solcbe 
Entwickluiigeii zu weit abfiibren und doch qualitativ nicbts Neues 
darbieten. 


*) Vergl. Jacobi’s Werke, Bd. I p. 149 11 . f. 

Das genaue Analogon der Ja.cobi’sclien Prodiictbildang wiirde fiir die 
beiden zuerst betracbteten Keprllsentanten der Transformation zweiter Ordnung 
darin bestelien, dass wir im Anscbluss an die zweite Formel (2) p. Ill die un- 
endlicJie Beihet 

^0 + ^_ 1 + ^—2 H 

herstellten, von der ersten Formel (2) p. Ill aus aber die Eeihe: 

,^Jedoch miissen wir bier von einer eingelienden Untersucbnng dieser Eiciben ab- 
seben. 



. Viertes Kapitel. 

Von der Anfstellniig der Modnlargleiclmngen liolierer Stufe nnter 
Ibesonderer Beriicksiclitignng von m = 5 nnd 16. 

Unter den Transformationsgleichungeii liolierer Stufe, fur deren 
Bxistenz mid Beschaffenlieit im vorigen Kapitel die allgemeinen Grund- 
lagen eiitwickelt wiirden, zeiclineten sicli durcli ihre eleganten Eigen- 
schaften die Modtilargleiclmngen lioherer Stufe ausj solclie wollen wir 
im gegenwartigen Kapitel wirklich bilden. Modulargleicbungen gab 
es, wie wir fanden, nur fiir Hauptmoduln; aber es seheint im Gebiete 
der Congruenzgruppeu nur eine beschrankte Anzahl soldier Moduln zu 
geben, so dass auch die Zahl verscbiedenartiger Modulargleichungen 
eine begrenzte sein wurde"*"). Unsere Betracbtung bleibt naturlicb auf 
die von I her bekannten Hauptmoduln beschrankt, und zwar sollen 
in erster Linie die Galois’schen Hauptmoduln, sodann aber die bei der 
achten und seclizelinten Stufe auftretenden Wurzeln aus 2 etc. zur Gel- 
tung kommen. Nur diese letzteren Gleichungen sind der iiberlieferten 
Theorie bekannt^*), und sie gehoren gewiss aucli zu den einfachsten 
iiberhaupt existierenden Modulargleichungen. Dagegen gewannen wir 
erst vermoge unserer gruppentheoretischen Principien die naturgemasse 
Begriffsumgrenzung der Modulargleichungen, und dass hier die Modular- 
gleichungen der Galois^schen Hauptmoduln eben, weil sie zu ausge- 
zeichneten Untergruppen gehoren, die erste und wichtigste S telle ein- 
nehmen miissen, wird man leicht ermessen. 

Wir nennen gleich die beiden Hiilfsmittel, durch welche die Auf- 
stellung der Modulargleichungen in den beiden ftir uns in Betracht 
kommenden Fallen von vornherein vereinfacht werden kann. Vor alien 
Diiigen werden wir gewisse invariantentheoretische Operationsweisen ver- 


*) Vgl. die fiir Primzahlstufen vollstandige Aufzahlung der Hauptmoduln in 
Hrn. Gierster’s Arbeit: Uher Congmenzgruppen von FrimzaMstufe , Math. Ann. 
Bd. 22 (1883). 

Man vgl. die geschichtlichen Eeferate in dem p. 2 genannten Werke 
von Enneper-Muller. 
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wendeB^ die ims der Art Bach aus den Vorlesungen iiber das Ikosaeder 
bekannt sind, iind deren Eingreifen in die hier vorliegende Frage- 
stelluBg sich leiclit aus den Entwicklungen des vorigen Kapitels ergiebt. 
Hieriiber liinaus werden wir einen wenn auch beschrankten Gebrauch 
von der Yermeigung der Modulargleichung zu machen liaben. Ins- 
besondere ftlr niedere Transformationsgrade kann man mit Hiilfe dieser 
Mittel die Gestalt der Modulargleichung so weit umgrenzen, dass nur 
noch wenige Zahlencoefficienten durch Einsetzung der nach Potenzen 
von r fortschreiteiiden Reihenentwicklungen unserer Moduln zu be- 
rechnen bleiben. 

Bei alien diesen Darlegungen handelt es sich um jene Grund- 
gedauken^ welche Hr. Klein zumal in seiner wiederholt genannten Ar- 
beit vom Herbst 1879 entwickelt hat {Zur Theorie der elliptischen Madid- 
functionen, Sitzungsber. d. Munchener Akademie vom Dec. 1879, Math. 
Ann. Bd. 17). Die Ausfuhrungen in ihrer hier vorliegenden Form 
sind, soweit nicht andere Citate angemerkt werden, erst vom Heraus- 
geber gegeben worden, so insbesondere die unten folgenden Entwick- 
lungen zLir Theorie der Jacobi-Sohncke^schen Modulargleicliungen. 


§ 1. Existenz tind Anzahl der Modulargleichungen fiir die zu 
betraektenden Hauptmoduln. 

Ftlr die Galois^scheii Hauptmoduln A(cd), I(o9), g(G)) und §((u) 
oder, anders ausgesprochen, fur Doppelverhaltnis, Tetraeder-, Oktaeder- 
und Ikosaederirrationalitat ergeben sich aus den Entwicklungen des 
§ 8 Kap. 3 (p. 102 u. f.) unmittelbar folgende Resultate: 

Die ein^elne der genannten vier Modulfunctionen ’besibt fur jeden 
gcgen Hire Stufe m relativ primen Transformationsgrad n im ganmn 
verscldedene Modulargleichungen^ die alle aus einer unter ilmen da- 
durch hervorgehen, dass wir hei ungedndertcm %mprmglichen Modul auf 
den transformierten der Beihe nach die wohlhelmintcn linear en A-, 
l)es. ... Suhstitutionen der endlichen atmlben. 

JEine erste unter diesen ubrigens durchaus coordinierten Gleichungen 
ist 0 . B, diejenige, ivelche den betreffenden llauptmodid, gebildet fiir die 
Argwmnte 

(1) E(co) = 


Bu WurBcln hatj die BeBcichnungen von (1) in der Bedeutung von (7) 
p. 108 gebraucht, so dass wir in (1) ein B'lm Schema ^ gehorendes 
Beprdsentantensystem Stufe haben. 
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Bei der sechzelinten Stufe gebrauchen wir an Stelle der j/I etc. 
sogleich die in I p. 665 erklarten Bezeiclinungen (p, tjjy %. Die zu 
diesen Modulfunctionen gehorenden. Gruppen r 4 s waren jeweils in einer 
gewissen znr zweiten Stufe geliorenden fg ausgezeiclinet enthalten'*'), 
und die einzelne dieser fg reducierte sich beziiglicli ilirer auf eine 
Diedergruppe Gig; der betreffende Hauptmodul g), 'ijj oder % erfubr bei 
dieser die Diedersubstitutionen in der wohlbekannten Gestalt. Wir 
scbliessen sofort: 

Der Haujptmodiil cp (ehenso wie aucii und %) besit^t fur jeden 
ungeraden Transformationsgrad n secli^elm unterscMedene Modula/rglei- 
chungen, tvelche alle mis einer unter ilinen dadurcli entsteheny dass tvir 
bei unverdndertem tirsprilngliclien Modid auf den transformierten die 
sechsiehn DiedersiibsUtutionen der ausuben. In der That werdeii ja 
die Gruppen ^48 ? wie man sick tiberzeugen wolle, alle drei durch 
^(g)) = no) in sick transformiert. 

Unter den seckzekn Modulargleickungen ist eine diejenige^ welcke 
zu Wurzeln die betreffende Modulfunction^ gebildet fiir die Argumente 

(2) (moiie), 

hat. Indessen wolle man bemerken, dass die drei gleichberecktigten 
r 48 eine ausgezeichnete gemeinsam haben^ die sick modulo 16 
auf die 

( 1 , 0\ /5, 8 \ /9, 0\ ( 13 , 8 \ 

\ 0 , 1 /’ \8, 13/’ Vo, 9/’ V8, 5/ 

rediiciert. Wir dilrfen also, unabhangig davon, welcke von den drei 
Functionen 9 ?, % gerade betrachtet wird, den in (2) gegebenen B eine 
beliebige Operation der vorsetzen und waklen hierzu die besondere 

l4-4(a, D )• 

welcke sick mit V zu der Modulsubstitution vereint: 

Ct) = 

Das in Bede stehende Beprdsentantensystem nimmt daraufhin die Ge- 
stalt an: 

*) Vgl. bier tiberall die Angaben von I p. 665 u. f. 
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A(a+ 16:B4-4D 


(3) i?(«) 




4A(l-g))a, + D + 32(2S + i))(l-(l)) ’ 


wohei fur A, D die ielcannien Bedingungen bestehen^ dass AD = 
0^B<D istj und dass A, B^ D einen gemeinsamen Factor niclit 
aufweisen. 

Von liier aus werden wir uns die 48 Reprasentantensysteme fiir 
den einzelnen unserer drei Hauptmoduln dadurcli lierstellen^ dass wir 
48 beziiglich der zugehorigen r.s inaquivaleiite Modulsubstitutionen 
auf (3) ausuben. Seclizebn unter diesen 48 Systemen (durcb die 
betreffende fg bestimmt) correspondieren den seclizebn Modiilar- 
gleichungen *, den iibrigen 2 • 16. Reprasentantensystemen entsprechen 
ersichtlicb zwei Systeme von je 16 GleicbiiDgen, welclie niit den 
Modulargleichnngen an Grad nnd Gestalt in voller Ubereinstimmung 
sind, iiur dass (sofern es sick etwa urn <p handelt) das transformierte 
(p durcb diese Gleicbungen nicbt an das ursprllngliclie cp, sondern 
statt dessen an das urspriinglicbe ^ bez. % gebunden erscbeint. Wollen 
wir aiicb fiir diese Reprasentantensysteme die Relationen zwiscben ur- 
spriiuglicbem und transformiertem cp baben^ so werden wir eben nicbt 
mebr mit Gleicbungen des Grades ^(^^) zu tbun baben; vielmebr 
werden nacb den Eegeln des vorigen Kapitels bier ini ganzen vier 
irreducibele Relationen des Grades eintreten. — 

Modulargleichnngen fiir 'j/I lassen sich aus den 16 Modularglei- 
cbungen von Yx ohne weiteres dadurch berstellen, dass man dieselben 
in gewisser Reibe zu Paaren mit einander multipliciert. Fabrt man 
in gleicber Weise fort, so gewinnt man Modulargleichnngen fiir ]/Z 
und kann eudlich dadurch, dass man die 3*16 9 , Modular- 

gleicbungen in richtiger Folge zu je acht multipliciert, die secbs 
2 -Modnlargleichungen aus ihnen berstellen. Andrerseits konnte man 
versucben, in einer einzelnen y-Modulargleichung etwa <p = x^j = 
zu setzen, und die entspringende Relation Grades zwiscben x 

und y auf ihre Reducibilitilt untersuchen. 1st unsere obige Angabe 
uber die Nichtcongruenzmoduln (p. 98) begriindet, so darf eine Re- 
duction in zwei Relationen des Grades ^(n) bier nicbt mebr eintreten. 
Wir werden das weiter unten an einem einzelnen Beispiele wirklicb 
durclifiibren. 

Wenn man sich die Rechnungen vergegenwartigt, welcbe die 
Modulargleicbungen von in die fiir ]/X iiberfuhren, so ist evident, 
dass erstere Gleicbungen einfacbere Gestalt darbieten werden als letztere. 
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Auch bei den Wurzeln aus A warden die Transformationsgleichungen 
urn so einfacher, je bolier die Stufe der betreffenden Wurzel war. 
Von dieseni Gesichtspunkt geleitet wird man es zweckmassig findea^ 
aucli noch den Hauptmodul ^^^(1 — 1) zur Bildung von Modular- 
gleichungen lieranzuziehen*); denn die Stufe desselben war m = 48, 
und wir werden demgemass nur den Transformationsgrad auf ungerade 
durch 3 nicht teilbare Zahlen n einzuschranken haben, sofern wir an 
den Voraussetzungen des vorigen Kapitels festlialten wollen. That- 
sachlich sind auch diese Modulargleichungen verschiedentlich betrachtet 
worden (woriiber wir noch weiter unten die Nachweise geben); ent- 
wickeln wir also hier noch kurz, welche Grundlage das vorige Kapitel 
fur die Modulargleichungen von — 1) ergiebt! 

Der Hauptmodul — 1) andert sich bei einer beliebigen, nur 

der Bedingung y ^0 (mod. 2) geniigenden Mo dul substitution nacli 
unseren frilhereii Untersuchungen um den Factor: 

^ 2 ^ 3 05 Y)+ + Y^) 

und gelibrt sonach zu einer Stufe 48, welche sich vollstandig 

durch die drei Oongruenzen charakterisieren lasst: 

(5) y = 0, (mcl.2), a/3 + yd = 0, (mcl. 3), /5 + f = 0, (md. 8) . 

In der durch die erste dieser Bedingungen definierten r 3 der Stufe 2 
ist r 72 ausgezeichnet enthalten, und fg reduciert sich bez. auf eine 
cyclische als deren Erzeugende wir S: 

Tti 

(6) "yx{l - if = e“ — 1) 

ansehen konnen. Da fiir jeden gegen 2 und 3 primen Transformations- 
grad n = (mod. 24) ist, so beweist man aufs leichteste an den 
Oongruenzen (5), dass durch W{p) = nm, modulo 48 betrachtet, 
in sich transformiert wird. Es ergeben sich also unmittelbar die 
Satze: Fiir unseren in Bede stehenden Hmiptmodul existieren lei jedem 
gegen 6 relativ primen Transformationsgrad n im gan^en 24 verschiedene 
Modulargleichungen; dieselben entstehen alle aus einer unter ihnen^ indem 
man den transformierten Modul (lei unverdndertem urspriinglichen) der 
aus (6) m er^eugenden cydischen G 24 , unterwirft — 

Die mit der gleichberechtigten Untergruppen, sowie sonstige 
Hauptmoduln ziehen wir nicht mehr besonders in Betracht. 


*) Yergl. hier imd weiterhin I p. 674. 
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§ 2. Von der Vertansclibarkeit der Argumente in den linken 
Seiten der Modnlargleieliungen. 

Die linke Seite einer Modulargleicliung erster Stufe J) = 0 
war eine sjmmetrisclie Function ihrer beiden Argumente J' und J*; 
wir imtersucben nunmehr, welclien Verhaltnissen wir in dieser Eicktung 
bei den Modulargleiclmngen bolierer Stufe begegnen. Sei demnacli x 
ein Hauptmodul Stufe, fiir welchen bei Transformation 

Ordniing % Modulargleicliungen existieren. Eine unter ihnen sclireiben 
wir f{%\ r) = 0 und denken die linke Seite derselben als ganze 
Function sowolil von tr, wie r', gestaltet, welch e beide Argumente 
alsdann in f bis auf den Grad ansteigen. Ausfilhrliclaer ge- 

schrieben ist: 

und da diese Gleicliung in co identisch besteht, so zielien wir aus der- 
selben sofort die weitere Gleichung: 

w /■(.(»), *(^-5) -»■ 


Wir sclireiben in (2) fiir den ursprungliclien Modul 'r(co) wieder kurz 
t, fur den transformierten t', wodurch unsere Gleichung in /*(r, t') = 0 
iibergeht. Sie ist ofienbar selbst wieder eine der % Modulargleichungen 
und also folgern wir mlihelos den Satz: Bei Vertmschzmg der 
Argumente r, x' werden die linlmi Seiten unserer % Modidargleiclmngen 
tells m Baaren vertauschtj teils vielleicht in sicli selbst transformiert; 
von etwa zutretenden constauten Factoren sehen wir dabei zunachst 
vollig ah. 

Des genauereu koiinen wir den erhaltenen Satz folgendermassen 
durchbilden: Die Gleichungen (2) schreiben wir unter Aufnahme einer 
sogleich naher zu bestimmenden Modulsubstitution F: 

/■[.(«), - 0 . 

Es soli aber F so gewahlt werden, dass F(i^~”,— ) und ^ 

dem namlichen unter den % zu den % Modulargleichungen gehorenden 
Reprasentantensystemen enthalten sind; wir erreichen das stets und 
nur dadurch, dass wir F aus der Congruenz 


(3) 


~pr/ — b d'Co (Xo) "■}“ b 

\~— cco + a) cco 4 “ 


(mod. m) 


bestimmen. Des weiteren nehmen wir die Pormel: 



IV, 4. Aufsiellung der Modulargleiohungen holierer Stnfe. 


123 


(4) 


r (F-^(g))) 


At:((o) + B 
f T(a)) ^ A 


zLi Hiilfe und fiiliren solclierweise die Gleichung (2) liber in 


( 5 ) 



Ax' + B 
rz' + A 



welch^ letzterer Gleicliung t' = geniigt. Also das Resultat: 

Wenn tvir in der nrspriinglich vorgelegten Gleichung die Argiimente der 
linhen Seite t' %md t mil einander vertauschen, sodann aber auf r' noch 
eine gewisse, in der mgelibrigen G^ enthaltene lineare Substitution aus- 
itben, so hommen wir mtr ursprunglichen Gleichung mirilch. 

Die ualiere Untersucliiing wird sich bei dieser Saclilage vor allem 
auf die Substitution V beziehen, als deren Coefficienten wir aus (3) 
die folgenden berechneii: 


( 6 ) 


[ a EEfE (a^ 

1/3 = (a -ird)bn-\ 


d = Q)c + cf)n-\\ 
7 = (a + d)cn-^y] 


(mod. w). 


Man wird nun zweckmassig 


(7) 


/a, b\ /na, /3'\ 

\c, d) ~ \ny, d'J 


setzen und erhalt solcherweise aus alien z in Betraclit kommenden 
Reprasentantensystemen je eine einzelne Transformation n^^^ Ordnung, 

wenn man in (7) die Modulsubstitution (^/ ein zur von t((d) 

geliorendes Reprasentantensystem der durchlaufen lasst. Vermoge 


(7) nelimen aber die Coefficienten (6) von V die Gestalt an: 

[ a = "-I- P'y'j d = n~^d'^ + i^V^l 

1/3 = (i\a + y = y' (na' -j- 


( 8 ) 


|,p| (mod. m). 


Der hemerkenswerteste Specialfall ist der, dass die so gewonnene Sub- 
stitution V der angehort: Stets und nur, ^venn dies der Fall ist, wird 
die Modular gleichung, tvelche 0 um betreffenden Beprdsentanten (7) gehbrt, bei 
Vertauschung von x und % in sick seTbst ubergehen. 

Wir erlautern diese Satze jetzt dadurch, dass wir erstlich den 
Fall der Modulargleichungen funfter Stufe m = 5 besonders betrachten; 
wir bezeicbnen dabei die in (7) recbts zur Geltung kommende Operation 
der Gqq durcb F' und miissen ubrigens die vierfache Fallunterscbeidung 
1, 2, 3, 4, (mod. 5) treflfen: 

Ist erstlich n = 1, so folgt: 

(9) . F-i = F'^ (mod. 5), 
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woraus ohne weiteres der Satz entspringt: Nur wenn V' die Identitat 
Oder eine der 15 in der entJialtenen O'jgerationen der Feriode mei 
ist^ tvird V der Hauptcangnien 0 gruppe angelwren; fur n~l {mod, 5) 
werden sonacJi unter alien seclmg Modulargleichungen nur sechmhn bei 
Vertauschung der Argumente in sich seTbst ubergehen. 

Im Falle n = — 1 folgt: 

(10) V~^= rAV'A, (mod. 5), 

wobei wir unter A in gewobnter Weise die Spiegelung an der ima- 
ginaren co-Axe verstehen. Soli = l sein^ so muss V'A eine Operation 
der Periode zwei in der erweiterten Gqq sein; in dieser Gruppe aber 
gab es secbzebn Spiegelungen (funfzelin mit reellem Symmetriekreise 
uud eine oliue einen solcben) : Auch fiir n = — 1 giebt cs somit 
seclmhn Modulargleichungen, welche bei Vertauschung der Argumente in 
sich iibergehen. Die zugehorigen secbzebn Reprasentantensysteme sincl 
iiaturlich keineswegs durcligebends wieder jene^ welche bei w = -[- 1 die 
Modulargleichungen mit^ vertauschungsfahigen Argumenten lieferten; 


jedoch wolle man bemerken^ dass das zum Schema 



gehorende 


System, dem V' = 1 zukommt, in beiden Fallen = 1 liefert. 

Um bei ees + 2 diejenigen V zu finden, welche F— 1 liefern, 
miissen wir alle Losungen von 


+ + i3>' ™ + / 3 >' = + 1 , 

(+ 2a + ^ (± 2a' + d')^' = 0, 

ad' - = l 


aufstellen. Die Anzahl ist in beiden Fallen zehn, und also giebt es 
fiir n ee + 2, wie fiir n = — 2 unter den scclmg Modulargleichimgen 
insgesamt 0 elm mit vertauschungsfdhigcn Argumenten, Setzen wir 


V' — 1, so wird F = ^^5 also der Satz: Bei n = Hr 2 geht die 

/ Q\ 

mm Schema gehorende Modulargleichung in sich ilber, tvcnn man 


t durch t, t aber durch 


~7 erscM, Nebenher wolle man noch an- 


merken: Die m den Schemata gehbrenden Modular- 

gleichungen gehen in alien vier Fallen bei Vertauschung der Argumente 
in sich uber. 

Wir nehmen ferner 7n = 16, beriicksichtigen dabei aber nur die 
^-Modulargleichungen und bezeichnen die zum Schema ^ gehorende 
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Gleichung durcE f(sp', cp) = 0. Ftir dieses Schema folgi aus (8) 
(o’ ,j-i) (mod. 16 ), und es ist nach I p. 670 : 




g)(F-Hc3)) = (— 1) 8 <p((a), 

welehe Gleichung jetzt im speciellen an Stelle der obigen Gleiehung 
( 4 )^ tritt. Der hiermit gewonnene Satz aber heisst: Die Modular- 
gleichtmg f(cp , ^) = 0 geM in sich iiier, wenn man <p an Stelle vm 




9? ; tind Bugleich ( 1) ^ ^ an Stelle wn (p set^t*^ liier haben wir 

also Vertauschbarkeit zunachst nxir fiir n == 8/2- -j- 1. TJm auch in den 
Fallen ^ = 8/2- + 3 Scbemata anzngeben, bei denen die zugeliorige 
Modulargleichung/’'=0 den urspriinglicben und transfonnierten Modul 
vertauschungsfahig enthalt, specificieren wir (8) in folgender Weise: 

/872 + 7 , 0 


( 11 ) 


>-8* + 3, V+,) 

.- 3 „+ 5 , 


(md. 16 ). 


Diese Substitutionen 7 * lassen <p{m) unverandert, und also gehen die 
zngehorigen Modulargleiehungen f'(cp(Vy!{nco)), 9(0)) = 0 bei Yer- 
tauschung der beiden Argumente in sich uber. Bei der Wirkung der 

7 „' auf 9 folgt iibrigens, dass 9>) bez. 9) direct 

die linke Seite der zum Schema ^) gehorenden Gleichung f(q)', 9) 
ist: ’ 

(12) <P^=f(. 9 ', 9), M = 87i + 3, 

(13) f'i^ 9 ', 9 ) = f{ 9 '! 9 )} « = 8i^ + 5. 


Einen dabei etwa nocb auftretenden Factor denken wir mit in f 
liineingenommen. — 

Geht eine Modnlargleicbung bei Yertauschung der beiden Moduln 
in sicb selbst uber, so wird ihre linke Seite bei fiir unabhangig an- 
gesebenen Argumenten sich jedenfalls bis auf einen Factor reproducieren, 
wenn wir diese Argumente permutieren. Aber man folgert aus der 
Irreducibilitat der Gleichung gerade wie bei der ersten Stufe, dass die 
linhe Seite der Modulargleichung fiir diesen Fall direct eine symmetrische 
Function ihrer leiden Argumente sein muss. Fiir die ^-Modularglei- 
cbungen f{(p\ ^) = 0 konnen wir bei unabhangig gedachten 9', cp im 
Falle !^^==8/2-+3 nur erst die Gleichung; 



126 Aufstellung der Modulavgleicliinigen hdherer Stufe. 

(14) ~ gj') == ^ * f(Sp', 

sowie weiter den Satz folgern: Die ganze Function f((p'y <p) der beiden 

Veranderlicben <p' und q) ist symmetrisch in (p bez. in i(p\ cp, 

]/2 


je naclidem n= 8 /^ + 3 oder 87^+5 ist. Um aber von bier aus 
c zu bestimmen, wolle man nocli die folgende Uberlegiing anstellen: 
Soil eine Wurzel 9 '= (p{R{(o)) unserer Modiilargleichung unendlich 


werden, so muss It{m) — ^ werden mit a = 7 = 1 (mod. 2 ); denn 

es muss in diesem Falle nacli I p. 665 (2) das Argument von 9 in 
eine (mod. 2) mit m 1 aquivalente Polygonspitze hineinwandern. 
Nach der Gestalt des (cf. (3) p. 120) folgt umgekebrt 


(15) c = “ = iJ-i (^), a' = (mod. 2), 


so dass das zu 9 )' == 00 geborende g? ‘gleichfalls cx) ist. Da man 
diese tJberlegung leiclat umkebrt, so folgt der aucb anderweit nutz- 
bringende Satz: Unter den heiden Grossen (p' md cp ist jede eine 
ganBe algebraische Function der andern. Die Gestalt von f(g^% (p) 
ist also: 

(16) f{q)', qo) = <py + H , 

wobei in den ausgelassenen Gliedern die Exponenten von fp' und (p 
durchgebends < 'ijj sind. 

In Formel (16) hat nun c offenbar dieselbe Bedeutung wie in (14), 
da i^(n) fiir w> 2 stets eine gerade Zahl ist. Der Wert von c aber 
entspringt sofort aus dem Umstande, dass f{(p\ (p) symmetrisch in 

(p bez. icp'j (p ist 5 man bat offenbar 

]/2 

(c = fiir n = 8h 

^ ^ U = 1)4'^'^"^ fiir = Sh + 5- 

Unter Riickgang auf die Bedeutung von ^(n) ergiebt sicb bieraus 
scbliesslich der in beiden Fallen n — 87i^ + 3 giiltige Satz: In der 
Gleiclmng f(pp, — = 9) einen Falle einer 

FrmBaliljpotenB n das unter e Zeichen; entlialt aber n wenigstens Bwei ver- 
schiedene Frimfactoren] so gilt stets das ohere Zeichen. 


§ 3. Grundlegxing der invariantentlieoretiscben Methode fiir 
die Aufstellung der Modulargleichungen. 

Sei 'p(m) ein Hauptmodul, der fiir Transformation Ordnung 
im ganzen % Modulargleichungen besitzt. Jede beliebig vorgeschriebene 
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unter denselben f r) = 0 konnen wir, wie bekannt^ ans einer ersten 
f{t'j t) = 0 dadurcb herstellen, dass wir bei unverandertem r auf r' 
eine bestimmte, der Gleicliung f ' = 0 zugeordnete, lineare r'-Sub- 
stitution der Gruppe Gx ausizben. Denken wir die linken Seiten der 
^ Modulargleicliungen als ganze Functionen von t' und r gescbrieben, 
so haben wir in diesem Sinne aucli bei unabbangig gedacbten r 
die Identitat: 

(1) f'(r', t) = Const, (c't' + , t) . 


Aber bei der soeben erkannten Keciprocitat zwisclien urspriinglicbem 
und transformiertem Modul konnen wir z. B. von r) == 0 aus 

die iibrigen Gleichungen ancli dadurcb berstellen, dass wir r' un- 
verandert lassen und auf t die Operationen der Gx ausiiben. Ins- 


besondere wird es eine bestimmte Substitution 



in der Gx geben, 


welcbe auf r angewandt zu f(t\ r) = 0 zuriickfubrt; es wird in diesem 
Sinne die Gleichung identiscb bestehen: 


(2) f(t', t) = Const, (ct + dy^ - f (r, • 


Durch Combination der Identitaten (1) und (2) folgt als neue 
Identitat 


(3) 


f(x', r) = 0- {c't' + dy{cz + dy • 


fi 


a'x' + air + i>\ 

c r' CT d) ’ 


wobei G eine nocb nicbt naber bestimmte numeriscbe Oonstante ist. 

Diese Identitat henutmi wir nun, um von ihr aus eine invarianten- 
theoretische Meihode mr Aufstellung der Modulargleichungen m e^itwicJceln. 
Wir werden die betreflfende Metbode am Scblusse des vorliegenden 
Paragrapben nocb ausfuhrlicber bezeicbnen; furs erste geben wir eine 
Reibe von Vorbemerkungen. Man beacbte vor allem, dass fiir die 
besondere Modulargleicbung f—0 durcb (3) eine eindeutige Beziebung 
der endlicben Gruppe Gx auf sicb selbst begriindet ist, welcbe wir 
durcb die Nebeneinanderstellung der Substitutionen : 


(4) 


a', /a, h\ 

d')^ \c, d) 


andeuten konnen. Diese Beziebung der Gx auf sicb ist uns sebr be- 
kannt: Scbreiben wir namlicb die in Rede stehende Modulargleicbung 
ausfiibrlicb f[t{Ii{cci)), ticj)] = 0, so konnen wir^ da dieselbe in co 
identiscb besteht, aucb 

(5) f[t(Rr(co)), t(F(oz))] = 0 
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sclireiben. Hier ‘wahlen wir nun V aus dei" nnd denben diese 

Substitution liberdies beziiglicli reduciert, so dass derselben eine 
bestimmte r-Substitution der etwa die zweite Substitution (4) 

enlspricbt. Mit wird, wie man sofort sielit, aucli modulo m 

X 

reduciert, durcli E in sicli transformiert, so dass aucli EVB~'^ der 
angehort und, beziiglicli r„ reduciert^ auf eine weitere Operation 

X 

der Gji fubrt. Ein Blick auf (5) zeigt^ dass diese Operation keine 
andere als die erste Substitution (4) sein kann. Die hier vorliegende 
JBemhung der Gy, auf sich selhst ist gerade die, welche wir sonst durch 
Transformation vermoge E bewerhstelligten. 

Solcbe zwei Substitutionen (4), wie wir sie nun zusammen- 
geordnet fanden, werden wir wir jetzt als eine simnltane Siibstitution 
der beiden Variabelen x bezeiclinen; die % simultanen Substitutionen. 
bilden dann natiirlicli, abstract genommen^ wieder unsere Gruppe Gy. 
Wollen wir also Gleicliuiig (3) vorlaufig daliin zum Ausdruck bringeii^ 
dass jede Modiilargleichung eine Grupjpe Gy von x unterschiedenen simtil- 
tanen Substitutionen in sich mldsst. 

Aber zum vollen Wert gelangen dieser Satz und die Gleiclmng (3) 
erst dadurcb, dass wir hier wiederum die homogene Betrachtungsweise 
benutzen. Wir werden also etwa r(co) nacli den in I p. 616 u. f. 
entwickelten Itegeln in den Quotienten zweier Modulfonnen 
^ 2 ); '^ 2 (^ 1 ; ^ 2 ) spalten und setzen hierauf nacli Anologie der 
bei der ersten Stufe getroffenen Massnalimen (cf. p. 37): 

(6) ojg) = . 

Die Substitutionen (4) denken wir so gewalilt, dass ilire Determinante 
1 ist; jede Substitution (4) spaltet sich alsdann in 0tvei honiogene, 
liber deren Zusammenordnung eben durch die Festsetzung (6) in ein- 
deutiger Weise verfiigt ist. Insgesamt entspringt eine homogene G^y 
simuUaner bindrer Substitutionen der beiden Varidbelenreihen xf^ x^' und 
Ti, Xc 2 . Vor allem aber setzen wir nun: 

(7) x^ ^i^x,fi^f(x j x) = f(x^ j ^2 ; tTj ; xf)j 

toodureh die linlce Seite unserer Modulargleichung m einer doppelt- 
bindren Form der Variabelenreihen xf, xf und x^ , x^ geworden ist, und 
mar von der Dimension ip in jeder dieser Eeihen, Die Gleichung (3) 
schreibt sich daraufhin in die geglattete Gestalt um: 

(8) CTi + tlr^) = (7-/(Tr/, r/; 

wo wir nur gegen (3) die Bedeutung des numerisclieu Factors C in 
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zweckmassiger Weise modificierten, Ziifolge (8) hat Me doppelt-hinm'e 
Form f Me fimdamerdale Eigenschaft, sicli bei Aiisilhimg der 2% simul- 
tanen Substitutionen der jeweils bis auf einen Factor m reproducieren. 

Die Constante C anlangend ist es besonders interessant, dass wir 
in den weitaus meisten Fallen den Wert derselben durcli rein grnppen- 
theoretisclie Scblussweisen von vornlierein angeben konnen. Es liegt 
dies daran, dass wir die Structur der jeweils in Betraclit komnienden 
Gruppe Gy, von friiber her kennen. Nehmen wir z. B. m = 5, 
und also den Pall des Ikosaeders^ so ist G^y. die homogene Ikosaeder- 
gruppe. Aber die letztere lasst sich bekanntlich aus zwei Sub- 
stitutionen 8, T erzeugen, von denen die erste die Periode fiinf; die 
zweite die Periode vier hat, wahrend (^8Tf — l ist. besteht im 
Zeichenwechsel der vier Grossen rj, r/, und hierbei bleibt f sicher 
unverandert. Bei Ausiibung von T kann also f hochstens noch einen 
Zeichenwechsel erleiden: (7y= + 1, wahrend f bei Austibnng von 8, 
allgemein zu reden, eine multiplicative fiinfte Einheitswurzel annimmt: 
Gs= Hier aber muss, da von der Periode drei ist, + eine 
dritte Einheitswurzel sein, und also ist Cs — Ct== Die linlce 

8eite f{ti, tv ^ 2 ) Modulargleichung fiinfter 8tiife bleibt absohd 
invariant gegenilber alien 120 smultanen bindren 8ubstit%itionen der G^^q. 

Das gleiche Resultat ergiebt sich fiir die bei m = 3 auftretenden 
l-Modulargleicliungen, wahrend wir bei m == 2 und 4 fiir die Modular- 
gleichungen von X und g, durch Anwendung der gekennzeichneten 
gruppentheoretischen Schlussweise nur erst C == + 1 folgern konnen. 
Um fiir m == 16 die Modulargleichungen von ^(co) noch etwas aus- 
fiihrlicher zu betrachten, so ist hier die homogene Diedergruppe G 32 
zu Grunde zu legen. Dieselbe lasst sich aus einer Substitution 8 der 
Periode acht und einer zweiten T der Periode vier erzeugen, deren 
Product 8T gleichfalls die Periode vier aufweist. Statt 8 und T 
konnen wir aber auch T und 8T als Erzeugende dieser G^^ ansehen, 
und nun bemerkt man leicht wieder, dass sowohl gegenilber T wie 
8T die Form (P 2 ] 92 ) entweder unverandert bleibt oder 

Zeichenwechsel erfahrt: Die linlce 8eite 9 ^ 1 ? <p 2 ) cp’Modular- 

gleichung bleibt gegenilber den 32 homogenen simultanen 8nbstitutionen der 
(xgg entweder durchaus unverandert oder wechselt doch nur ihr Zeichen, 
Einzig fiir die bei der Stufe m = 48 eintretenden Modulargleichungen 
von — 1) gelingt die Bestimmung von C mit Hiilfe solcher 

gruppentheoretischer Uberlegungen allein noch nicht, weil namlich 


Es ist dies genau dieselbe Schlussweise, die bereits in Bd. I p. 694 zur 
Verwendung kam. 

Klein-Fricko, Modulfunctionen. H. 


9 
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liier Gy, eine cycUsche G^^ wircl. Docli 'betracliteii wir diese Moclular- 
gleicbiingeii an gegenwartiger Stelle niclit besonclers. 

So oft C niclit melir diircligangig -f- Ij sondern + 1 ist, muss 
offenbar gerade der Halfte der Substitutionen von G2y. der Wert G= 
zukommen, der andern Halfte G= — 1. Jene % Substitutionen mit 
C = -f- 1 rniissen alsdanii eine innerlialb G 2 y, ausgezeicbnete Unter- 
gruppe Gy bilden, die bei Portgang zur niclit -liomogenen Sclireib- 

weise eine innerlialb Gy ausgezeicbnete Gy ergiebt’*'). So ist, wofern 

¥ 

filr m — 4 wirldicli (7 = + 1 auftritt^ Gy die in der Oktaedergruppe 

Y 

ausgezeicbnet entbaltene Tetraedergruppe, ftlr m — 2 die in der 6r^ 

entlialtene cyclisclie Gg*, filr m 16 aber ware Gy eine von den drei 

Y 

ill der Dieder-G^^g ausgezeicbnet enthaltenen Untergruppen 

Immer liaben wir jetzt eine G^y. oder dock eine Gy bomogener 
simultauer Substitutionen unserer doppelt-binaren Formen f in sicb 
nacligewiesen und grilnden nun auf dieses Resultat die folgende 
Metliode der Aufstelluiig der Formen r/; t^): Statt direct 

die Gestalt von f m tmtersuchen, stellen wir iins viehnehr die Awfgahe, 
voral) allgemein die do].ipeU-l)indren Formen gleiclicr Dimensmi in 
und ti, 1^2 ci'i'i^Mgehenj welche im EinpjelfaM gegenuher der Gruppe der 
simultanen Sid>stitutionen den Gliaralder der {dbsoluten) Invariant: besitm%. 
Wir gehen insbesoiidere darauf aus, immer die vollen Systeme soldier 
Formen geivinnen; denn liernacJi werden wir die linlcen Seiten dor in 
Betradht Imnmendm Modulargleidhiingen (unter EilcJcsicJitnaJmic amf 
deren dimension 'ijj) als gamse rationale Functionen der Formen jenes 
vollen Systems mit Siilfe einiger unhelcannten mimerischen Goef'fleienten 
sofort hinsdireiben lumnen. W'^ie wir diese letzteren bestimmen mogen^ 
wird Gegenstand weiterer Uberlegungen sein mtissen; zunachst 
bringen wir den hiermit expouierten invariantentbeoretiseben Ansatz 
diircb Betraclitung einiger Beispiele zur wirklicben Durcbbilduiig. 

§ 4. .Von der Bildung der vollen Formensysteme dnreb Polarisation 
im Palle der Cogredienz*'**'^'*). 

Die Durchfiibrung des soeben entwickelten Ansatzos himgt in 
erster Linie davon ab, welcber Art die ofter genannte Bezielmng der 

Die bier vollzogene Scblussweise wurdo bereits in Bd. I p, G24 bei den 
Wnrzeln aus A ziir Anwendung gebraebt. 

*'-^0 Of. I p. 4GG u. f. 

•.}!«) ygP 55 ^^ diesem Paragrapben die Lebrbiicber der Invariantentbeorio, 
z. B. Clebscb^ Theorie der bindren dlgebraischen Formen (Leipzig, 1872), erster 
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Gruppe G 2 }i auf sicli selbst im Einzelfalle ist. In dieser Hinsiclifc ist 
ofFenbar der denkbar einfacbste Fall der, dass jede Operation der 6 ^ 2 x 
sicb selbst zugewiesen ist; in diesem Falle erfaliren die binaren 
Variabelen r/, rg' gleicbzeitig immer dieselbe Substitution wie Tj, 
und es sind demnacli beide Systeme als cogredient zu bezeiehnen 
Wollen wir sogleicb entwickeln^ welclie Uberlegung in diesem Falle 
der Cogredienz zur Gewinnung eines gewunscbten vollen Formen- 
systems binfiibrt! Es bandelt sicli dabei um einen in der Inyarianten- 
tlieorie wohlbekannten Ansatz, den wir liier in aller Kilrze ableiten 
mogen. 

Sei /’(t/; oder kiirzer /(r/, r/) irgend eine doppelt- 

binare Form Dimension in jeder Variabelenreihe, welclie gegeniiber 
der G^x Invarianz besitzt; durcli Identiscbsetzen der beiden Variabelen- 
reiben, — entspringt aus f eine einfacb-binare Form: 

( 1 ) fi'Cu ^ 2 ; = 9 {^ 1 , 1 ^ 2 ) 

der Dimension 2v, welebe gleicbfalls gegeniiber den Operationen der 
G^x unverandert bleibt. Von letzterer Form bilde man nun die 
Polare nacb r/, und benutze fiir dieselbe die Bezeichnung: 



wobei recbts eine bekannte symboliscbe Scbreibweise fiir die boberen 
Ableitungen von g gebraucht wurde. Es ist ein in den Elementen 
der Invariantentbeorie zu beweisender Satz, dass eine Form gi^u x^) 
jede ibrer Polar en als Covariante besitzt, sofern nur die neuen Varia- 
belen mit den alten cogredient sind; es ist also aucb Xi) eine 

zur G^x geborende Invariante. 

Wolle man nun ferner vermoge des Euler'schen Satzes von den 
bomogenen Functionen aus ( 2 ) den Scbluss ziehen, dass 

(3) 9v(g^u '<^ 2 *? '^1? '*' 2 ) ^ 9(J'17 '^ 2 ) 

ist; eben deswegen muss mit Riicksicbt auf ( 1 ) die Differenz 

(4) <; Tj, Tj) — 

unter der Bedingung x/ = Xi mit Null identiscb werden. Aber dieser 
Umstand ergiebt wiederum als Folgerung, dass die Form (4) die 
Determinante: 

( 5 ) (r, r) = 

als Factor besitzen muss, so dass wir die Identitat gewinnen: 

Abscbii. § 7 Oder G or dan, Vorlesungen uber Invariantentlieorie (heraiisgegeben 
von Kerschensteiner, Leipzig 1887), II, 1, § 7. 

*) Cf. „Ikos.“ p. 232, 
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(6) /■«, t/; Ta) = t,-) + (t, r) ■ r,:), 

wobei /;_! eine doppelt-binare Form {v — 1)*“' Dimension in jeder 
der beiden Variabelenreiben ist. 

Die Determinante (5) ist durch die Eigenschaft ausgezeiclmet, bei 
alien simultanen Substitutionen der cogredienten unveriindert zu 

bleiben, da wir ja diese Substitutionen als solclie der Determinante 
+ 1 fixierten; {r, r) benenncn wir dieserlialb als idmiische Invariante. 
Mit Rucksicbt liierauf folgt aus der Identitat ((!), dass aucli /’„_i bei 
alien 2x Operationen der unveriindert Itleiben muss. Jetzt aber 
wiederliolt sich derselbe Gedankengang, den wir in der That auf 

/■„_! gerade so gut anwenden kbnnen, wio wir ilin soeben auf f 
selbst anwandten. Wir werden zu einer mit (6) gleicligebildoten Iden- 
titat gelangen: 

/;,_i(r/, r,-) == -f {r, t) ■ r,-), 

und indem wir dieselbe Sclilusswcist! jetzt auf /', t- und so fort ini 

ganzen v Male liinter einander anwenden, alsdann alter aus alien 

diesen Gleicbungen f^-i, /i _2 n. s. w. eliminicroii, entspringt seliliess- 
licli die Identitat: 

(7) /'(r/; T;) = (Jr -f (x, ir) • -f « t)" • H 1- {t , r)'' ■ (j^,. 

Es hedeuten also hierin die g^i dels Polami riHjdeli hiiu'irer Fonnen 

Dimensionj die im oft genannien Hinne rAir (i^^. gehoreu; aus solchm 
Polaren imd ubrigens der identischen Invitrmde (t\ %) Idssl sieh jede 
ohen eharaldcrismie Form f{ti] rational und garm cnsammenselmi. 

Im Gebiete der einfach-binllren Fonnen biHiSen Hich alle I'llr die 

einzelne hi Betraclxt kommenden Fonnen bei den von nm zii 

nntersuebenden Fallen stents aus drei specicillen I'ornien ihrer Art 
Fij F,^ rational und ganz aurbainni^^ und zwar sind diese Ikirnum 
selbstverstandlicli von gerader DiineiiHiou (well sie doeli jtucdi bei 
gleicbzeitigem ZeiclienwecliBel von Tj, uuvtirrinderfi bleiben). Da 
andrerseits die Polare einer Summo gleicdi d(U‘ Bumme der Polaren der 
einzelnexi G-lieder ist, so werden wir also, um alle Polaren //,. riitional 
und ganz darstellen zu konneU; offonbar nur die Fonnen F^F^FH mit 
beliebigen ganzen positivon Zahlen [ij y in IxozeieJimdter Weise 
polarisieren mtissen. Diese Aufgabe aber reduciert sicli durcli folgen- 
den Gedankengang: Sei die GesarntdimeoBion von F^fFd^F\ die 
^nd Tt) ihre Polare, seieu ferner t:<), ^2(^/7 

die von F^j F^j F,^ m gewinnenden Polaren gleicdmr Dimension in 
den urspningliclien wie ncuen Veranderliclien. Es folgt dann durcli 
die namliche Oberlegung, welclie vorliin zur Formed ( 6 ) Mirte, jetzt 
die Identitat: 
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(8) O-viti', r,-) = G^G^G-l + t:) • ti), 

wobei /v_i eine invariante Form von der Dimension (v — 1) in jeder 
Variabelenreihe ist. Hier mussen wir nun Formel (8) mit (7) zu 
einem recurrenten Process vereinigen: /v_i stellen wir nacli (7) durcb 
(t'j r) und Polaren einfacb-binarer Formen dar, deren Dimension 
^2v — 2 ist Diese letzteren Formen sehreiben wir wieder als 
Snmmen von Gliedern FfF^F^ bin und baben nun ibre Polaren nacb (8) 
aiis r), sowie solcben Formen ti) ganz und rational 

zusammenzusetzen, deren Dimension in der einzelnen Variabelenreibe 
nunmebr — 2 ist. Man iiberblickt sofort, wie der Hermit ein- 
geleitete Process nacb einer endlichen Anzabl von Scbritten zuni Ab- 
scbluss kommt, und gewinnt insbesondere als Hauptsatz: Jede gegen- 
iiber den 2% simnltanen Siibstitutionen der G^-a invariante doppelt-hindre 
Form gleicJier Dimension in den beiden Varidbelenreilien ist rational imd 
gam darstelTbar in t), G-^ivl, tt), G^(ti, G^(ti\ r^). 

Hiermit ist die Frage nacb dem vollen System doppelt-binarer 
Formen im Falle der Cogredienz zur vollen Erledigung gebracbt. 

§ 5. Von der Tragweite des Falles der Cogredienz. 

Ebe wir nacb den Eegeln des vorigen Paragrapben voile Formen- 
sjsteme wirklicb berstellen, mussen wir uns iiber die Tragweite des 
bislaug allein betracbteten Falles der Cogredienz unterricbten. Wir 
mussen zu dem Zweck die folgende gruppentbeoretiscbe tlberlegung 
anstellen, bei der wir uns auf die nicbt-bomogene Gruppe Ga be- 
scbranken diirfen, und die speciell fiir = 5 bereits „Ikos.'^ p. 232 u.f. 
besprocben wurde. 

Wir konnen sogleicb % Arten angeben^, die Gruppe Ga auf sicb 
selbst boloedriscb isomorpb zu bezieben, indem wir namlick Ga nacb 
eiuander durcb ibre % Substitutionen transformieren und dabei im 
Einzelfall immer die transformierte Substitution der ursprtinglicben 
zuordnen. Soil eine dieser Zuordnungen die identiscbe sein und also 
zu Cogredienz fiibren, so muss die zur Transformation benutzte Sub- 
stitution der Ga innerbalb dieser Gruppe ausgezeicbnet sein, und solches 
gilt bei den fiir uns in Betracbt kommenden Gruppen in der Regel 
nur von der Identitat; die einzige Ausnabme ist die Diedergruppe 
G 2 v von geradem v, wo sicb in der That neben 1 nock eine ausge- 
zeicbnete Fg vorfindet^). Wir gelangen also in gekennzeicbneter Weise 

Von den Modulargleichnngen fiir — 1), bei denen cyclisch 

wil'd, sehen wir der Kiirze halber ab, zumal da diese Gleichnngen von anderer 
Seite ausgiebig betracbtet worden sind (of. unten). 
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im gaiizen zu bez. beim Diecler mit geradern v m y verschiedenen 
Bezielmngen der Ok anf sich selbst* 

Liege nunmelir irgend eine beliebige lioloedrisch isomorphe Be- 
ziehuug der Ok anf sicb selbst vor, so werden wir von ilir ans gleicli 
im ganzen % bez. solclie Bezielmngen berstellen konnen^ wenn wir 
namlicb in der sclion eben bezeiclineten Weise hinterlier nocli dnrcli 
die Operationen der Ok transformieren. Diese % bez. Bezieliiuigen 
fassen wir zii einer Classe ziisammen*, findet sich in derselben die 
identische Znordnuug, so kommen wir offenbar zu jener ersteii Glasse 
zurtickj welche wir nun aucli als die „Classe der Cogredienz^^ be- 
zeiclmen konnen. Diese besondere Classe der Cogredienz existiert 
naturlicli fiir jede Gruppe Ok- Ob dartiber hinaus noch weitere 
Classen vorkommen, hangt selbstverstandlich von der Eigenart der 
Gruppe Ok ab*, immer aber ist evident, dass die AmaM aller mog- 
lichen BeMelmngen der Ok anf sich selbst ein Multiplum von % be&. 
ist, %md dass der Quotient aus dieser Anmhl und % be0. jrx die Zalil 
der Classen gieht 

Pur imsere invariantentlieoretischen Fragen nacli doppelt-binareu 
Pormen, welche der einzelnen Zuordnung der Ok angehoren, werden 
wir alle % bez. Zuordnimgen der einzelnen Classe gleich initer- 
ledigt haben, wenn wir nur fur eine unter ihnen das voile Formen- 
system berechnet haben. Offenbar treten hier ganz dieselben Verhiilt- 
nisse ein, wie bei den Modulargleicliungen selbst: In den Formen jenes 
vollen Systems iverden wir nach einander etwa bei unverdnderten 
auf iTj, t 2 alle SubstiMionen der homogenen 0 %k ausuben, um fiir alle % 
bes. in Bede steJienden Bemhungen der Onippe auf sich selbst die 
vollen Formensysteme mi geivinnen. Der blosse Zeichenwechsel von 
Ti, Tg ergiebt dabei keine wesentlich neue Pornien, und beim Dieder 
mit geradem v wird auch die ausgezeichnete im wesentliclien auf. 
dasselbe Pormensystem zuruckfiihren. 

Jetzt ist es ftir den Portgang der Betrachtung fundamental, dass 
wir fiir alle zu betrachtenden Gruppen von vornherein die Anzahl aller 
isomorphen Beziehimgen der einzelnen Ok auf sich selbst angeben 
konnen, wie wir solches zunachst an der Ikosaedergruppe OQ^^ in folgen- 
der Weise erlautern. Die O^^^ lasst sich aus zwei ihrer Substitutionen 
■F 5 ,Ki mit erzeugen. Bei einer Beziehung der auf 

sich selbst entspreehen den 7^, wiederum zwei Substitutionen Vr', F/ 
mit (Fri'F/)'^ = 1, und andrerseits werden wir stets eine isomorphe 
Beziehung der 0^^^ auf sich selbst dadurch definieren konnen, dass 
wir irgend zwei derartige Substitutionenpaaro F,, K und TJ/, F/ 
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einander entspreclien lassen**'*'*). Nim fanden wir bereits in I p. 481^ dass 
es 120 Paare F 5 , fraglicher Art in jeder giebt, itnd also Idsst 
slch eine IJcOsacdergruppc aiif 120 Arten isomorjgh auf sich seTbst heMelien; 
diese 120 Arten iverden sivei Classen iilden, von denen die eine diejenige 
der Gogredien^ 

Es fragt sich jetzt^ ob bei der Transfornaation Ordniing flinfter 
Stufe thatsachlich beide Classen zur Geltung kommen; dem ist in der 
That SO; wie wir leicht ins einzelne ausfiihren. Fiir den Transforma- 
tionsgrad n haben wir namlich die Fallunterscheidung + 1 , 4 ~ 2 , 
(mod. 5) zu treffen. Der erste Fall n^l gelidrt erskhtUcIi mr Glasse 


der Cogrediensi, 


zu welcher das Schema 



unmitt elbar hinfiihrt. 


Beim zweiten Fall n = — 1 entsprechen den homogenen Substitutionen 


S, T, sofern wir wieder das Schema zu Grunde legen^ die neuen 

Aber diese Substitutionen geniigen den Congruenzen: 

= U-^8U, (mod. 5), 


unter U die homogene Substitution 



verstandeu; gehen also aus 


S und T Yermoge 'l^ransformation durch eine Operation der Gqq selbst 
hervor. Demnacli fiilirt auch n = — 1 mir Glasse der Cogrediem, imd 

fn 0\ 

ivir iverden, sofern wir immer beim Schema verbleiben tvollen, ein 


voiles Formensystem fur n = — 1 aus demjenigen der Cogrediem dadurch 
ableiten, dass tvir im leMeren — Stelle von seUen, Die 

beiden riickstandigen Falle + 2 ftihren aber notwendig zur 

zweiten Glasse, welche wir als die Glasse der Digredien^ bezeichnen 
mogen"^'*^). In der That sind ja die Operationen welche bei 


Gebrauch des Schemas 



der Operation S zugeordnet sind, inner- 


halb der G^ 2 o wohl unter einander, aber nicht mit S gleichberechtigt. 
Die Falle + 2 (mod. 5) werden also durch die Regeln des vorigen 
Paragraphen noch nicht mit erschopft; wir miissen ihnen vielmehr 
weiter unten eine besondere Betrachtung widmen. 


Of. I p. 455 u. f. 

Vgl. iiierzu „Iko8.“ 1. c. 

Vorlesuiigen uber das Ikosaeder ist der eben gemeinte Fall als 
derjenige der Contragredienz bezeichnet. Es erscheint aber zweckmassig statt 
dessen die im Teste befurwortete Bezeicbnung zu gebrauchen, weil nllmlicb der 
Begrilf der Contragredienz weiter unten in einer typischen, bier aber nicht vor- 
liegenden Bedeiitung gebraucht wird. 
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Jetzt beaclite man gleich weiter: Die Oktaedergruppe enthalt 
seeks F4, unci insofern von jeder Oktaederecke vier Kanten auslaufeii, 
lassen sick jeder vier Fg zuordnen, welche (F4Fa)® = 1 liefern. Die 
G^i lasst sick daher nur in 24 Arten isomorph auf sicli selbst be- 
ziehen, so dass bier einzig die Olasse der Cogredienz existiert. Fiir die 
Tetraedergruppe G12 weisen wir sofort 24 Paare F,), F^ mit (FsF^)® = 1 
nach. Hier entspringen also zuvorderst zwei Classen, die aber offenbar 
in eine zusammengeken, sobald wir zur Translorniation der G^^^ uucli 
nock die Substitutionen clerjenigen Oktaedergruppe zulassen, in welclier 
ausgezeicknet eutlialten ist: Fiir dk von ii{m) 

uni 1 ( 0 ) werden uns also die voUm .■•'oriiirii.<!isii:>>ic hcroits crschopfend 
durch die Polarisations^rocesse .des vorigen Faragraphen geliefcrt. 

Es bleibt endlich der Fall eiuer Diedergruppo welckc wir 

aus zwei nickt-komogenen Substitutionen s und t erzeugen, die den 
Bedingungen geniigen : 

= (««)“= 1 . 


Unter den Substitutionen s” kaben (p{v) die Periode v; irgencl cine 
derselben, mit einer der v Substitutionen sH combiniert, orgiebt Cry,,. 
Letztere Gruppe lilsst sick also in v(p(v) Arten isoinorpli auf sick 
selbst beziehen, und diese Arten biklen l yCn) boz. 95(1/) Classen, je 
nackdem v ungerade oder gerado ist. F’ilr v = 3 kaben wir nur die 
eine Classe der Cogredienz, so dass fur die hei ni, -- 2 cinirctonden 
X- Modulargleicliungen die Fulurisuliimsproccssc des vorigen Faragraplien 
eine erschopfende Gnmdlage ahgclcn. If'iir die bci m == 16 cintretondcii 
Modulargleicliungen von 9)(ci) — i//i;(a)) entspringen zuniickst vier 
Classen, von deuen jedock nur zwei bei Transformation nl'”' Ordnung 
wirklick zur Geltung kommen. Als Operationen s, i kaben wir ulimlick: 

(1) s{q)) = e‘'ip, 


welche nach der Tabelle (5) in 1 p. ()7() Imz, den ModuLsubBlitutionen 
(o^ l)^ (l^ t) '^vir nun l)ei TranHl’oriiiaiioii 


Ordnung das Schema m Grunde^ bo werden (dlenbar den beiden 

Substitutionen (1) die nachfolgenden zuzuordnen sein: 


(2) ,v'(9,) == e' ' 9P, l'((p) ^ ■ 

Hier liegt filr « = HA -f- 1 direct Cogredienz vor; aber auch in dem 
Falle n = 8 h — 1 betinden wir uns in dor Classe der Cogrcnlionz, 
indem namlich 
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liier zutriffl. In eine zweite Olasse gehoren indessen die beiden Falle 
== 8/i ^ 3* aber man halte fest, dass aucli bier wieder die fiir 
n = 87 ^ — 3 durcli (1) und ( 2 ) festgelegte Beziebnng der G^q anf sicb 
selbst dnrch Transformation vermoge t in die fiir = 8^ + 3 gnltige 
ubergefuhrt wird. Sollen wir die beiden biermit znr Geltung gekom- 
menen Classen wieder als diejenigen der Cogredienz und Digredienz 
unterscbeiden, so wolle man anmerken: Fiir die bei = 8A + 1 €,in- 
tretenden Fdlle der JCogredien^ geben die EnhvicJdungen des vorigen Fara- 
gra]ghen eine erschopfende Gnmdlage; die Fdlle der Bigrediem^ ndmlich 
= 8A + 3 ; bleiben noch m erledigen. 

§ 6. Anfstellung der vollen Formensystenae fiir die bei m — 5 
anftretenden Modulargleicbungen des Ikosaeders* 

Aus dem gesamten Gebiete, welcbes unsere bisberige Betracbtang 
umspannt, wablen wir uns jetzt zur besonderen Discussion einerseits 
die Modulargleichungen fiinfter Stufe, sodann aber die bei m = IQ 
auftretenden Modulargleichungen von 9(0)). Nur fiir diese werden 
wir demnacb die vollen Formensysteme aufstellen und baben bierbei 
offenbar Gelegenbeit, die beiden einzigen durcb die Betracbtung der 
Cogredienz noch nicbt miterledigten Falle der Untersucbung zu unter- 
zieben. Zunacbst stellen wir die g-Pormen auf; es ist dabei im 
Interesse einer libersicbtlichen Bezeicbnungsweise wiinscbenswert^ wenn 
wir die transformierten nicbt wie bisber durcb ^2% sondern 

durcb eine specielle Benennung^ etwa auszeicbnen. Um iibrigens 

in ^2 wirldicb Modulformen fiinfter Stufe zu besitzen^ milssen wir 
jetzt unter diejenigen Grossen versteben, welcbe wir friiber mit 

^gy bezeicbneten (cf. I p. 631 ( 9 )). Als Erzeugende Sy T der bomo- 
genen Ikosaedergruppe baben wir demgemass die 1. c. unter (10) ge- 
gebenen Substitutionen in Ansatz zu bringen. Des naheren unter- 
scbeiden wir nun gleicb zwiscben Cogredienz und Digredienz. 

Erstlich im Falle der Cogredienz sind die Erzeugenden der 
der simultanen Substitutionen: 

8 : 

l'y'6 ^ 1 ' = + (s — 

( 1 ) ^ ]/5 71^ = — (£«— —{e — ■ 

h/5g/= + (s - E^)tt - 

ys g/ = — (£* — £*•) £^) ti- 
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Das voile Formensystem umfasst neben der identischen Invariante 
sechste, bez. zelmte uad fiintzelmte Polare der 
drei wohlbekannten Ikosaederformen f, II, T. Die Berechnuag dieser 
Polarea ist ia dea Vorlesuagea tiber das Ikosaeder auf p. 215 durcli- 
gefiihrt; es siad aanilicb die dort aagegebeaen Formea H', C , D ge- 
radezu die fraglicliea Polarea, weaa wir aur statt der 1. c. gebrauchtea 
Grossea Ay , Aj , K, derea Bedeutuag : 

^0 “ 'Sf ('?! “I" % ^l) > “ '•Ja ^2 > ^2 ~ Vi &. 


eintragea (cf. „Ikos.“ p. 211). 


Unter Festhaltuag am Scbeaia 



der Traasformatioa findet sich solcherweise erstlich filr dea Fall 
H == 5 A — k 1 als 


voiles FormcnsysLcm der ij,- , fur n (mod. 5) : 

'Aj = 

■ {21(ii/-t/’ + ry/'^/O + + v/tf) 

■ + 175 + % t,) ] - (vf tf + VI' tf) 

+ 2275 + 3003 vfnJ'tf'tl ' ) . 


Weaa wir jetzt auch im Falle n — 5'h — 1 das Scbema 



der Traasformatioa beibehaltea, so wird das beztigliebe Foriaensysteai 
nacb dea Eegeln des vorigen Paragraplien dadurch eatstehea, dass 
maa bei uaveranderten rji au Stelle you gjj eiulach — gjjj £x sclireibt. 
So eatspriugt als 
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voiles Formensystem der g,- fur n = — I {^mod. 5) : 

%>5 Si; SJ “ %5 S 2 ; Si) = '^1 Si “f" ‘^?2S27 

1Ba:('>2i 7 %5 Si; S 2 ) ^^‘(Vl; %7 S 2 ; Si)? lOj 15. 

Audi ftlr den Fall der Digredienz ist (auf Grund Gordcm'scher 
Untersudiungen) das voile System der doppelt-binaren Formen in den 
Vorlesiingen iiber das Ikosaeder aufgestelltj wo man dasselbe p. 196 
oben vorfindet. Da es indessen sdiwer balten konnte, jene Ent- 
wicklungen aiisser dem Zusammenliange zu uberblidcen, so niogen wir 
bier in Kiirze einen Gedankengang skizzieren, der zu jenen Formen 
binfubrt. Wir setzen n = 2 (mod. 5) voraus und liaben dann den 
liomogenen Substitutionen S, T die beiden folgenden Operationen zu- 
zuordnen: 


a). 

Die Erzeugenden der der 120 simultanen Substitutionen sind 

demgemass: 

8: ri' = sTi^, 


(4) 


T: 


V^Vl = — (s^ — — (s — 

= (« — + (b^ — B‘^) tJ.j , 

= (B-a-%-(s^-3^)^,- 

[y5S; = -(B^-s-o)^,~(a-s-^)S,. 


Die einzelne g-Substitiition gelit also dadurcli in Hire entsprechende 
12 ’Substitution iiber, dass man an Stelle von e setzt*, bei dieser 


5 + ^^- 


ge- 


Ersetzung muss zugleicb das Zeichen von ]/5 
wecliselt werden. 

Die gesucbten Formen sind nun jedenfalls ganze homogene Func- 
tionen der vier Grossen: 

(^) Pi ~ Vs ^2; Vs " ^2 Si; V'd ~ '^lS2; 2/4 ~ '^iSl; 

welch’ letztere zufolge leicliter Rechniing gegenilber den unter (4) ge- 
gebenen Operationen S und T das folgende Verhalten zeigen: 

S: yv == a^’yv , 

, i — ^/h 1 4 - |/^ 

+ 2/i Q — Vs ^ 2/3 2/4 ; 


( 6 ) 


T: 


Yhy- 


1/6 


2 


Vi — Vi + yi+ > 


+ 2/2 — 

\yh: = 


1 — 1/5 




y, j 
1 — 


Vi, 


2/3 + 2/4 • 
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Setzen wir aber weiter {y = 0, 1, 2, 3, 4): 

(7) . + £^”2/2 + 

filnf Formeln, aus denen sich die y sofort in der Gestalt bereclinen: 

( 8 ) 52 /„ = 

so werden die gesucbten Formen auch als ganze homogene Functioiieii 
der Sv angesprochen werden kounen. Aber fiir die s berechnen wir 
aus (6) das folgende Verlialten gegenuber 8 und T: 

/QI 1'^" + 

^ \t-. = «/ = %■ 

Da der simultane Zeicbenwecbsel der ifii, ti y^' Aicbt andert, so 
wird aus den erzeugenden Permutationen (9) eine Ikosaedergruppe G^q, 
und es ist unmittelbar evident, dass dies die Gruppe der geraden Ver- 
tauscbungen der fiinf 0v ist. 

Wenn wir jetzt die linke Seite der Modulargleicbung als ganze 
bomogene Functioni der s schreiben, so wird sie zufolge des eben ei- 
lialteneu Resultates die Gestalt annebmen 

(10) fiVi, ti7 Q = % + 

wo Si, Sg irgend zwei symmetriscbe ganze Functionen der filnf Sv, D 
aber deren Discriniinante ist. Nun aber soil sicb /(■>?,:, St) nacb den in 
§ 2 (p. 124) entwickelten Regeln bis auf einen Factor reproduciereu, 
wenn wir an Stelle von iji, ■Jja, Sj, t> ^> 62 . — ta Sij Vd ''Is scbreibeii. 
Diese Dmanderung hat fiir die y die Permutation y^ — y^v zur bolge, 
und diese wieder ergiebt fiir die 0 die 'U'HycTddc Permutation ay 
so dass (si — Sal/D) bis auf einen Factor mit (sj + SaV-®) uberein- 
stimmen muss. Ersicbtlich ist dies nur dadurcb moglicb, dass entweder 
Oder identiscb verscbwinden , und von beiden Fallen ist der erstere 
deshalb nicht moglicb, weil alsdann die Modulargleicbung redueibel 
scin wurde. Die Unite Seite der TrTodtdaryhidlumg ist diescrhalb cine 
game symmetrisc'he Function der fiinf z,. und als solche guns und rational 
in dan elcnientafen symmetrische/ti Functionen der Grriissen Sy ■ 

Ziehen wir zufolge dieses Resultats zur Gewinnung einea vollen 
Formensystems etwa die filnf Potenzsummen der Sy beran, so fallt 
dabei ins Gewicbt, dass nacb (7) sowobl die Summe der s, wie aucb 
die Summe der Quadrate der s mit Null identiscb ist. Es bleibt nur 
nocb die dritte, vierte und fiinfte Potenzsumme, welche wir bei der 
XJmrecbnung auf ij;, von den Factoren 15 bez. 20 und 5 befreien. 
So gewinnen wir als 
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voiles Formensystem fur w = 2 {mod. 5) : 

'As = ; 

A 4 = - 

(11) I + 

Ar, = %“(?/■ - SsO + - 107 ],^V 2 %% 

i + + £ 2 “) • 


Dem reilit sich nun oline weiteres fiir das Schema 



an als 


( 12 ) 


voiles Formensystem fur n = 3 {mod. 5): 

^*('^15 '^2 7 ^ 1 ? ^ 2 ) '^2 7 ?27 5l) • 


§ 7. Aufstellnng der vollen Formensysteme fiir die bei m — 16 
auftretenden Modulargleieh ungen von (p{co). 

Letzten Endes wollen wir auch noch fiir die Modulargleichungen 
16^®^' Stufe von 9 ( 0 ?) = j//c die vollen Formensysteme angeben. Dabei ist 
es wieder zweckmassig, die bislier gebrauchte Bezeichnungsweise einer 
ahnliclien Modification zu unterwerfen, wie im vorigen Paragraphen^ 
und wir gehen in diesem Sinne etwa auf die seit lange gebrauchte 
Bezeichnung cp = u, cp' = v zuriick, welche Modulfunctionen wir dann 
zum Zweck homogener Schreibweise durch die Quotienten u ^ : 
ziehungsweise v^: v^ ersetzen. Wie man bemerken wird, ist es nicht 
erforderlich diese u^ etc. noch ausdriicklicher als Modulformen zu 
definieren. 

In § 3 fand sich nur erst, dass die linke Seite einer (homogen 
geschriebenen) Modulargleichung von 9 ( 0 }) sich vom Vorzeichen ab- 
gesehen bei den 32 Substitutionen der homogenen Diedergruppe 
reproducierte. Hier ist des naheren zu entscheiden, ob thatsachlich 
bei der Hiilfte jener 32 Substitutionen Zeichenwechsel eintritt oder 
nicht. Zu dem Zweck berechnen wir aus den Angaben von § 2 und 
insbesondere aus den damaligen Formeln (16) imd (17) folgende An- 
fangsglieder fiir die linke Seite der Modulargleichung"^'): 

^ ih 1 5 fi'^17 ^27 ^ 2 ) 

= Vitif vfuf + ^ 1 ^ 2 % ^'2 -j- . . .) = 0, 

} f{^X7 ^27 %7 ^^ 2 ) 

= vfuf vfuf 4 ” -j- * • ^ 

Durch diese Gestalten kommt eben der friiher bereits erwahnte Satz zum 
Ausdruck, dass sowohl u und v, wie aber auch u~~^ und 27"“^, von einander gan^e 
algebraische Functionen sind. 
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Hinzuzusetzen ist, dass fiir n = 87^ + 3 der Transformatioiisgrad n 
als Primzalilpotenz vorausgesetzt wurde (andernfalls liatte das zweite 
Glied vfuf das positive Zeiclien bekommen mtissen); dieser Pall der 
Primzablpotenz (fiir n == 8/^ + 3) soil aber, als iu erster Linie wichtig^ 
Iiier allein Berticksiclitigung finden. Wir gehen mm znr Einzeldiscussioii 
der yerschiedeiien Palle. 

Im Palle = 87^ + 1 baben wir, immer miter Gebraucli des 
Schemas cogrediente mid zwar sind die Erzeugenden 

|< == 

== V = iuj^. 

Da ^ stets eiiie gerade Zabl ist, so folgt: f(v/j ui) mrlidlt sich gegen- 
uher den 32 simidtanen Snhstitutionen absolut invariant, Jetzt ist im 
einfacb-binaren Gebiet das voile System der invariaiiten Pormeii ge- 
geben durcb: 

Wir bilden voii dieseu Pormen bez. die zweite, achte mid ueimte 
Polare uiid setzen iibrigens die identisclie Invariante liinzii. Die eiit- 
spriugenden Bildmigen lassen sicb, indem wir sie zweckmassig com- 
biniereii, nocli mebr vereinfaclien, imd cs Iwmmt als voiles System 
do]ipelt-I)indrer Formen fur die aus (2) entsjpringende 

I A;i = v^it2 — v^Uij ‘Ag = VyV^UiU^y 

I A., = (^1 ^2 + V2 ^^l) — v/ U^) . 

Diesen fur n == 87^ + ^ gtlltigen Formehi reiheu sicb olme wei- 
teres diejenigeu fiir — 1 an; wir haben einzig mid %> zii 

permutieren (p. 136) und gewinnen so als voiles Formensystem fur 

n = 87^— 1 : 

= v^ = v^v^u^Ut^ ? Bg = Vi' ? 

B<, = (%% + v^u^f) 

Hieraii reiben wir fiir n = 87i + 1 iiocb die folgenden Siltze: Die 
Modulargleicbmig bleibt bei Permutation der beiden Variabeleiireilieii 
Vi, Ui miverandert, und eiii Gleicbes gilt von den Pormen /‘(v,-, uf), wie 
ein Blick auf die erste Gleicbung (1) lebrt. Demgemass warden A^^ 



\u, 1/ 


der G^^): 
(2) s: 


v^, === e ^ ^2? 


Tti 

c ^ , u. 


Tti 

_ 




*) Of. „lkos.“ p. 37 Formel (20). 
Cf. „lkos.“ p. 63 Formel (5^). 
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imd B9 niir in geraden Potenzen fiir die Formen f zur Cleltung kommerio 
Eben desbalb aber werden^ da docli 'ijj stets eiiie gerade Zabl ist^ 
aucli Aq imd in den beztigliclien f nur in geraden Potenzen entlialten 
seiii. Wir kbnnen also fiir die liuken Seiten der Modulargleicliungen 
als voile Formensysteme direct diese angeben: 


^2 = 87^.+ 1: A,, As, A,% 

n = Qh — 1 : B/, B^ , Bg , B.,^' . — 


Im Falle = 87 ^- + 5 liaben wir die nicbt-liomogene derart 
auf sicli selbst zu bezieben, dass den s, t die Operationen s" t ent- 
sprecbend gesetzt werden. Beini Riickgang zu den homogenen Sub- 
stitutionen 5, t entstebt die Frage, welcbe von den beiden s*' sowie 
aucb t zugeborigen bomogenen Substitiitioiien den beiden unter ( 2 ) 
gescbriebenen ^i-Substitutionen s, t zuzuordnen sind. Hieriiber diirfen 
wir aber willkurlicb entscbeiden, weii namlieb (infolge des geraden 
ein Zeicbenwecbsel der einen Variabelenreibe die Form f unverandert 
lasst. Als Erzeugende der 32 simultanen Substitutionen setze man 
daraufbin etwa fest: 


( 7 ) s: 


Tti 
<0 8 ,) 


— e 


74 


^Tti 

. 


^2; 


t: 




'2 7 ^2 — ' '^'^1 7 


Gegenwartig ist f das Doppelte einer ungeraden Zahl; es folgt, dass 
f sowolil gegeniiber s, wie t Zeiclienweelisel erleidet imd demmfolge erst 
hei derjenigen homogenen Dieder-G^Q dbsolnt invariant hleihf, welche die 
beiden Ermiigenden hat: 


( Tti 7^ 

%il — e^ ii^ = e ^ ikj , 

Tti. Tti 

== — e * ^ ^ ; 

^ ni 3 Tti 

f == gf. ® * “2, V= e ® Ml , 

7Z i 7^ 

■ v(= — e ® *>2, '0.1= e ® «i. 

Hier ist es aber, da doeh ^ eine gerade Zahl ist, erlaubt, in der 
«?-Substitution s' recMer Hand das Zeichen von v^, zn wechseln. 
Sclireiben wir dann noch. 


Tt i Btti 

oOl = e ^ ? ^2 "^^2 5 iji e ^ '^1; 2/2 ^2 7 

so baben wir in den so eingefiibrten neuen Variabelen als erzeugende 
Substitutionen der bomogenen Gruppe G^^^: 
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( 8 ) 




2/i 


i_±i 
1/2 
1 + i 


X, 


Vii 2/2 


1/2 

x-~i 


'2 7 


-2/‘ 


2? 


f. (•< = 

1?a'= 


%x.> 


X 9 = IX, 


Wi, y% = ^yi, 


1/2 •"*' 1/2 

so dass wir vermoge dieser indirecten Operationsweise wieder cogredicnte 
Variabele Xi, yi erreiclit baben. Als Formeiisystem berecbuet sicb. 
darau'fhin zuvorderst in den Xi, y,: 

«i2/2 — «22/i7 ^1^22/i2/2> 'V?// -1- 

(«i2/2 + »2?A)(*i'‘2/i'‘ — 

das man nun riickwarts fiir n, v umreclinen wolle. Die entspringenclen 
Formen darf man dann wieder mit Riicksiclit auf den geraden Grad der 
Modulargleichung einigen zweckmassigen Gombinationen unterwerfen, 
und es findet sicli seliliesslich fiir unseren Z\\reck als voiles Formen- 
system lei n — 87^ + 5: 


(9) 


I Ag = ^2 ; A 2 ' = 






Nocli merke man an: Ihi Ausulmng der unter (7) gesidiriehcnen Sul)- 
stikitionen s tmd t hleihen und A^> heide Male tinverdndert, %valhrend 
A 2 und Zeichemucchsel erleidem Bei Aufstellung der Modular- 
gleicliungen gewinnt dieser Satz eine leiclit ersiclitliclie Bedeutung. 

Endlicli wird man sick im Palle n = 8/^ + 3 sofbrt die Er- 
zeugenden s imd t der simultanen Substitutionen bilden und zeigen, 
dass f{vij Ui) auch jeUt wieder hei s und bei t Zeichenweehsel erleidet 
Des nalieren gestalten sich. die Verhilltnisse ganz abnlicli, wie in dem 
soeben erledigten Falle, und wir gewinnen inshesondere als ein fur unsere 
Ziveche ausreieliendes Formensystem hei n — 8h 5 : 


( 10 ) 


B2 = Vi«2MiW2> B/. 


■ 






VV'- 




B,, = + «)■ 


Audi bier gilt wieder der Satz, dass Bg' und B^^ gegenuber s und t 
Zeichenweehsel erleiden, wdhrend Bg und Bg durcligmgig umcrundert 
Ueiben. — 


§ 8. Weitere Hiilfsmittel zxur endgiiltigen Bestimmung der 
Modulargleichimgen. GeseMchtlicbe Notizen. 

Bildet man im Einzelfalle aus dem gerade zur Geltung bommen- 
den vollen Formensystem den Ansatz fiir die linbe Seite der Modular- 
gleichung, so werden in demselben im allgemeinen immer noch 
mebrere numerisebe Coefficienten unbebannt bleiben, und es bandelt 
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sieli weiter darum, wie man die letzteren zu bestimmen hat. Die 
beiden Hiilfsmittel, welcbe in dieser Beziehung fiir die niedersten 
Transformationsgrade ohne besondere Mulie zur Kenntnis der fertigen 
Gestalt der Modiilargleichungen fiihren^ sind immer dieselben^ welche 
wir aucli im Voraufgehenden bei ahnlicben Gelegenlieiten zur Ver- 
wendung brachten. 

Man wird sich erstlich fiir die Formen cles vollen Systems im 
Einzelfalle BeiJienentwicMungen nach ansteigenden Fotemen von r ver- 
schaffen konnen und daraufhin den fiir die linke Seite der Modular- 
gleichnng aufgeschriebenen x4nsatz in eine Potenzreilie nacli r ent- 
wickeln. Deren Coefficienten sind lineare Punetionen der in jenem 
Ansatz noch unbekannten Zalilen, und nun muss offenbar jede dieser 
linearen Functionen mit Null identisch sein, da dock die Modular- 
gleicliung unabhangig von co erfilllt ist. Die so gewonnenen linearen 
Gleichungen fiir die fragliclien unbekannten Zahlen werden aber fiir 
die letzteren ein und nur ein Losungssystem durch nicbt slimtlich ver- 
schwindende Grbssen ergeben, was man aus der Existenz und Irre- 
ducibilitat der Modulargleicbung ohne weiteres folgert. 

Piirs zweite wolle man sich des bei der ersten Stufe ausgiebig 
benutzten Mittels efinnern, die Verzweigimg der Modulargleicliung der 
naheren Untersuchung zu unterwerfen. Selbstverstandlich konnen wir 
auch bei den hoheren Stufen aus einer solchen, in das eigentliche 
Wesen der algebraischen Abhangigkeit von urspriinglichen und trans- 
formierten Modul einfiihrenden Betrachtungsweise zweekmassige Satze 
fiir die Anfstellung der Modulargleichungen abziehen. Wir gedenken 
in dieser Hinsicht z, B. kurz der Modulargleichungen von = ii(p) 
fiir Primzahltransformatioil n = q. 

An die Stelle der gewohnlichen coiniDlexen «^-Ebene setzen wir 
hierbei in iiblicher Weise sogleich die diedriscli {y — 8) geteilte Kugel; 
deren beide Pole die Werte u — 0 und u — oo tragen, wahrend auf 

dem Aequator die acht Werte u = , in 

gleichen Intervallen aufgetragen sind. TJm die Verzweigung der Mo- 
dulargleichung zu versinnlichen^ werden wir diese Kugel mit (g + 1) 
Blattern iiberdecken, und nun erkennt man sofort, dass nur an den 
zehn Stellen : 


( 1 ) 


u = 0, oo, 


1 % . — 1 —I— % 


— 1 — ^ __ . 1 — ^ 


1 


Yerzweigungspunkte auftreten konnen*, eben diese Werte u sind es 
namlich, welche von den Spitzen des zugehorigen Pundamehtalpolygons 
der co-Halbebene geliefert werden. Die in Rede stehende Flache Fqyi 

Klein- Fri eke, Moclulfunctiouen. 11 . 10 
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hat weiter die wichtige Eigenschaft, durch sech^ehn eindeutige Trans- 
formationen in sich ubermgehen, die wir ja vorhin durch die sechzehn 
simultanen ^^-'^;-Substitutionell darstellten"^). Als besonderes Ergebnis 
enispringt daraus: Die Verzweigung you jPg+i ist bei u — oo gerade so 
beschaffen, wie an der Stelle ti — 0, und desgleichen in den acht Punkten 


w = 


L+J 
y¥ ^ 


gerade so wie im ersten unter ihnen, u — 1, Indem 


wir die nahere Besprecliung demnach auf die Stellen w = 0^ 1 eio- 
schranken konnen, merken wir noch an, dass diese Werte den Spitzen 
£0 =3 ioo und co — 0 angehoren. Als Wurzeln der von uns stets be~ 

Yorzugten Modulargleichung des Schemas schreiben wir uns 

jetzt fxir gegenwartigen Fall n = q aus (3) p. 120 die folgenden ab: 


( 2 ) 


2 = 8 /^ + 1 , v^=^u{q(x>) 
q = 8h + 3, u{qc3) 



( 0 ? + \ 
\8 CO “p "p 128s/ 


(s = 0, 1, S — 1). 

Durch bekannte Rechnungen findet man von hier aus leicht das 
Resultat: In alien ^ehn VermeigungspunMen ist die VerBweigimg eine 
solche, dass stets ein Blatt isoliert verlduft, wahrend die q anderen im 
Cyclus msammenJhdngen. Wir setzen hinzu, dass bei u = 1 das dort- 
selbst isoliert verlaufende Blatt den Zweig unserer algebraischen 
Function v{u) tragt. 

Weiter kann man fragen, welche Werte von v an den einzelnen 
Verzweigungsstellen eintreten. Die beiden Pole unserer diedrisch ge~ 
teilten Kugel haben wir in diesem Betracht schon friiher erledigt, in- 
dem wir namlich fanden, dass ^^ = 0, oo stets auch «; = 0 bez. oo 
nach sich zog. Von den tibrigen Verzweigungsstellen beriicbsichtigen 
wir nur noch u = 1. In dem dort liegenden Windungspunkte findet 
der Wert: 


(3) «;^(0) = m(0) = 1 

statt, im isoliert verlaufenden Blatte dagegen 

m( 0) = 1 fur O' = 9)}i + 1, 

= fttr 2 = + 3.='=='=) 


( 4 ) 




Hierzu tritt natiirlich auch noch diejenige Substitution der Periode zwei 
bez. vier, welche durch u = Vy v'^ S®S®ben ist. 

Man gelangt zu diesen Resultaten einfach dadurch, dass man in den 
betreffenden Formeln (2) den Wert co ==: 0 eiusetzt und bei der Auswertung des 
zngehSrigen u von der Tabelle (6) in I p. 670 Gebrauch macht. 
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Man kann dieses Resnltat aucli in die Gestalt kleiden: SeM man in 
der homogen geschrieben&n linJcen Seite der Modidargleiclmng {of. Formeln 
(1) p. 141) — U -.2 = 1, so entspringen folgende Identitdten: 

( 5 ) ~ 

\ci = 8/i + 3, f(yi, 1, 1) = (v^ + v^){v^ — v^)i. — 

Bevor wir alle nun zur Verfiigung stekenden Hiilfsmittel zur wirk- 
liclien Herstellung einiger Modulargleichungen in Anwendung bringen, 
ist bier der geeignete Ort, mit ein paar Worten auf die alteren 
Untersucliungen liber unseren Gegenstand binzudeuten. 

Die oft genannten Modulargleicbungen fiir cp{(D) — n{c3) mogen 
wir fortan als die Jacob i^scben bezeicbnen, da in der That Jacobi 
zuerst zu ihnen gefiibrt wurde"^), und zwar bei der algebraiscben 
Transformation des Legendre'scben Normaldifferentials erster Gattung. 
Aus Jacobfs urspriinglicben Entwicldungen ergaben sicb die Modular- 
gleicbungen fiir die Grade n = 3 und 5 in fertiger Gestalt; weiterbin 
aber gelang die Herstellung dieser Gleicbungen direct noch nicbt, 
und bier ist es die durcb Abel und Jacobi gescbaffene und durcb- 
gebildete transcendente Tbeorie der elliptiscben Funetionen, welcbe 
zur tlberwindung der sicb entgegenstellenden Scbwierigkeiten beran- 
gezogen werden musste. Dieses gescbab in den auf Jacobfs An- 
regung einige Jabre nacb Erscbeinen der Fundamental^ ausgefubrten 
Untersucbungen Sobnke’s Es sind dort aus den Reibenentwick- 
lungen der urspriinglicben und transformierten Moduln Yh nacb Po- 
tenzen der Entwicklungsgrosse g (die in der von uns gebrauebten 
Bezeicbnungsweise mit identiscb ist) Eigenscbaften der Modular- 
gleicbung entwickelt worden, welcbe sicb sowobl auf Vertauscbbarkeit 
der Argumente, als auf die simultanen Substitutionen der Modular- 
gleicbung in sicb, wie endlicb auf die Gestalt der Modulargleicbung 
fiir den speciellen Wert u = 1 bezieben. Daraufliin gelaugt Sobnke 
zu Ansatzen fiir die linke Seite der Modulargleichungen, in denen die 
nocb bleibenden unbestimmten Ooefficienten hernach durcb die im 
Anfang des gegenwartigen Paragrapben geschilderte Metbode der Reibem 
entwicldungen bestimmt werden. Solcberweise sind von Sobnke die 
Modulargleicbungen fiir die Transformationsgrade 7, 11, 13, 17, 19 
wirklicb berecbnet worden. 

Wie man siebt, gebietet Sobnke bereits iiber alle diejenigen Ge- 

Man vgl. die ersten Artikel der Fundamenta nova (Konigsberg 1829). 

**) Vgl. dessen Abhandlung: Aeguationes modulares jp7'0 t^'ansformatione func- 
tionum eUipticaruni^ Crelle’s Journal Bd. 16 (1836). 


10 :i: 
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siditspunkte, welclie wir im Laufe der letzten Paragraphen fur die 
Aufstelluiig der Jacobfsclien Modulargleichungen in Bereitschaft 
gestellt liaben. Es liegt demnach bier ein ganz besonders giinstiges 
Beispiel fiir die Erorteruiig der Frage vor, inwieweit die iiberkommene 
Tbeorie durch diejenigen Principien eine Forderung erfaliren hat, deren 
Grebrauch im Laufe unserer Untersucbungen iiberall befiirwortet 
wurde. Man hat bemerkt, wie in Sohnke’s Satzen fiber u = 1 der 
Keim zur Untersuchung der Verzweigung der Modulargleichung ent- 
halten ist. Was aber thatsachlich der zielbewusste Gebrauch 
Riemann^scher Vorstellungsweisen ftir die Probleme der Trausformations- 
theorie bedeutet, brauchen wir nach den Erorterungen der vorauf- 
gehenelen Kapitel nicht noch besonders zu erklaren*) **^). Indem wir 
hieran nur im Vorbeigehen erinnern, verweilen wir etwas ausfiihr- 
licher bei dem anderen Gesichtspunkte, der hier zu nennen ist: Es 
handelt sicli um den conseqiienten Gebrauch der aus Galois' Ideen ent- 
sprungenen gruppentlieoretischen JBetrachtungsweise. Dass im Falle der 
Jacobi'schen Modulargleichungen die Satze iiber Transformation der- 
selben in sich you der G^q aus und zugleich unter Gebrauch der 
homogenen Schreibweise vollstiindiger imd glatter herauskommen, als 
bei Sohnke, ist freilich fitr das nachste Ziel der Untersuchung, 
namlich fur die Aufstellung der Modulargleichungen, von geringerer 
Bedeutung, und in der That wird man auch tlber die von Sohnke 
berechneten Gleichungen hinaus weitere nicht mehr berechnen wollen. 
Aber man mbge doch bemerken, dass im Verlauf der letzten Kapitel 
nur durch steten Gebrauch der Modulgruppe und ihrer Unter gruppen 
alle die Fragen in einer erschopfenden Weise beantwortet warden 
konnten, welche sich auf die Existenz der Transform ationsgleichungen, 
auf ihre Reducibilifat, auf den Umfang des Begriffs der Modular- 
gleichungen u. s. w. bezogen. Vom Standpunkt der iiberlieferten Lehre 
wird man sagen diirfen: Der Gebrauch Galois^scher und RiemanAscher 
Gesichtspunkte hat im Gebiete der elliptischen Functionen nicht erst 
eine Theorie zu erschaffen brauchen; aber fur die liberlieferte Trans- 
formations- und Teilungstheorie giebt er uns die Mittel an die Hand, 
sowohl die natilrliche Begrenzung dieser Theorie zu tiberblicken 
(die sich denn als sehr viel weiter reichend erwies als man bis 
dahin angenommen hatte), als auch innerhalb dieser Begrenzung 

*) tlbrigens darf nicht iinerwahnt bleiben, dass auch beroits vor der plan- 
massigen Verwertung Riemann’scher Methoden die Verzweigung der Jacobi’schen 
Modulargleichungen gelegentlich der Betrachtung unterzogen worden ist. Wir 
finden in dieser Beziehung besonders bemerkenswert die Darstellung in Briot- 

Bouquet, Theorie des fomtions elliptiques, Buch 8, Kap. 2 (Paris 1875). 
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eine nacli Principien geordnete und erscliopfende Darstelluiag zu er- 
moglichen. 

Indem wir die geschichtliclien Bemerkungen fortsetzen, benierken 
wir^ dass es^ wie wir oben bewiesen haben^ fur alle Congruenz-Haupt- 
moduln (unter gewissen Bescbrankungen fiir den Transformationsgrad) 
Modulargleichungen giebt. Im Gegensatze dazu batte roan frillier 
ausser den Modulargleichungen ftir 9 nur iioch solche fiir das Product 
(p'lp beziehungsweise betrachtet. Auf die Gleichungen fur die 91 // 

ist wolil zuerst Joubert aufmerksam geworden^*), und es hat danu 
Konigsberger dieselben einer naheren Gntersuchung unterworfen ; 
die Gleichungen fur ^ 9 ^/^ treten zuerst bei Schlafli auP^'-^**'*'*). Wir haben, 
wie wir schon andeuteten, eine ausfiihrliche Untersuchung dieser Glei- 
chungen um so eher unterlassen konnen, als dieselben in dem bereits 
p. 2 genannten Werke von Hrn. H. Weber ausgedehnte Beriicksichti- 
gung gefunden haben. 

Die Modulargleichungen der Galois’schen Hauptmoduln konnen 
wir aus naheliegendem Grunde auch als die Modulargleichimgen der 
reguldren Korper bezeichnen und also insbesondere die ^-Modular- 
gleichungen als diejenigen des Ikosaeders. tFber die Existenz und 
Aufstellung dieser Gleichungen entwickelte Hr. Klein zuerst in den 
Math. Ann. Bd. 14 (1878) die grundlegenden Satze*, der ausfiihrlichen 
Durchbildung des invariantentheoretischen Ansatzes fiir die Modular- 
gleichungen der regularen Korper hat sich dann in den Jahren 1884/85 
auf Anregung von Klein Hr. G. Friedrich unterzogen. Die Resultate 
sind in der Leipziger Dissertation desselben ,,Die Modulargleichungen 
der Galois' schen Moduln der 2 ^®^ his 5*®^ Stufe^^ zusammengestelltf), 
und wir teilen aus derselben im folgenden Paragraphen insbesondei*e 
einige Modulargleichungen des Ikosaeders mii Die bei der zweiten 
Stufe eintretenden Modulargleichungen waren bereits frilher von 
Cayley If) durch zweckmassige Zusammenfiigung coordinierter Jacobi- 

*) Sur diverses equations analogues aux equations modulaires. Comptes 
Rendus 47, 1868. 

AlgebraiscJie Unter sucJiungen aus der Theorie der elli^tisclien Functionen, 
Crelle’s Journ. Bd. 72, 1869. 

Im Verlauf der Abhandlung : Beweis der Fermite'sclien Verwandlungs- 
tafcln fur die elliptischen Modularfunctionen, Crelle’s Journal Bd. 72 (1870). 

t) Vergl. auch Grunert’s Archiv, zweite Reihe Bd, 3 (1886). 
ff) Philosophical Transactions Bd. 164 p. 450 (1874). Wir verweisen bei 
dieser Gelegenheit auf die bemerkenswerten geometrisclien Untersuchungen, welche 
Stephen Smith iiber die in Rede stehenden Modulargleichungen angestellt hat 
(On the Singularities of the Modular Equations and Curves ^ Proc. of the London 
Math. Soc. vol. 9, 1878). 
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scHer Modulargleichungen gewonnen (yergl. oben p. 120), Endlicli 
finden wir nocli ftir die Oktaedermodulargleicliungen zu bemerken^ 
dass dieselben infolge der Eelation (3) p. 110 durcliaus mit den zur 
acbten Stufe geliorenden Moclulargleicbungen von uberein* 

stimmen mxissen« 

§ 9. Zusammenstelliing einiger Modulargleiehnngen 5^^^' nnd Stufe. 
Bemerkung iiber Mchteongruenzmoduln® 

Eeilieneiitwicklungen iiacb Potenzen von r fur die letztlim durcli 
^2 bezeichneten Modulformen fiinfter Stufe konnen wir aus der 
Darstellung dieser Moduln durcli die zu n = 5 geliorenden Teilwerte 
entnelimen (cf. Pormel (4) p. 32), wenn wir fur . die letzteren 
Teilwerte ilire Potenzreilien nacli r beranzielien. Unter co,^) 

wird man dann zweckmassig verstehen^ worauf die Eeilien- 

entwicklungen ftlr die Tji unmittelbar aus denen der gebildet werden 
konnen. Jedenfalls kann man sicb auf diesem Wege einige Anfangs- 
glieder der beziigliclien Entwicklungen fiir die in § 6 zusammengesteilten 
vollen Pormensysteme der tjij verscliajden’*^'). Mit Hiilfe dieser Eeilien- 
entwicklimgen lassen sich dann nach der im Anfang des vorigen 
Paragraplien entwickelten Eegel die numerisclien Coefficienten be- 
stimmen, welclie im Ausdruck der linken Seite der Modulargleicliung 
zunaclist iioch unbekannt sind. 

Es ist liier naturlicli keineswegs der Ort, Eeclinungen dieser Art 
ausfilhrlicli zu entwickeln; moge es vielmehr geniigen, wenn wir fur 
einige iiiedere Transformationsgrade die fertig bereclineten Gleicliungen 
in den Bezeiclinungen des § 6 gleicb mitteilen. Besonders einfach 
gestalten sicli die Ikosaedermodulafgleichungen fiir die Plllle der 
Digredienz; wir liaben liier z. B. 

2 : A 3 ^ 0 , 

= 3 : = 0 ^ 

(1) yi= 7: A/--A 3 A 5 = 0, 

n= 8 : B 3 H-B/-B,B,B,== 0 , 

.n = 13: B 3 ’^B,-B 3 ^B;^-B,B/ = 0. 

Daran reiben wir in den Fallen der Cogredienz noch folgende 
Beispiele: 

*) Wir bemerken ubrigens, dass im folgeuden Abscbnitt Potenzreihen fiir 
tv ts explicite mitgeteilt werden. 
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'n = 

4: 

B/ 

-Bs = 

= 0, 




n = 

6: 

11 • 

17Ae^ 

— 18 • 

49 A 42 A 10 + 16 

■ 121Ai«Ag 






— 17 

. 73 A 4 I 2 = 0 , 


( 2 ) 

n = 

9 : 

11 • 

17 B/ 

+ 6 • 4984^810 + 11 • 

16 • 53 84 ® Be 






— 17 

• 5778/^ = 0 , 



n == 

11 : 

11 ■ 

llki 

— 18 • 

49A4'Aio — 8 • 

11 • 335Ai8Ae 






- 17 

• 76841 A^^^ = ( 

D. — 


Um fiir die Jacobrsclieii Modulargleichungen etwa erstlicb. den 
niedersten Falle n = '^> zu erledigerij so baben wir aus dem Formen- 
system (10) p. 144 solcbe Verbindungen berzustellen, welche in den 
Vi (und von vierter Dimension sind und zugleicb bei Ausiibung der 
Operation s das Zeicben wecbseln. Die einzigen Yerbindungen dieser 
Art sind B4 nnd BgBg'; nnd da B^ jedenfalls als besonderes Glied in 
der linken Seite der Modulargleicbnng entbalten sein wird (zufolge (1) 
p. 141)j so lautet der Ansatz: 

/■(Ui, 4 (i, Mj) = 84 + aBaB/. 

Die Formel (5) des vorigen Paragrapben liefert jetzt: 

(3) 1, 1) = V — V + — V) = K + «^2)(«i — 4^2)^ 

woraus sicb a — — 2 ergiebt. Fiir ?^ == 5 gelangen wir in analoger 

Weise durcb Benutzung der Satze von § 7 zum Ansatze: 

/(^i? ^2? ^1? ^2'^ + <^A2A4 + 

woraus wir durcb Benutzung der Identitat (5) p. 147 miibelos a= — 4, 
]j = S bestimmen. In entsprecbender Weise verfabre man aucb in 
den nachstfolgenden Fallen. Wir stellen etwa die fertigen Formeln fiir 
n = 3, 5; 7 bier zusammen: 

3 : B4 — 2 B^ B2^ = 0 , 

(4) « n = 5 : A/^ 4 A^ A^ + 8 A^^ A/ = 0 , 

= Bs — 2 B2 (B^^ + 8 B^^ B,^ + 10 B2 B/ + 4 B/) = 0, 

oder in ausfubrlicber Gestalt, und zwar nicbt bomogen: 

'n = 3 : v^ — — 2vu(v^u^ — 1 ) = 0 , 

5 : — 4cvu{v^u^ — 1 ) + 8v^u^(v^ — — 0 , 

n = 1 : z?® + — l&v^Xvu — Vf — 20vhi\vu — 1)^ 

— 8vu{vu — ly = 0. 

Die fiir n == 3 und n — 5 mitgeteilten Formeln geben in die sonst 
bekannten Gestalteii dieser Modulargleichungen erst durcb Zeicben- 
wechsel des u iiber. Dies muss aber aucb so sein; denn man bat 
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sonst immer die transformierteii ii = Vsj wie wir sie in der ersten 
Eeihe (2) p. 146 clefinierten, ohne weiteres anch in den Fallen 
n = 8/^ + 3 gebraiicht. Es wiirde das fiir uns^ wie man leiclit be- 
reclinen wire], darauf liinauskommen^ dass wir den Fallen n = 8A + 3 


das Transformations -Scliema 



zu Grunde legen. — 


Wir knlipfen bieran nocli eine erganzende Bemerkimg betreffs 
unserer If iilieren Beliauptimg liber die Transformation von Niclitcongruenz- 
moduln. Der Transformation dritter Ordnung der Function zweiter 
Stufe 9"/ gehort eine Modiilargleicbung vierten Grades zu, die wir uns 
durcli eine vierblattrige Kiemann’sebe Flaclie versinnliclien. Zur 
Tragerin. der complexen Werte (p^ walilen wir wieder eine Kugel, 
deren Pole die l^unkte 0, cx) tragen, wabrend sicb auf dem Aequator 
die Werte vom absoluten Betrage 1 vorfinden. Die fraglicbe Riemann- 
sebe Flaclie ist bei 93'"^ = 0, 1, 00 derart verzweigt, dass stets ein 
Blatt isoliert verlauft, wabrend die drei anderen cycliscb zusammen- 
hangen. Fiir cliese Flaclie aber ist 95® und 9?'^ ein voiles Functionen- 
system. Jetzt bilde man unsere Flacbe auf die Kugel der complexen 
Werte von 9'^ = ab; es wird liber jener Kugel eine ganz ahn- 
liche Flacbe entspringen, die nur einen Verzweigungspunkt 
besebriebener Art mebr aufweist, namlich bei 9“^ = — 1. Fiir diese 
Flacbe ist 9'^ ein voiles Functionssystem, verbunden durcb eine 
irreducibele Relation, in der 9'^ auf den vierten, 9'^ aber auf den 
achten Grad steigt. Auf der neuen ist 9 '^ = 1/9'^ jedenfalls un- 

verzweigt, ob aber aucb eindeutig, ist die Frage. 1st letzteres der 
Fall, so wird die eben gemeinte Relation im Bereicbe 9'*=, 9''^ reducibel, 
und nun wissen wir aus dem Oongruenzebarakter der Function 9^, 
dass die Reducibilitilt in der That eintritt. Den gekennzeiclmeten 
Sebritt konnen wir nun nocb zweimal in vollig analoger Weise mit 
demselben Erfolge wiederbolen, um derart zur ersten Gleicbung (5) 
zu gelangen. Wollen wir nun aber weiter ti — oif, v = setzen, so 
muss die entspringende IMation: 

(6) y^ — 2/r^« + 2y^x^ 


im Bereiche x, y irreducihel sein, wenn anders unsere Behauphmg ge- 
grilndet ist, dass fur Nichtcongruenmoduln Modulargleichungen allgemein 
nicht existieren. Die Irreducibilitat von (6) lasst sicb nun aber wirk- 
licb leiebt aufweisen, wie wir im folgenden zeigen: 

Jedenfalls ist namlicb die linke Seite von (6) irreducibel im 
Rationalitatsbereicbe y'^, Xj und also aucb in y, x^. Man kann sicb dies 
etwa functionentbeoretiscb deutlich macben, indem man davon ausgebt. 
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class z. B. bei cler Substitution die Function Yv ((d) ==yu(3(x>) bei 
unverandertem it ((d) das Zeichen wechselt, und dass sich also bei 
gegebeiiem u aclit zugehorige Werte von Yv durcli Monodromie des u 
erreiclien lassen. Sollte unsere Gleichung also im Bereicbe x, y in 
zwei Factoren zerfallen, so muss der einzelne derselben ungerade 
Potenzen sowohl von y^ wie x aufweisen. Daraufliin scbreiben wir 
den ersten Factor in der Gestalt: 

f. ax h 

‘ ^ cx 

wo 6, c, d ganze Fimctionen von x und y sind, die nur noch gerade 
Potenzen dieser Grossen entlialten. Da aber im Product beider 
Factoren y nur nocli in gerader Potenz enthalteii ist, so wird der 
zweite Factor aus (7) einfacli durcb Zeichen weclisel des zweiten 
Gliedes entspringen. Der Ausdruck der linken Seite von (6) wiirde 
damit: 

(8) -f- d^y"^ — — V 2cdxy^ — 2ahx, 

und da ungerade Poter3zeu von x docli niclit melir auftreten durfen, 
so trifft einer der folgenden vier Falle zu: 

1) a = c’ = 0, 3) 5 = <2 = 0^ 

2) a = cZ=0, 4) & = = 

Der erste und letzte Fall sind hier sofort auszuscbalten; trafe einer 
von ihnen zu^ so wiirde f nur noch gerade Potenzen von x enthalteii. 
Audi J = {? == 0 kann nicht zutreffen; hier wiirde namlich (8) in 
{d^y'^ — d^x^) iibergehen, und das Glied y^ miisste von d^y^ geliefert 
werclen^ entgegen dem Umstande, dass y in d doch nur in zweiter 
Potenz enthalten sein kann. Es bleibt der Fall (2), der die Identitat 
mit sich bringt: 

2ifx^ + 2ifx^ - c^xhj\ 

Da in c die x^ y nur auf den zweiten Grad steigen, so setze man 
c = ax^y^ + + yy^ + d, und es miisste hierauf 

(axhf + ^x^ + yy^ + dfx^^ + y^ - x^ - 2%fx^ + 2y^x^ 

mit dem Quadrat einer ganzen Function von x^, y^ identiseh werden. 
Man berechnet leicht ins einzelne, dass dies durch keine Wahl der 
numerischen Grossen a, /3, y, ^ erreichbar ist. Die linke Seite von 
(6) ist demnach thatsachlich irreducibel. 
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§ 10. Von den irrationalen Gestalten der Jacobi’selien Modnlar- 
gleiclmiigen, den Modularcorresponden25en nnd den Belationen 
zwiselien transformierten 'O’-lTnllwerten. 

Es ist eine seit lange bekannte Thatsacbe^ dass die Jacolbfsclien 
Modulargleicliungen fiir einige Transformationsgrade eine iiberrascliend 
einfaclie Gleicliungsform annehmen, wenn man in deren Ausdruck 
neben den Wurzeln aus dem Legendre’sclien Integralmodul iminer 
aucli nock die Wurzeln aus dem complementaren Modul lo^==l — W 
zulasst. Wir wollen diese „irrationalen Gestalten der Moclulargleicliung^^ 
fur die Transformationsgrade 3 und 7 wirklich ableiten, wo wir zu 
besonders einfaclien Pormeln gefiilirt werden; wir verstelien liierbei 
unter P und die entspreclienden transformierten Moduln. 

Bei dem Transformationsgrade n — Z ist es niclit direct die 
Jacobi’sclie Modulargleicliung (5) § 9, welche man in die irrationale Gestalt 
umsetzt, sondern vielmelir die entsprecliende Modulargleicliung acliter 
Stufe. Nacli friilieren Regeln werden wir diese gewinnen, wenn wir 
in der ersten Gleicliung (5) p. 151 bei unverandertem v das Vorzeicben 
von u wecliseln und die so entspringende Gleicliung mit der urspriing- 
lichen multiplicieren. Es folgt solclierweise: 

was man sofort in die Gestalt umsetzt: 

(1 — (1 — V ^) — (1 — f \ 

Setzt man liier itF'— so kommt: 

= {i -Ykyjy 

und durcli Auszielien der vierten Wurzel endlich die gewtlnsclite 
Gleicliung: 

(1) Yh yi + y¥ yv = i 

Fiir die Transformation siebenten Grades bleiben wir direct bei 
der dritten Gleicliung (5) p. 151^ die wir explicite 

(2) — 8v'^u^-\-28vV — 56^V'+70t;V— 56'i;V+28tjV — = 0 
sclireiben. Man sielit, dass sich (2) sofort in die einfaclie Gestalt: 

(1 = (1 ^uvf 

Diese Entwicklung ist von Jacobi in Art. 30 der Fundamenta nova ge- 
geben worden; Gleicliung (1) ist iibrigeus bereits Legendre bekannt gewcsen 
und fuhrt nacb ibm den Namen der Legendre’sclien Modularglcicbung. 
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ziisammeiizielien lasst^ welclie naeli Auszielien der acMen Wurzel und 
Einfillirimg der 7 /^ 7 , V die beabsichtigte Relation ergiebt: 

( 3 ) Yhyi + 

Indeni wir liier unterlassen, aucli nocli fiir n — 5 eine entsprecliende 
Relation zu entwickeln (die iibrigens etwas weniger einfach ausfallen 
wiirde^"^''))? wollen wir vielmelir die interessanten Aufschliisse andeuten, 
welche imsere in Bd. I entwickelte TReorie vom Wesen dieser merk- 
wiirdigeii Relatioiien an die Hand giebt. Wir sagen gleicli ganz all- 
gemein so: Es sei eine Congruenzgruppe Stufe und J ein 
voiles Modulsystem derselben; es sei ferner der Transformationsgrad n 
relativ prim zu und werde, modulo m genommen, durcli co' — nm 
in sicli selbst transformiert. Dann leliren die Priiicipien des vorigen 
KapitelS; dass 0' == einer irreducibelen GleicRung Grades 

geniigtj dereri Coefficienten rational in 0 und J sind. Man denke sicb 
nun das Polygon zu einer im Raiime geseblossenen Placlie um- 
gestaltet; auf dieser werden dann dem einzelnen Punkte immer tp Werte 
F zugewiesen sein, und es sind das ersichtlich die Werte 0 (Ei(G)))j 

wo die Bi ein zum Schema ^ gehorendes Reprasentantensystem 

durchlaufen. Jetzt liegt aller Nachdruck darauf, dass wir jedem dieser 
'ip Zalilwerte 0 (Jti{(X))) jeweils auch nocli den zugeliorigen Wert J[Bi{(x))) 
liinziigesellen komien. Solcherweise eutspringen als dem ursprungliclien 
Wertsystem 0^ J zugewiesen ip Wertsysteme 0', J\ und durcli diese 
letzteren kann man offenbar ^ Punkte der Plache als definiert 
ansehen. Der Transformation Ordming von desfimmtem Schema ent- 
spricht in diesem Sinne eine geimsse Funktcorresponden0^'^^') auf der 
lliemann' schen Fldche Fi^ty lei welcher jedem PtinMe der bestimmte 
ip FimMe derselhen 0ugeiviesen sindj eine Corresponden0 , die als solcJie 
natlirlich vom gerade geivdhlten Modulsystem 0, J unaJbhdngig 


■^) Diese Gleicliung ist von G utzlaff entwickelt in der Albhandlung: Aequatio 
mockilaris pro transformatione functionum elUpticarum sepUmi ordinis, Crelle’s Jour- 
nal, Bd. 12 (1832). 

Of. Fundamenta nova Artikel 30. 

Di 0 g 0 sjuerst ill dci’ Geometric gebraucbte Benennung (man selie die 
gleicli folgende Entwicldung) riilirt von Ckasles her. 

t) In der That lasst sich das nilmliche llesultat aufs leichteste mit Hiilfe 
der Siltze des vorigen Kapitels unter directem Gebrauch der Reprasentanten 
und der Fiindamentalpolygone der 00 -Halbebene zur Ableitung bringen, ohne dass 
dabei irgend wie von bestimmt gewahlten zum Polygon gehorigen Modulfunc- 
tionen die Rede ware. Auf die hiermit gemeinte Auffassung werden wir weiter 
unten (im letzten Abschnitt) noch ausfiihrlicher zuruckkommen. 
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Die so gewonnene Auffassung der Transformation ist ganz un- 
abhangig davon^ ob das Gesclilecht der Flacbe j) = 0 oder 0 
ist. Trifft ersteres zu, so sei 0 ein zugehoriger Hauptmodul; wir werden 
in diesem Palle die fragliclae Correspondenz durch. eine algebraisclie 
Gleichung f(^', 0) — 0 in Bezng auf 0' vom Grade ^ ausdriicken, 
welcbe offenbar die zugeliorige Modulargleicbung ist. Ist aber jp > 0 , 
so kann eine einzelne Grosse 0 zum Ausdruck der Correspondenz 
nicbt mehr binreichen; da wiirde die Relation f{0', 0) — Oj wie wir 
wissen den Grad iibersclireiten. Vielmehr werden wir liier die 
Moduln 0QJ 0^j . , 0-p^i eines vollen Systems immer 0ugleich der ein- 

0elnen Transformation Ordnung unterwerfen milssen; wie wir aher 
diese Modnln 0 ubrigens wdJden, ist dur chans gleichgultig. Wenn wir 
jetzt vermoge der 0 die Flacbe nacb den in I p. 557 u. f. auseinander- 
gesetzten Anscbannngsweisen auf eine Curve G des Raumes Bv von 
V Dimensionen abbilden^ so werden wir den vorbin ausgesprocbenen 
Grundsatz aucb folgendermassen formulieren konnen: Anf der Curve 
G des Geschlechtes jp begrilndet die Transformation n^^^ Ordmmg von be- 
stimmtem Schema eine geivisse, ubrigens algebraisclie^ Corresponden0 , bei 
der jedem Punlde der C bestimmte tjj iveitere PunMe derseJben 0ugeordnet 
sind. Diese Correspondenz, die wir hinfort als eine Modularcorresponden0 
bezeiehnen wollen, wird durch die algebraischen Relationen zwischen 
den ursprunglichen und transformierten Moduln 0q, 0^^ . . 1 zum 
Ausdruck gebracbt. 

So hat sich, indem wir der Transformation der Hauptmodulii 
diejenige der Modulsysteme anreihen, die Lehre von den Modular- 
gleichungen als erstes Glied in der allgemeinen Theorie der Modular- 
corresponden0en erwiesen, welcb^ letztere in alien wesentlichen Punkten 
die Einfachbeit der Modulargleichungen teilen, in Anbetracht des 
Grades der Vertauschbarkeit der Argumente und der Galois’schen 
Gruppe^). An die ausfuhrliche Betrachtung der Modularcorrespondenzen 
wollen wir mit alien Mitteln der modernen Functionentbeorie heran- 
treten; um dieselben aber herbeizuschaffen, mlissen wir diese Dnter- 
sucliung bis in den nbernachsten Abscbnitt verschieben. Hier nur 
noch die Deutung, welcbe die Gleicbungen ( 1 ) und ( 3 ) mit Hiilfe der 
jetzt gewonnenen Gesicbtspunkte erlangen. 

Die beiden Modulfunctionen yX, |/l — X oder, wie wir bier 
zweckmassiger sagen, j/fc, Yh' bilden das voile Modulsystem einer zur 

*) Dies© zu deii Modularcorrespondenzen fiibrende Gedankenentwicklung 
wurde von Hrn. Klein zum orsten Male in der zu Anfang des Kapitels genannten 
Arbeit skizziert; auf die hierber gehorigen Arbeiten der Herren Hurwitz und 
E. Fiedler koinmen wir unten ausfuhiiioh zuriick. 
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16 ten gtufe geliorenden ansgezeiclineten r 384 j welche man in Bd. I 
p. 679 (oben) definiert findet. Das Polygon derselbeii wird vermoge 
dieses Modulsystems eindeutig anf die Curve acbter Ordnung: 

( 4 ) im + mr = i 

bezogen, welcbe wir unter Aufnahme der homogenen Goordinaten 

(5) = ]/h : y^h' : 1 
in der liomogenen Gleicbungsform anselireiben: 

(6) -j- x/ — = 0. 

1st nun der Transformationsgrad n eine beliebige ungerade Zahl, so 
wird ganz offenbar die modulo 16 reduciert, durch (o' = nw in 

sich transformierfcj so dass z. B. fur n = 7 auf der durcb (6) dar- 
gestellten Cg eine algebraiscbe Correspondenz entspringt^ die jedem 
Punkte der Cg acbt weitere Punkte zuweist. Hier werden wir nun 
die Gleicbung (3) dahin interpretieren , dass die in Bede stehende 
Correspondent in einfachster Weise durch gerade Linien mm Ausschnitt 
gehracht wird. Filbren wir namlich der Gleicbung (5) entsprecbend 
fiir die trausformierten Modulii die Bezeicbnung ein: 

i/i-y-r-ys = y^-V^' ■ i, 

SO schreibt sicb Gleicbung (3) in die neue Gestalt um: 

( 7 ) tjiXi + = 0 . 


Jedem festen Punkte (x^, ^ 2 , %) der Cg entsprecben solcberweise bei 
unserer Correspondenz diejenigen acbt weiteren Punkte, welcbe durcb 
die Gerade (7) ausgeschnitten werden; nattirlicb sind dabei die iji als 
die laufenden Goordinaten der Cg anzuseben. In ganz analoger Weise 
wird man die Interpretation der Legendre’scben Modulargleicbung (1) 
an die ausgezeichnete der acbten Stufe resp. an die zugehorige 
Curve vierter Ordnung ankniipfen. 

Geben wir beilaufig durch Adjunction von jZ/c// zu deii Stufen 12 
bez. 24 und 48, so sind z. B. aucb die folgenden Relationen: 


( 8 ) 


U-\-lc'V +2 yUh'V = 1 , 
yid + Yi7v + 2 yiciiTi' = 1 , 
yu + Yk'V + 1/2 'yuh'j = 1 , 


die dor Reilie naeli den Transformationsgraden n = 5, 11, 23 eut- 
spreclien, auf Grand der sMzzierten Theorie der Modularcdrrespondenzen 
unmittelbar vorstiindlich; es handelt sich dahei um Correspondenzen 
6*““, 12*"" und 24*“" Grades auf den zugehorigen Rauiueurveu. Wir 
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kommen, wie sclion gesagt, auf diese Gegenstande im letzten Abschnitt 
nocli ausfilhrlicli zuriick, wo wir dann aucli die naheren litterarischen 
Angaben uber die Gleicliangen (8) zu machen liaben. 

Die hiermit gekennzeichnete functionentlieoretisclie Auffassung der 
irrationaleiiModulargleicliungen ist, wie wir bemerkten^ durcliaus neueren 
Datums; die fruberen Untersucbungen anderer Mathematiker zielten 
mehr anf directe Herstelkmg einzelner filr besondere Dalle gelteiider 
eleganter Formeln ab; Dies ist beispielsweise die Tendenz^ welcbe die 
Dissertation von Hrn. Sclirdter'^) beherrscht. Was die dort verwandte 
Metbode angebt, so bemerke man, dass die soeben mitgeteilten 
irrationalen Modulargleicbungen vermoge der auf p. 30 angegebeneii 
Formeln (5) in Relationeii zwischen den ursprungliclien und trans- 
formierten O’-Nullwerten 0*2, iibergeben. Das Problem war also, 
entsprecbende Relationen zwischen -O’-Teilwerten fiir die einzelnen Trans- 
formationsgrade direct lierziistellen, und die Operationsbasis lieferten 
hierfiir die Reilien- und Productentwicklungen der O’. 

Die Betrachtung derartiger '0-Relationen gewann dadurch ein 
liistoriscbes Interesse, dass man im Gauss^schen Nachlass hierher ge- 
horige Entwicklungeu vorfand**^”^'*). Gauss’ „neue Transcendenten^^ 
P{x)j Q(oo)j Ii(x) sind geradezu mit den Nullwerten iden- 

tiscb, und die Gauss’schen Entwicklungeu ergeben bei dieser Sachlage 
0-Kelationen fur die Transformationsgrade 3 und 5. Untersuclumgen 

fiber derartige Relationen filr = 3, 5, 7 sind sehr zahlreich 

angestellt worden und setzen sich bis in die neueste Zeit fort**^**'^”^'-). 
Man hat sich dabei im allgemeinen keineswegs nur auf eine einzelne 
Relation fiir jeden Transformationsgrad beschrankt, welche geeignet 
ware, die betreffende JacobFsche Modulargleichung zu ersetzen. Viel- 
mehr ergaben die Methoden zumeist gleich eine grosse Menge ver- 


De aeguationibus modularibus^ Regiomonti 1854; vergl. aiicb die Mit- 
teilimg in Bd. V der Acta Mathematica, p. 208 (1884). 

**) Man sebe die Abkandliingen „Ztir Theorie der neuen Transeendenten^^ im 
dritten Bande der gesammelten Werke p. 465. 

Wir macben etwa die folgenden Abkandlungen nambaft: Sobering, 
Mitteilungen uber den dritten Band von Gauss’ Werlmi (Math. Ann. Bd. 1, 1868); 
Goring, UntersucJmng uber die Teilwerte der Jacobi' schen Thetafunctiomn und 
die im Gauss’schen Nachlasse mitgeteilten Beziehungen derselben (Math. Ann. 
Bd. 7, 1874); Herstowski, Zur Theorie der Jacobi’ schen Thetafunctionen (Math. 
Ann., Bd. 11, 1876); Krause, Sur la transformation des fonctions elUptigues 
(Acta Math. Bd. 3, 1883); F. Muller, Zur Transformation der & - Functionen 
(Grunert’s Archiv, 2*^^ Reihe Bd. 1, 1884); Rohde, Zur Transformation der 
^-Funciionen (ebenda Bd. 3, 1885); Russel, On hi — W modular equations^ 
(Lond. Math. Soc. Proc. Bd. 19, 1888). 
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schiedener Eelationen^ von denen man die eleganteren fertig berechnete, 
obne indessen des genaueren die zwisclien ilinen bestelienden alge- 
braischen Beziehungen zu verfolgen. Wie diese Beziebungen aus der 
Theorie der Modulfunctionen entspringen, und wie daraufliin die 
Gesamtbeit der beim einzelnen • Transformationsgrad eintretenden 
'O’-Relationeii auf Grund einbeitlicber algebraiscber Principien leicbt 
iiberblickt werden kauB; ist vom Herausgeber gelegentlieli erortert 
und fiir die Transformationsgrade n — 3^ 5 vollstandig clurcligefiilirt 
worden*'^'*). 


<^i® Leipziger Dissertation: fiber Systeyne elliptisclier Modulfunctionen 
(Braunschweig, 1886) sowie die Abhandlung: Die Congruenpjgruppen der sechsten 
Stufe (Math. Ann. Bd. 28, 1886). 



Funftes KapiteL 

Anweiidung der Modiilargleiclmngen erster Stufe auf die Tlieorie 
der gauzzaliligeii Lmaren quadratisclien Eomen. 

Im Abschnitt II Kap. 3 (Bd. I p. 243 u. f.) ist die Anwendung 
auseinandergesetzt^ welche die Modulteilung der o^Halbebene auf die 
Lebre von den ganzzabligen biiiaren quadratiscben Pormen der 
elementaren Zahlentlieorie zulasst. Vermoge zweckmassiger geo- 
metrisclier Reprasentation der Pormen gelang es, die Aequivalenz und 
Reduction der Pormen mit den rein anschaulichen Mitteln der Modul- 
teilung zur Darstellung zu bringen, und zugleicli wurde die Endlichkeit 
der Classenanzalil bei gegebener positiver wie negativer Determinante 
D durcb ein paar liinzukommende arithmetische Schliisse festgestellt. 
Man weiss, dass die Bestimmung dieser Classenanzalil bei gegebener 
Determinante D den Hauptgegenstand in der eingelienderen Theorie 
jener quadratiscben Pormen ausmacbt; und bier ist es nun^ wo uns 
die in den voraufgehenden Kapiteln entworfene Transformationstbeorie 
und insbesondere die Theorie der Modulargleichungen eine Reihe 
schoner Anwendungen zu Gebote stellt. Die Arbeiten von Kronecker 
und Stephen Smith, an die wir dabei anzukniipfen baben (die ge- 
naueren Citate folgen weiterbin im Text) gehen von den Modular- 
gleicbungen zweiter Stufe, bez. den Jacobfschen Modulargleichungen 
aus. Wollen wir indes die allgemein verbreitete Gestalt der Theorie 
der quadratiscben Pormen benutzen und so der Uberlegung die gauze 
bei ihr erreichbare Einfachheit und Ubersichtlicbkeit erteilen, so mussen 
wir zunacbst die Transformation erster Stufe und also die Modular- 
gleicbungen erster Stufe zu Grunde legen; und in der That finden wir 
bier einen neuen Beleg fur die Richtigkeit der uberalt von uns fest- 
gebaltenen Anscbauungsweise, dass man die erste Stufe vor den ubrigen 
in Betracht zieben soil. Selbstverstandlich ist hiermit gemeint, dass die 
hoberen Stufen spaterhin in entsprechender Weise untersucht werden 
sollen, wie dies im folgenden Kapitel und in dem sechsten weiter 
unten folgenden Abscbnitt noch geschehen wird. — Uber die sich 
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unmittelbar an. die Auseinandersetzungen des gegenwartigen Kapitels 
anseUiessende Theorie der complexen Multiplication der elliptischen 
Functionen konnen wir leider nur einen kurzen Bericlit anfiigen und 
mussen im tibrigen auf die sonstigen Bearbeitungen dieses Gegen- 
standes verweisen. 

§ 1. Erganzende Satze iiber die binaren qnadratisehen Formen 
■and ihre geometriselie Keprasentation. 

Bevor wir zum eigentlichen Gegenstande unserer neuen Unter- 
suchung iibergeben, mussen wir vorab eine Eeibe von allgemeinen 
Satzen liber die ganzzaWigen binaren quadratisclien Formen zusammen- 
stellen, welcbe die in Bd. I 1. c. entworfene Theorie dieser Formen 
in verschiedenen Punkten erganzen. 

Eine vorliegende Form (a, c) geht durch die ganzzahlige Substitu- 
tion x' = — X, y' = y der Determinante — 1 in (a, — b, c) iiber. Hat 
sie die negative Determinante D = — A, so geht dabei der reprasen- 

tierende Punkt der neuen Form aus dem der urspriinglichen, 

^ , durch Ausiibung der Modulsubstitution meiter Art A 

hervor. Das Gleiche gilt im Falle einer positiven Determinante D 
von den beiden reprasentierenden Halbkreisen der fraglichen Formen: 

a(x^ + 2 /^) + 2bx c = 0 , 

Nun ist jede mit {a, b, c) im Sinne des zahlentheoretischen Sprach- 
gebrauchs „uneigentlich^^ aquivalente Form mit (a^ — b, c) eigentlich 
aquivalent^ und also folgt ohne weiteres der Satz: Sind mei Formen 
(a,byc), (a'jFjC) uneigentUch dquivalent, so gehen die reprasentierenden 
FunMe be0- HalbTcreise durdi Modulsubstitutionen meiter Art auseinander 
hervor j und umgelcehrt'^'). 

Vor allem mogen nun hier unter Beriicksichtigung der uneigent- 
lichen Aquivalenz und also der Substitutionen zweiter Art die Satze 
iiber die Transformationen der einzelnen Form in sich eine umfassende 
Zusammenstellung finden^ und zwar erstlich fiir negative Determinanten. 
Wir nehmen bei D < 0 iibrigens die Formen sogleich in der Gestalt 
(P, Q, li) d. i. Fx^ + Qxy + Fy'^ an, die wir in I p. 250 unter dem 
Texte einfiihrten. Als Determinante haben wir dann 

(1) P = - A = - 4PP, 

Man Yergl. die vorlaufige Mitteilnng unter dem Texte von I p. 249. 
Klein-nricko, Modulfunctionen. II. 11 
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und der reprasentierende Punkt wird: 


( 2 ) 


— Q i]/ A 

2P 


Es liegt dieser Form el ofiEenbar die Annahme zu Grunde^ dass wir 
bier nnr mit positiven Formen (P, R) arbeiten -wollen, da anderen- 
falls der in (2) gegebene Punkt cj der iiegativen Halbebene angeboren 
wtirde. 

Liegt der reprasentierende Punkt (2) im Innern seines Elementar- 
dreieeks, so wissen wir^ dass (P, B) nur durch die Identitat in sicb 
iibergefubrt wird. 

Die nacbste Besonderbeit^ welcbe nnnmebr eintreten kann, ist 
diejenige^ dass der Punkt (2) auf eineni Symmetriekreise, jedoch nicht 
gerade in einer Ecke der Modulteilung liegt. Alsdann gebt (P, Q, B) 
ausser durcb 1 noeb durcb die zu jeneni Symmetriekreise gehbrende 
Spiegelung; insgesamt also durcb die Operation en einer in der erwei- 
terten f entbaltenen G-^ ist also sicb selbst zugleicb 

eigentlich und uneigentlicb aquivalent. TrijSft dies zu^ so komien wir 
sofort zu (Pj Qj B) aquivalente Formen in unendlicber Zabl angeben, 
deren reprasentierende Punkte auf den verticalen Gei'aden der Modul- 
teilung liegen. Formen (P, Qj B) der letzteren Art sind durcb die 
Eigenscbaft cbarakterisiert, dass ihr mittlerer Coefficient Q durch den 
ersten P teilbar ist. Das sind aber die ambigen Formen und wir 
formulieren sofort den Satz: Ist eine Form sich selbst uneigentUch aqtii- 
valent, so geJiort sie einer ambigen Formclasse an. Wir konnten drei 
Arten von ambigen Formclassen unterscbeiden, je nacb der Seite des 
schraffierten Ausgangsdreiecks, auf der der reprasentierende Punkt ge- 
legen ist; die reducierten Formen dieser drei Arten von Formclassen 
haben bez. die Gestalt (P, 0, B)^ (P, Q, P) und (Pj P, B). 

Der Fall, dass der reprasentierende Punkt (2) einer vorgelegten 
Form in einer mit g) — i oder q aquivalenten Ecke der Modulteilung 
gelegen ist, wurde bereits I p. 247 ausfuhrlich betracbtet. Wir 
konnen hinzusetzen, dass die hierber gehorenden Formen stets arnbig 
sind und als reducierte Formen die Gestalt (P, 0, P) bez. (P, P, P) 
baben. Die gesamten Substitutionen, welcbe eine Form (P, Q, B) 
fraglicher Art in sich uberfiibren, bilden eine bez. eine Gq . 

Sei jetzt (a, &, c) in der gewobnten Bezeicbnung fiir eine Form 
der positiven Determinante P gebraucbt, so wissen wir zuvorderst, 
dass zu dieser Form eine cycliscbe Gruppe G^ von byperbolischen 


*) Of. Dirichlet-Dedekind, Zalilentheorie p, 138. 
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Substitntionen geiort, welche {a, 1), e) in sicli transformieren; die er- 
zeugende Substitution dieser war 


( 3 ) 



WO T, U die kleinste positive Losung der Peirscben Gleicliung 
f — ^ ^2 darstellte und 6 der Teiler der JForm (a^ 1), c) war. 

Als Specialfall betracbten wir zunaebst wieder den^ dass c) 

sicb selbst uneigentlicb aquivalent ist. Es muss alsdann der reprasen- 
tierende Halbkreis von (a, c) dureb die betreffende Modulsiibstitution 
zweiter Art in sich libergefuhrt werden. Hierbei aber ist sogleicli 
nocli eine wicbtige Bemerkung einzuscbalten : Sind (a^ h, e) und (a\ h\ c') 
aquivalent, so gebt dureb die betreJGfende Modulsubstitution erster Art 
die erste Wurzel von aco^ + 2&a? c = 0 wieder in die e^'ste von 
a'co^ + 2b'co -j- c'= 0 uber (cf. I p. 251); geben wir aber dureb die 
Substitution o' = — o von (a, 6, c) zur uneigentlieb aquivalenten 
Form (a^ — so wird aus der ersten Wurzel der einen Form die 

zweite der andern. Nun wollten wir die Operation o' = — co (um in 
der positiven o-Halbebene zu bleiben) dureb die Modulsubstitution A 
ersetzen. Da ist denn also (was geometriseb sofort evident ist) der 
Pfeil, mit dem wir in I p. 251 den Halbkreis von (a, c) ausgestattet 
dachten, bei Ausiibung von A gerade umzukebren, damit er die ricb- 
tige Lage des zu — b, c) geborenden Pfeiles auf dem zugeborigen 
Halbkreise angiebt. Das ist natiirlicb, wie man sofort bemerken wird, 
eine allgemeine Regel fur uneigentlicb aquivalente Formen (da docb 
bei eigentlicber Aquivalenz die erste Wurzel der einen Form immer 
wieder die erste der anderen Form ergiebt, und somit Umkebrung des 
Pfeiles bier niebt eintritt). Wenn wir also jetzt zur obigen Form 
(a, by c) zuriickkebren, die dureb V in sicb selbst ubergefiibrt wird, 
so werden wir gleicb des genaueren sagen: der zugeborige Halbkreis 
wird dureb V derart in sicb transformiert, dass dabei seine beiden 
auf der reellen Axe stebenden Fusspunkte permutiert werden. V hat 
demzufolge auf dem Halbkreise, und zwar im Innern der Halbebene, 
einen Fixpunkt und ist somit nacb I p. 226 eine Spiegelung; also das 
Resultat : Ist (a, by c) sich selbst imeigentlich dgiiivalent, so schneidet der 
rejprdsentierende Halblcreis einen und damit unendlich viele Symmetries 
Icreise der Modulteilung orthogonal; die mgehbrigen Sjgiegelungen erweitern 
die aus (3) m ermugende G^ auf eine (rgoo; welche nun die gesamten, 
(a, by c) in sich iiberfuhrenden Suhstitutionen giebt — Indem. man einen 

11 * 
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eiiizelnen der ortliogonal getroffenen Symmetriekreise der Modulteilung 
in eine senkrechte Gerade derselben transformiert, geht {a^ h, c) in 
eine solclie aqnivalente Form (a', S', c') iiber, deren doppelter mittlerer 
Coefficient 26' durch a teilbar ist. Die mit sich selhst uneigentlicli 
dquivalenten Formen liefern uns also auch bei i) > 0 wieder die ambigen 
Classen der JDeterminante D. Unter den zugehorigen reducierten Formen 
lassen sich solche auffinden, die eine der drei Gestalten (a, 0, c), 
(a, 6, a), (26, 6, c) besitzem 

Soli zweitens (a, 6, c) ausser durch die Operationen der noch 
durch eine weitere Modulsubstitution erster Art in sich tibergehen, so 
konnte dies nur eine Fg sein, deren Fixpunkt auf dem Halbkreise von 
(a, 6, c) liegt. Inzwischen wird (a, 6, c) durch doch nicht in sich, 
sondern vielmehr, wie man aus der obigen Betrachtung liber die Pfeil- 
richtungen der Halbkreise ersieht, in ( — a, — 6, — c) transformiert, 
welch' letztere Form wir als zu (a, 6, c) invers bezeichnen mogen. 
Wir merken demnach als ersten Satz an: Fine Formclasse ist stets 
%md nur dann sich selhst invers, wenn auf dem SaTblcreise einer in ihr 
enthaltenen Form ein und damit gleich unendlich viele mit co — i dqui- 
valente Funlcte liegen. Die unendlich vielen zu den durchzogenen Ecken 
der Modulteilung gehorenden elliptischen Fg erganzen die aus (3) ent- 
springende zu einer (t 2 o 5 , deren Structur den endlichen Gruppen 
des Diedertypus analog ist (vgl. die Note in I p. 269). 

Im letzteren Falle einer sich selbst inversen Classe erfahrt die in 
I p. 257 gegebene Erorterung eine wesentliche Erganzung'^). Man 
hatte dort den reprasentierenden Kreis von (a, 6, c) in eine ge- 
schlossene Kette von das Ausgangsdreieck durchsetzenden Kreis- 
segmenten transformiert, die (in gewisser Richtung durchlaufen) ein 
Bild fiir die Periods der reducierten Formen abgaben (cf. Pig. 64, 
1 p. 257). Gelangen wir nun beim Durchlaufen der Kette zu co = i, so 
wird uns die demnachst anzuwendende Operation T zu dem gerade 
voraufgehenden Segment zuruckfiihren, das wir jetzt nur in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen. So wird sich also die game Kette in 
diesem Specialfalle aus mei comcidierendem Hiilften msammenset^en, deren 
eimelne wir erst in der einen, hernach sogleich in umgeJcehrter Richtung 
durchlaufen. 

Nun aber folgende, fiir unsere weiteren Entwicklungen wichtige 
Massnahme: Wir durchlaufen von o = i beginnend nur die Halfte 
unserer Kette und kommen so zu cu == i zuriick. Das letzte dabei durch- 

*) Dies ist zugleich die einzige bier nStige Erganzung; insbesondere wird 
man leicht bemerken, dass der Punkt co = 9 keineswegs eine ahnliche Aus- 
nabmerolle spielt, wie co ~ 
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laufene Kreissegment reprasentiert eine Form (a, I, — a), und nun 
beschreibe man das zu diesem Segment im Punkte m = i ortbogonale; 
letzteres reprasentiert die Form ( — a, h) der Determinante Bj welcbe 
aus (a, h, — a) vermoge der irrationalen Substitution der Determinante 1: 


X = 


1 I 1 

--X ~y , 

y2 ‘ 


y = 


1 , 1 

X -d 

]/2 ]/2 


bervorgebt. Es scbliesst sicb solcberweise an die erste Kette eine 
zweite, welcbe wir jedocb wieder nur zur Halfte durcblaufen, um jetzt 
in gleicber Weise eine dritte Kette anzureiben. Es ist selbst- 
verstandlicb, dass dieses System an einander gereibter Ketten sicb 
nacb einer endlicben Anzabl von Scbritteii scbliesst. Ob aber dabei 
alle bei der Determinante D eintretenden, sicb selbst inversen Classen 
in ein gescblossenes System aufgereibt sind oder nicbt^ wollen wir bier 
allgemein nicbt mebr entscbeiden. 

Endlich nocb die erlauternden Zusatze: 'Niclit jede anibige Classe 
ist sich selbst invers; so z. B. wird die Hauptform (1, 0, — D) der 
Determinante JD, welcbe ja stets ambig ist, bocbstens dann mit ibrer 
inversen aquivalent sein konnen, wenn JD nur Primteiler der Form 
(4^ + 1) besitzt. Nicht jede sich selbst inverse Classe ist ambig; solches 
zeigt z. B. die Form (14, — 6, — 14) der Determinante D = 221, 

auf deren reprasentierendem Kreise o = i und co — — 

secutive Ecken der Modulteilung sind. Man liest aus Fig. 36 (I p. 113) 
obne weiteres ab, dass die Halfte der zugebbrigen Formenperiode fiinf 

Reducierte bat, dass aber zwiscben den beiden Punkten co = ^, ■ 
kein Modulkreis orthogonal zum reprasentierenden Kreise von 
(14, — 5, — 14) verlauft, Naturlicb giebt es auch Classen, die gleich- 
^eitig ambig nnd-sich selbst invers sind (vgl. z. B. die unten zu be- 
tracbtenden Formclassen der Determinante I) = 5)] eine hierber ge- 
horende Form wird, vom Zeicbenwechsel ibrer Coefficienten abgesehen, 
insgesamt durcb die Operationen einer in der erweiterten Modulgruppe 
enthaltenen in sicb ubergefiihrt. 


§ 2. Beziehting der Modulargleielningen erster Stufe zn den 
quadrat is cben Formen positiver Beterminante. 

Die Smith’sebe Curve. 

Fiir die eigentlicbe Transformation Ordnung batten wir oben 
(p. 54 u. £) eine Modulargleicbung erster Stufe /) = 0 als 

existierend nacbgewiesen und der naberen Untersucbung unterworfen. 
Ihre linke Seite war eine ganze rationale und symmetrische Function 
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der beiden Argumente J' und und zwar stiegen beide bis auf den 
Grad in derselben an; die numerischen Coefficienten in f(J', J) 
waren durcligebends reell und rational. — Man zerlege nun J in 
seinen reellen und imaginaren Bestandteil: and sucbe 

nacli denjenigen Punkten J der X!F-Ebene, fiir welche mindestens 
einer von den zugehorigen Werten J' den zu J conjugiert coni- 
plesen Wert J' = X — ■ iT annimmt. Zu dem Ende wird man 
J' == X — iYj J — X iY in die linke Seite der Modulargleicliung 
substituieren, welche daraufhin in eine ganze rationale Function der 
beiden reellen Variabelen X^Y iibergelit; dieselbe wird offenbar wieder 
durcbgehends reelle rationale Coefficienten besitzen und von Y aus- 
schliesslich Potenzen mit geraden Exponenten aufweisen. Indem wir 
die so gewonnene Function mit Null identisch setzen: 

( 1 ) f{X—iY,X+iY) = h{X, r) = 0 , 


entspringt die Gleicliung einer in der J"-Ebene gelegenen algebraischen 
Curve, von der uns vorab einzig die reellen Punkte interessieren; in 
der That liefern uns diese gerade alle hier gesuchten Werte J (filr 
welche wenigstens eines der zugehorigen J' mit J conjugiert complex 
ist). Man bemerke librigens sogleich, dass die Curve lh = 0 Symmetric 
in Bezug auf die X-Axe aufweisen wird. 

Die fragliche algebraische Curve h = 0 steht nun in innigster 
Beziehung zu den quadratischen Formen der positiven Determinante 
D = n. Dm dies klar zu legen, moge man nachsehen, wie sich h — 0 
vermoge der Function co^J) auf das Ausgangsdi*eieck der Modalteilung 
ubertragt. Damit wir hier gleich vollen Anschluss an die iibliche 
Bezeichnungsweise der quadratischen Formen erreichen, schreiben wir 
eine Transformation Ordnung: 

( 2 ) B{g)) = - y, hd — ac = n, 

^ ^ ^ ^ (10 -i- (V ^ 


so dass gegeniiber der sonst gebrauchlichen Bezeiclmung die Buchstaben 
a, G fur den Augenblick cyclisch permutiert sind. Ist jetzt m im 
Ausgangsdreieck gelegen, und ist J(nV(G))) zu J(a)) conjugiert, so 
sind offenbar nV((x)) und — m aquivalente Punkte: V'nVlm) — — S. 
Da aber V'n V in der Gestalt (2) enthalten ist, so werden wir 
schreiben 


Substituiert man hier ansfiihrlicher fiir cd den Wert (x + iy), so folgt: 

+ y^) + (b + d)x + (6 - d)iy + c = 0. 

Offenbar kann diese Gleich ung nur bestehen, wenn b — d ist, wo sie 
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clann fiir den fragliclien Pnnkt des Ausgangsdreiecks die Bedingung 
liefert: 

(3) a{x^ c — 0 , 

walirend zugleick die zweite Gleichung (2) tibergelit in: 

(4) W -- ac = n , 

So oft andrerseits fiir einen Pankt o des Ausgangsdreiecks eine 
Gleichung (3) erfullt ist, in welcher a, I, c drei ganze, der Bedingung 
W — ac = n geniigende Zahlen ohne einen alien gemeinsamen Factor 

sind, ebenso oft finden wir umgekehrt in J' {co) = 

Jip) eonjugiert complexe ZahL 

Die dem Ausgangsdreieck angehorenden Kreissegmente (3) liefern 
uns nun gerade die gesamten reducierten Formen (a, 1), c) der Deter- 
minante D = n, sofern wir uns bier auf ursprungliche Formen der 
ersten und zweiten Art; d. i. Formen vom Toiler t = 1 beschranken*). 
Aufs leichteste wird man dabei erkennen, dass sick die Segmente der 
eimelnen geschlossenen Kette leim Ubergang mr J-Ehene in einen 
allenthalben stetig gelcrilmmten, geschlossenen, reellen Zug der Curve h == 0 
ubertragen, Dabei erschopfen sie diesen Zug, so dass wir letzteren als 
Reprasentanten der zugehorigen Classe ansehen konnen. Nur machen 
liier wieder die sich selbst inversen Classen eine leicht erkennbare 
Ausnahme: Da namlich die von co = i ausstrahlenden Winkel beim 
Fortgang zur J'-Ebene verdoppelt ersclieineu; so wird sich offenbar 
der von (a, h, — a) herriihrende Teil der Curve 7^ == 0 iiber / == 1 
weg stetig gekriimmt in den zu ( — b, a, &) gehorenden Teil fortsetzen, 
Bei den sich selbst inversen Classen werden demnach nur erst alle diejenigen 
Ketten einen geschlossenen reellen Zug von h = 0 liefern, die wir im 
vorigen Paragraphen in ein geschlossenes System anger eiht haben. 

Die hiermit zu Tage getretene merkwurdige Beziehung der 
Modulargleichungen zu den Formclassen positiver Determinante wurde 
zuerst von Stephen Smith aufgewiesen"^*'^) ; wir benennen dieserhalb 

*) Of. Diricklet-Dedekind, Zahlentlieorie, 3. Aufl. p. 148. 

In der I p. 261 genannten Arbeit „S'iir les equations modulaires^^ (1873, 
bez. 1877), welcbe die Modulargleicbung zwischen I und X' zu Grunde legt. Die 
im Texte entwickelte Theorie „erster Stufe“, sowie die Untersucbung des vorauf- 
gehenden Paragraphen warden vom Herausgeber durchgefuhrt. Ubrigens ist 
interessant, die Angaben zu vergleichen, welcbe Stephen Smith selbst iiber die 
Entstehung seiner bezuglichen Untersuchungen gemacht hat (Proceedings of the 
London Math. Soc., vol. 9, 1878, p. 245); ihnen zufolge war Stephen Smith friih- 
zeitig darauf aufmerksam geworden, dass sich fiir die erste Stufe manche Verhalt- 
nisse einfacher gestalten als fur die zweite, hat sich dann aber doch nicht ent- 
schliessen kOnnen, von der herkommlichen Benutzung des Moduls X abzugehen. 
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die Curve /^ = 0 fortan als die Smitli'sche Curve^ und zwar des 
genaueren als diejenige erster Stufe der JDeterminante D. Unter Vor- 
belialt sogleicli hinzuzusetzender Erganzungen liaben wir den Satz 
auszusprecben: Die Smith' sche Curve erster Stufe der Determinante D 
hat gerade so viele reelle Ziige, als es Classen ursprunglicher Formen der 
Determinante D gieht. Die Zusiitze aber sind: Kommen unter den 
reellen Zilgen der Smith' scJien Curve auch solche vor, die durch J — 1 
Mehenj so ivird der einpjelne %mter ihnen gleich soviet sich selbst inverse 
Classen ergehen, als die Anmhl der Teile betrdgty in die der fragliche 
Curvemug durch den Dimht J" = 1 0 erlegt ivird. Und ferner: Unter 
mei inversen Classen ist in den ausgesprochenen Sdtmi immer nur die 
cine gcrechnetj so dass insbesondere von den Formenperioden der sich selbst 
inversen Classen immer nur die Hdlfte mir Qeltung hommt Es miisste 
namlicli andernfalls die Smitli'sche Curve doppelt zahlende Curvenzuge 
aufweiseu; und dies erweist sich im Anschluss an Formel ( 1 ) auf Grand 
der Irreducibilitat der Modulargleiehung f(J\ J) = 0 als unmbglich. 

Zerschneiden wix die reelle J-Axe von <7=1 uber 0 bis — oo, 
so wird der einzelne reelle Zug der Smith^sclien Curve in eine Anzahl 

von Curvenstiicken zerschnitten, welclie den 
; Formen der zugeliorigen Formenperiode ein- 
.1:1 deutig zugeordnet sind. Was die Gestalt 
dieser einzelnen Curvenstiicke angeht, so 
konneh wir mehrere Typen untersclieiden, 
die in Fig. 4 schematisch zu Anschauung 
gebraeht sind (vgl. iibrigens Pig. 65 in 
I p. 258). Im ersten Falle, wo wir einen 
Umgang um das Punktepaar 7= 0; 1 haben, 
ist die zugeliorige Form eine Neben- 
reducierte. Liegt eine Hauptreducierte vor, 
so wird auch die nach der einen oder 
anderii Seite benachbarte Form eine solche sein. Da tritt die Fall- 
unterscheidung eni; ob von den beiden zugeliorigen Kreisbogen des 
Ausgangsdreiecks keiner oder einer die imaginare co-Axe tiberkrenzt; 
ersteren Pall stellt Fig. 4^ vor, letzteren, wo ein Wendepunkt der 
Smith- sell en Curve eintritt^ Fig. 43 . Es ist nattlrlich keineswegs aus- 
geschlossen, dass Hauptreducierte auch in grosserer Anzahl auf ein- 
ander folgen. — Ubrigens gehoren den ambigen Classen olfenbar 
solche reelle Ziige von h = 0 zu, die beziiglich der reellen 7-Axe sich 
selbst symmetrisch sind. Ein einzelner soldier Curvenzug wird, wo 
er auch die reelle 7-Axe tiuflft, dieselbe entweder orthogonal schneiden 
oder dortselbst einen Doppelpunkt aufweisen. 
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Endlicli liaben wir in dem liier vorliegenden Zusammenliange noch 
der erweiterten Transformation Ordnung zii gedenken. Dieselbe 
kann, wie wir wissen, nur dann eintreten, wenn n = D quadratisclie 
Teiler entbalt und bestekt aus clem Inbegriff aller eigentlicben 

Transformationen der Grade Wir bemerken aber sofort: Indem 

tvir erweiterte Transformation Ordnung m Gninde legen, tvird die 
Gesamtlieit der ursprunglichen tmd ahgeleiteten^) Forme^i der Betermi- 
nante D gerade in der Art mr Geltung Izommen, ivie in unseren vorauf- 
gehenden Frorterungen allein die ursprilnglichen Formen. Weiter unten 
wird llbrigens diese erweiterte Auffassung nocli sehr wicbtig werden. 

§ 3. tibertragnng der Smith’sclien Curve auf das Trans- 
f ormationsp oly gon 

Betracbten wir J' und J als Cartesische Coordinaten (okne darum 
complexe Werte dieser Grossen auszuschliessen), so bedeutet f{J\ J") = 0 
eine ebene algebraiscbe Curve, die man gelegentlicli als Modularcurve 
bezeiclinet bat. 1st insbesondere J' die Wurzel J' = J(jzcd)^ so ist 
die Modularcurve wecbselweise eindeutig auf dasjenige Transformations- 
polygon F^(n) bezogen, w.elcbes wir oben (p. 40 u, f.) ausfiibrlich 
untersuchten. Ftibren wir jetzt wieder: 

ein und denken dementsprecliend fiir den Augenblick aucb X und Y 
als complexer Werte fabig, so entspringt aus der Modularcurve durcb 
die einfacbe Oollineation (1) die Smitli'scbe Curve li == 0. Letztere 
ist also nicht nur irreducibel, sondern besitzt aucb denselben Grad 
und classelbe Geschlecbt, wie die Modularcurve, welcbes letztere 
tibrigens in Pormel (12) p. 51 allgemein bestimmt ist. Nun aber 
zeigte sich fruher, dass es iiberall nicbt das zweckmassigste ist, das 
Transformationspolygon auf das Modulsystem J\J zu bezieben; immer 
gab es vielmelir einfacbere Moduln, in denen wir dann sowobl J wie 
J' rational darstellten. Die Prage, die sicb bier von selbst aufdrangt, 
ist diese: Wie werden sicb unsere auf die reellen Teile der Curve 
ft == 0 beziiglicben Betracbtungen ausgestalten, wofern wir statt J, J' 
anderweitige Modulfunctionen des Transformationspolygons zum Ge- 
brauche beranziehen? Indem wir aber unsere Betracbtung dement- 


Of. Dirichlet-Dedekind, ZaJilentJieorie. 1. c. 
[Neuere Untersuchung des Herausgebers.] 
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sprechencl vom Ausgangsdreieek der co-Halbebene in das Transforma- 
tionspolygon Terlegen nnd dabei vorab von speciellen Moduln desselben 
ganz abseben, werden wir tiber die Bedeutung und die Gestalt der 
Smitli’scben Curve mehrere neue und elegante Gesiclitspunkte ge- 
winnen. 

Vorbin batten wir die oft geiiannten Kreissegmente des Ausgangs- 
dreiecks dadurcb erzielt, dass wir nach einander alle ijjin) Wurzeln 
neben J^co) stellten und fur jedes Paar diejenigen Pimkte m 
des Doppeldreiecks 1 aufsucbten, welche conjugiert complexe 
J(nV((x)))j J(gj) lieferten; dass dabei jedes Kreis segment niir von 
einem bestimmten Paare geliefert wird, entnimmt man leicht axis der 
Eigenart der Modulargleicbungi Offenbar werden wir ebensowohl zur 
Kenntnis aller Kreissegmente gelangen, wenn wir nur das Punctionen- 
paar J(it(X))j J(co) nebeneinander stellen, selbige nun aber durcb alle 
Pimkte CO der 7p(n) Doppeldreiecke V von Fyj(^n) der in Rede stehenden 
Vergleichung unterwerfen. Hiermit ist eine merkwurdige Yereinfacbung 
erzielt: Die Kreissegmente sind nicbt mebr alle iiber dem einen Aus- 
gangsdreieck gelagert; sie sind vielmehr verteilt, und zwar jedes auf 
ein ganz bestimmtes der Doppeldreiecke wobei sie sich 

offenbar zu grosseren, das Transformationspolygon durcbsetzenden 
Kreisbogen zusammenfiigen. Wir kbnnen das System dieser Kreis- 
bogen als die auf das Polygon Eip iibertmgene Smith’sche Curve be- 
zeichuen und werden sogleicb in demselben Sinne von einer auf die 
gesclilossene Fldche F^p iibertragenen Smitb^scben Curve sprecben. 

Hier bietet sich uns eine scbone Verwendung jener doppelt llber- 
lagerten Dreiecksfiguren dar^ welcbe wir schon oben (p. 42 u. f.) aus- 
fiihrlicb bescbrieben haben. Das Transformationspolygon wurde durcli 
die Substitution der Periode zwei: 

(2) in«) - 

in sich transfonniert (cf. (5) p, 42), und nun dachten wir uns das 
Polygon F-ip in seiner urspriinglicben Gestalt, sowie in der neuen W(Fyj) 
zur Coincidenz gebracbt; die Dreiecke der einen Art (entweder die von 
£0 Oder von 05 '= Tr(co)) erschienen dabei freilich im allgemeinen an 
der Berandung von zerstiickt. Die solcherweise entspringende Ein- 
teilung von F^ weist im allgemeinen Kreisbogenvierecke auf-, es konnen 
aber auch Dreiecke oder Fiinfecke oder endlicb Secbsecke auftreten, was 
wir hier des nalieren nicbt untersucben wollen (vgl. iibrigens Fig. 1 , 2 
p. 42). Dabei sind dann die in Rede stehenden Bereiche des doppelt- 
geteilten Polygons Fyj entweder frei oder einfacb oder endlicb doppelt 
schraffiert. In dieser Figur treten nun jene oben besprochenen, zur 
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reellen Axe orthogonalen Kreisbogen unmittelbar in Evidenz. In der 
That wird der einzelne solche Kreis stets nur einfach schraffierte Be- 
reiclie von durchziehen; wo er einen Ereis der co-Teilung liber- 
sclireitet^ wird er immer zugleich einen Kreis der co'-Teilung kreuzen; 
jener Kreisbogen wird also stets die Bolle einer Diagonale des ein- 
zelnen, von ihm durchsetzten; einfach schraffierten Bereichs spielen, 
sofern er nicht zwei coincidierende Kreise der m- und co'-Teilung breuzt, 
die vereinzelt immer auftreten*). 

In einem ganz neuen Lichte erscheinen aber die soeben im Trans- 
formationspolygon gezeichneten Kreisbogen, wenn wir dasselbe zur 
geschlossenen Flache zusammenlegen. Wie wir schon p. 44 be- 
merkten, kommt dieser Flache insgesamt eine von Transformationen 
in sich zu, die ans den Operationen 1, W, WA besteht. Diese 
letztere WA ist eine Operation zweiter Art der Flache in sich und 
findet unter Zugrundelegung des Functionssystems J", F bekanntlich 
ihren analytischen Ausdruck im XJbergang von J, F bez. zu F, F 
Eben als symmetrische Umformung der Flache in sich besitzt nun WA 
auf derselben eine gewisse Anzahl von Symmetrielinien, und offenbar 
werden dieselben von denjenigen Punkten der Flache geliefert, in 
welchen F= J und also auch J — F ist. Letzteres aber war gerade 
die Definition der Smith’schen Curve: die auf die Flache F^ iiber- 
tragene SmiiKsche Curve ist also schlechtweg das Aggregat der in Bede 
stehenden Symmetrielinien^'^'). Wollen wir dementsprechend das Resultat 
des vorigen Paragraphen in pragnanter Weise aussprechen, so werden 
wir.sagen: Die Anmhl der Symmetrielinien , tvelche der Transformation 
WA der Flache Fyj in sich mhommen, ist gleich der Classenanmhl der 
ursprunglichen Formen positiver Feterminante n, Natilrlich ist auch hier 
wieder ein erganzender Zusatz betreffs der sich selbst inversen Classen 
notig: Eine Symmetrielinie, die durch Eclcen J = 1 der auf F^ ge- 
mchnetcn to-Teilung geht, crgiebt mehrere sich selbst inverse Classen; und 
mmr ist die Zahl dieser Formclassen gleich der Anmhl der Teile, in 


*) Man vgl. die weiter unten fur ^ 6 gezeiclinete Figur; auch wird man 

leiclit in der zum Falle n = Q gehdrenden Fig. 1 p. 42 die Lage des einen hier 
die Smith’sche Curve wiedergebenden Kreises wahrnehmen. 

Man k5nnte hierbei den Einwurf machen, dass ja auch zwei verschiedene 
durch WA einander zugewiesene Punkte von Fyj ein und dasselbe Wertsystem 
y, J' tragen mochten. Punkte dieser Art kommen aber (wenn tiberhaupt) auf der 
Flache nur vereinzelt vor. Die Schlussweise des Textes fuhrt also sicher nicht 
zu ihnen, da wir doch durch Identischsetzen von F und J gauze Linienzuge der 
gewinnen. 



172 5. Arithmetisclie Anwendungen der Modulargleichungen erster Stufe. 

ivelclie die Symmetrielinie dtirch die mf ihr gelegenen Ecken hemchneter 
Art serlegt wird, 

Ubrigens wird man sogleicli sehen: Wo auch immer die anf die 
Flache tibertragene Smith’scbe Curve eine Ecke a, b der co-Teilung 
trifft, wird sie durch eine gleichartige Ecke der co'-Teilung durch- 
ziehen. Verlegen wir einen solcben Punkt in die o-Halbebene zuriick^ 
so wird c7(g?); in dessen Umgebung ein zwei- bez. dreideutiges 

Functionssystem sein. Der fragliehe Punkt wird also anf dem Rande 
des Polygons Fyj liegen, und ihm wird eine in der entlialtene 
elliptisclie Substitution der Periode zwei bez. drei zugehoren. Indem 
man leiclit auch die Umkehrung dieses Satzes beweisen wird, ent- 
springt unter Riicksicht auf p. 50 z. B. das bemerkenswerte Resultat: 
Die Anmlil sich seTbst inverser Classen itrsjprunglicher Formen der Deter- 
minante n ist identisch mit der Anmhl incongnienter Losimgen der 
Congruent x^ = — 1, (mod. n), Audi liber die Gestalt der auf F^p 
iibertragenen Smith^schen Curve gewinnen wir aus ihrer erkannten Be- 
ziehung zur Operation WA einige Angaben. So z. B. folgt, dass keine 
mei Zilge dieser Curve einander iiherkreimn oder berUhren Jconnen''^), 

Ist nunmehr ^(oa) eine mogliclist eiufache Function der die 
jedoch auf der imaginaren co-Axe reell sein soli, und die tiberdies 
nicht durch die Operation W in sich transformiert werden darf. Die 
„in der ^-Ebene gelegene SmitFsche Curve^^ entspringt dann einfach 
durch Abbildung der Flache F^p auf die ^-Ebene, wobei natiirlich im 
allgemeinen dem einzelnen Punkte der letzteren immer mehrere Pankte 
von F>ip zugehoren. Indem wir jetzt und ^'(co) = als 

voiles Modulsystem der einfiihren, gelingt es ganz wie friiher, den 
analytischen Ausdruck fiir die in der 0 = (| + ^'^)"Elbene gelegene 
Smith’sche Curve zu gewinnen. Ist niimlich g{0\ 0 ) = 0 die zwischen 
0 ' und 0 bestehende algebraische Relation (mit reellen Coefficienten), 
so ist die fragliehe Curve einfach durch: 

(3) — in, I + in) = > n) = o 

gegeben, da sich doch die Operation WA wieder als Ubergang von 

0 j 0 ^ zu '0\'0 darstellt. 

tfbrigens wolle man noch beachten, dass sich von bier aus der Ruckgang 
zur ursprunglichen Smitb’seben Curve der /-Ebene aussert einfach gestaltet. Wir 
brauchen nur die im Raume gelegene Flache F^ mit der auf ihr gelegenen Curve 
zur T/r-blattrigen Riemann’sehen Flache iiber der /-Ebene zusammenzufalten, worauf 
dann die Smith’sche Curve durch die verschiedenen Blatter dieser Fl'ache hindurch- 
ziehen wird. Hernach lasse man alle Blatter mit ihren verschiedenen Ziigen der 
Carve auf das unterste unter ihnen zurucksinken und kommt so offenbar zur an- 
fanglichen Figur zuruck. 
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Die eindeutige Bezieliung der Curven 7 ^) = 0 und Y) — 0 
auf einander stellt man iibrigens leicbt durch explicite Formeln dar. 
In der That ist: 

(4) ^ =- R(J\ J), ^' = B{J, X) 

und umgekehrt 

(5) /= X = 0 ^), 

Spalten wir also uberall fiir die Punkte der Smith’schen Curve reelle 
und imaginare Bestandteiie aus einander: 

^ = I + == E(X— iY,X+ iY) = E,(X, Y) + zli,(X, Y) etc., 

so kommen einerseits die Formeln: 

(6) | = E,(Z, 10, ^ = Y), 

sowie aus (5) als Umkehrungen von (6); 

(7) X=R'i^,v), 

Besonders einfach gestalten sich naturlich diese Verhaltnisse in 
den 14 Fallen des Geschlechtes jp = 0, die wir oben (p. 52) zusammen- 
stellten. Da nehmen wir 0 jeweils als Hauptmodul, und es wird als- 
dann (3) in einfachster Weise einen Kreis darstellen (indem docli 
zwischen 0 und 0 ' eine lineare Gleichung besteht). Es folgt: Bd den 
0 um GescMecMe p = 0 geKorenden JDeterminanten T) — n giebt es ent- 
weder {falls ndmlich = — 1 (mod. n) Jceine Losungen iesit0t) nur 
0 wei einander inverse Classen, oder aber es giebt soviet sich selbst inverse 
Classen, als = — 1 incongruente Lbsnngen besit 0 t Zum letzteren 
Falle gehoren die vier Determinanten D == 5, 10, 13, 25, wo wir 
immer 0wei sich selbst inverse Classen haben; die librigen zehn Deter- 
minanten gehoren zum ersteren Falle. 

Man Tiberblickt, welch’ reiche Ausbeute fiir die Formen positiver 
Determinante hier aus den Modulargleichungen erster Stufe gewonnen 
werden kann, und die wirkliche Ausfiihrung dieser Entwicklungen in 
zahlreiehen Einzelfallen diirfte sich um so mukeloser gestalten, als 
namentlich in den Arbeiten von Hrn. Kiepert iiber die Transformation 
von /(co) ein sehr reichhaltiges numerisches Material vorliegt, das 
„ wohl zum unmittelbaren Gebrauche geeignet ist. Wir werden jedoch 
aus diesem Gebiete nur einige wenige Beispiele betrachten konnen; 
bevor dies indessen geschieht, miissen wir aufweisen, wie sich die 
Formen negativer Determinante in unsere bisherige Theorie einordnen. 
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§ 4. Einfiilimiig der singularen Moduln erster Strife Ordnung 
und der Modulfnnction erster Stufe Hn{p)- 

Um Tieles sclioner nocli oder docli weitertragend ist die Anwen- 
dung, welelie die Modulargleichungen auf die Theorie der qiiadrati- 
schen Formen negativer Determinante gestatten. Wir kommen liiermit 
zu denjenigen Untersucliungsgebieten, welclie im Anschluss an einige 
Bemerkungen Abel’s (cf. weiter unten § 8) allererst von Hrn. Kron- 
ecker, und zwar unter Benutzung der Modulargleichungen fur den 
Modul aufgedeckt worden sind"^). Indem wir aber, wie sclion 
einleitend bemerkt wurde, unsere Problem stellungen bier zuerst auf 
die erste Stufe beziehen, wollen wir von einer schon gelegentlich 
(am Schlusse des vorigen Kapitels) gegebenen Deutung der Modular- 
gleichung f{J', J) — 0 fiir Transformation Ordnung ausgehen. 
Wir interpretieren die complesen Werte von J sowie J' in einer und 
derselben Ebene; es sind dann offenbar jedem Punkte J insgesamt 
immer ^(n) Punkte J' der Ebene durch f{J% J) = 0 zugeordnet, wie 
auch umgekehrt jedem Punkte J' der Ebene ebenso viele J ent- 
sprechen. Was wir so in der J-Ebene erhalten, nannten wir a. a. 0. 
eine Modularcorrespondenz ; und zwar ist die liier vorliegende 
deutig, und das Entsprecben der Punkte J, J' ist ein vertauschbares. 
Unser Prollem sei nun, dass wir diejenigen FunUe J ausfmdig maelien, 
fur welche wenigstens einer der mgeliorigen Funlde J' ndt J coincidiert, 
und dass wir die Bedeutung dieser Punhte aufweisen'^'^'). 

Die fraglichen Punkte werden uns offenbar insgesamt gerade durch 
die voile Auflosung der algebraischen Gleichung: 

(1) f{J-,J)==o 

geliefert; wir finden also nicht mehr (wie oben bei der Smith’schen 
Curve) in der <J-Ebene ganze Linienziige, sondern wir gewinnen nur 
eine endliche Anzahl vereinzelt liegender Punkte. Die zugehorigen 
Werte J wollen wir unter Aufnahme der von Kronecker eingefuhrten 
Bezeichnungsweise als singuldre Moduln henmmnj des genaueren 

Die ersten bez-aglichen Arbeiten von Hrn. Kronecker sind: ffUher 
elliptiscJie Functionen, fur welche complexe Multiplication stattfindeV^ Berliner 
Monatsberichte von 1857, „Uber die Anzahl der verschiedenen Classen quadratischer 
Formen mn negativer Beterminanie^^ Crelle’s Journal Bd. 57 (1850). Es reiht sich 
daran eine Anzahl weiterer Arbeiten Kroneckor’s, die znmeist in den Monats- 
berichten der Berliner Academie verSflPentlicht wurden; z. T. werden wir die- 
selben noch weiter unten namhaft zu machen haben. 

**) Offenbar kdnnten wir auch sagen, dass es sich um den Durchschnitt der 
Modularcurvo f{*T\ J) « o mit der Geraden J' — J « 0 handeln aolle. 
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aber als sir^giildre Moduln erster Stufe Ordnung. Die algebraisclie 
Gleicbung (1) beisse die Gleichung der singularen Moduln erster Stufe 
Ordnung; ibr Grad ist und sie weist durcbgebends reelle, 

rationale numeriscbe Coefficienten auf. Die Wurzeln von (1) mogen 
zum Teil conjugiert complex ausfallen; was aber die reellen Wurzeln 
angebt, so werden dieselben, wie man sofort siebt, als Coordinaten X 
vom Durcbscbiiitt der X-Axe mit den reellen Ziigen der SmitFscben 
Curve h(Xy Y) = 0 geliefert^ und es kommt dabei jeder dieser Werte 
= X als Wurzel von (1) in der namlicben Multiplicitat zur Geltung, 
wie beim Scbnitt von h = 0 mit Y = 0. 

Die linke Seite von (1), in Abbangigkeit von cj betraebtet^ ist 
eine sebr merkwilrdige Modulfunction erster Stufe, die wir durcb G(jd) 
Oder genauer Gn^co) bezeicbnen wollen. Dieselbe ist eine ganze ratio- 
nale Function von J und wird also im Ausgangsdreieck nur bei (D = ioo 
in gewisser Multiplicitat unendlicb, wabrend die in jenem Dreieck zer- 
streut liegenden Nullpunkte von G{(d) diejenigen Stellen markieren, 
deren zugeborige J die singularen Moduln sind. Wir sagen aber 
infolge der conformen Beziebung des Ausgangsdreiecks auf die cT-Ebene 
sogleicb genauer: Ist Jq = J{(d^ eine v-fache Wiir^el von (1), so ver- 
schwindet G(a>) in coq gerade v-fach, gemessen im Ausgangsdreieck (cf. I 
p. 586 u. £). Dieser letztere Zusatz wird fiir etwaige Punkte q 

von Wicbtigkeit: messen wir fiir sie das Verscbwinden von G{p) 
direct in der co-Halbebene, so wird der Grad desselben gleicb der 
doppelten resp. dreifacben Multiplicitat der beziiglicben Wurzel von 

(1) sein. 

Bilden die Substitutionen C3' = Bi^co) ein Reprasentantensystem 
eigentlicber Transformation Ordnung, so konnen wir die linke Seite 
der Modulargleicbung oflFenbar in der Gestalt scbreiben: 

yj — i 

( 2 ) 

i = 0 


Fiir die Modulfunction erster Stufe G(co) ergiebt sicb daraufbin die 
Darstellung: 

1^—1 

(3) G (c) = jy I } . 

2 = 0 

Hieran kniipft sicb sofort folgende wichtige Uberlegung: Soil G im 
Punkte (Dq verscbwinden, so wird mit einer der ^ Zablen Bi(co^) 
Equivalent sein: Oq = VBi{ci}^, Fassen wir VBi in die Substitution 



( 4 ) 
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zusammen nnd gebrauchen zugleich fiir die bier in Rede stehenden cOq 
eine nalieliegende besondere Benennung, so konnen wir sagen: Ein 
eimelnes mr Ordnung gelibrendes singuldres Oq ist sfets FixpimM 
einer in der Gestalt (A) enthaltenen elliptisdien (o- Substitution, Dabei 
tann dieser Punkt coq natiirlich stets im Ausgangsdreieck angenommen 
werden. 

In der uacbsten Umgebung des Fixpunktes (Dq gestattet die Sub- 
stitution m' — JR((o) die Darstellung (cf. I p. 164): 

(5) cj - <»o = /c (® — Wo) . y ; 

und bier ist unter alien Umstanden "k von 1, ftir c^Q—i oder p aber 
aucb von — 1 bez. verscbieden, weil wir namlicb letzten Falls 
in B die Modulsubstitution T bez. IT batten. Daraufbin lasst sicb 
leicbt bestimmen^^ in welcbem Grade der bier in Rede stebende Factor 
von (3): 

(6) J(C3) — J(co') = J(cd) — J-(E(o3)) 

bei COq verscbwindet. Es ist namlicb fur die Umgebung von coq (nach 
I p. 586) J{co) — Jq = a(co — coq)^ annabernd giiltig^ wobei a eine 
von Null verscbiedene Const ante, v aber die ganze Zabl 3, 2 oder 1 
bedeutet, je nacbdem coq = q, i oder endlicb ein anderer Punkt des 
Ausgangsdreiecks ist. Ein Blick auf (5) und (6) ergiebt bierauf mit 
der gleicben Annaberung: 

J(cd) — J(B((d)) = a (1 — 7c’') (o — co^))’' == cc\g) — 

wo offenbar wieder a' endlicb und von Null verscbieden ist. Wir 
baben das Eesultat: An der singuldren Stella coq verschwindet G(cu), ini 
Ausgangsdreieck gemessen, im Grade wenn dortselbst yi Factor en der 
rechten Seite von (3) Null werden, wahrend die ubrigen endlich bleihen. 

Bevor wir diese Resultate fiir die aritbmetiscbe Betracbtung der 
zur Ordnung n geborenden singularen Stellen coq verwenden, rniissen 
wir noch eine Bemerkung vorausschicken. Im Verfolg eines Teiis 
unserer Untersucbung erweist es sicb namlicb als zweckmassig, bei 
Ordnungen n mit quadratiscben Teilern immer gleicb alle zu den 

gesamten Ordnungen eigentlicb geborenden singularen Moduln zu- 
sammen zu betracbten. Alle diese Moduln bezeicbnen wir dann 
scblecbtweg als zur Ordnung n geborig, so oft der Zusammenbang 
der Darstellung eine scbarfere Fassung des Ausdrucks nicbt erfordert. 
Natiirlicb kommt dies darauf hinaus, dass wir erweiterte Transforma- 
tion Ordnung zu Grunde legen, wo wir dann an Stelle der bis- 
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herigen Modulargleichung fn(J\ — 0 die im allgemeinen reducibele 
Gleicbung treten lassen: 

( 7 ) = 

Docli wollen wir dabei, sofern n ein reines Quadrat ist, von r=]/n 
d. i. von Transformation erster Ordming abselien, weil die zugeborige 
Modulargleiebung J' — c/ = 0 fiir J' == J" identiscli verscLv^indet ; wir 
deuten diesen A us fall von % n im gekennzeicbneten Falle Mer 
und in der Polge durcli einen oberen Index am Produetzeicben an, 
von welcbem wir in Pormel (7) bereits Gebraucb macbten. Dufcb 
die Substitution J' = J gebe (7) in die algebraiscbe Gleicbung 

(8) gniJ) = o 

liber, welcbes nun die Gleicbung der singularen Moduln Ordnung 
ist. In Abb’angigkeit von cj werde die linke Seite von (8) als Hnicd) 
bezeicbnet, welcbe Modulfunction erster Stufe auch als Product aller 
Functionen Gn definiert werden kann: 

(9) . jg;(£o) 

Durcblauft Ri{m) ein System von cl)(n) Reprasentanten fiir erweiterte 
Transformation, so konnen wir aucb Hn{(xi) durcb: 

1 

( 10 ) -n 

definieren, wo, wie scbon angedeutet, fiir rein quadratiscbe n der eine 
Reprasentant 

(11) B(<o) = ^ 

y n 

auszulassen ist. Die oben entwickelten Satze iiber die Beziebung der 
Wurzeln von fn(Jj J") = 0 zu den Nullstellen von Gn((x)), sowie iiber 
den Grad des Verscbwindens dieser letztern Modulfunction iibertragen 
sicb jetzt obne weiteres auf gleicblautende Satze fiir g^{J) = 0 und 

§ 5. Die Beziebung der singularen Moduln zu den quadratiseben 
Formen negativer Determinante. Aritbmetiscbe Grradbestimmung der 

Gleicbung gn(J) — 0. 

Ist Bi einer der cl)'(n) Reprasentanten, so wird derselbe stets 
dann eine der fraglicben singularen Stellen co des Ausgangsdreiecks 
liefern, so oft co und Bi(co) aquivalente Zablen sind. Tritt dies ein, 

Kloin-I’ricke, Modulfunctiouen. II. 12 
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so giebt es eine bez. zwei oder drei Modulsubstitutionea V, welche der 
Gleiehung Fi?i(c)) = co geniigen, je nachdem a ein beliebiger Punkt 
des Ausgangsdreiecks ist oder aber o — i oder endlich co = p zutrifft. 
Seliieben wir die Bespreckung der beiden letzten speciellen Lagen 
von CO zunacbst Mnaus und scbreiben nunmehr: 

(1) fz) ’ c<o^ + {d- a)m — l = 0. 


Dabei sind durcli Angabe der fraglichen singularen Stelle o und des 
zugeborigen Reprasentanten J?,- die vier ganzen Zahlen a, b, c, d der 
Determinante n und des Tellers t bis aufs Vorzeichen fest bestiinuit. 
Uber letzteres verfiigen wir so, dass c positiv wird. 

Im Anschluss an Gleicbung (1) scbreiben wir jetzt: 

( 2 ) c = Fy d — a=Q, — — b — It 

und finden unter Gebraucb der biermit eingefiibrten Bezeicbniingen 
die fragliche siugulare Stelle des Ausgangsdreiecks bestimmt clurcb 
die quadratiscbe Gleicbung mit gaiizzabligen Coeffieienten : 

( 3 ) + Qg) + R = 0. 

Hier baben wir nun in (P, Q, B) eine reducierte quadratiscbe Form, 
deren Teller c? ein Multiplum von t ist, und deren negative Determi- 
nante : 

J) = A == — 4PP 

sicb sofort aus 

(4) A = — 4cbc — (a — dy == 4n — 


bestimmt; der absolute Wert \%\ der Zabl % geniigt biernach der 
Ungleicbung | jc | < 2 Als fraglicbes coq und zugeborigen singu- 

laren Modnl finden wir: 


( 5 ) 




Q’\-iy A 


2P 


J 


(■ 


— Q -y i \ _ 

■ 2P / ■ 


wir benennen letzteren jetzt auch wobl als einen Mr Determinante 
— A geJidrenden singularen Modul Ordnung. inzwiseben ist, was 
man namentlich fur spater festhalten wolle, bei dieser Art der Be- 
nennung der singularen Moduln gar niebt ausgescblossen, dass eine 


Fiir die im vorigen Paragrapben unter (5) mit 7c bezciclinete Zabl finden 
% — i |/A 
2 Yn 

sagen, urn den Winkel <0’, so ist derselbe durcb die Glcicbnngen bestimmt: 


wir bier y fe 


Drebt also jene elliptiscbe Substitution, wie wir knrz 


Y 


^yn 


2 


]/A 

2|/n 
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und dieselbe Zahl als singularer Modul Ordnung aiisser zii — A 
noch zu einer Determinante — fA gehort. Solclies wird fiir den 
Modul (5) eintreten^ falls zwei gauze ZaUen f, % aus 
t^(An — = 4 ^ — 

bestimmbar sind. Bei dieser Saeblage miissen wir genauer sagen: Dem 
eimelnen (durch Mitangdbe des 0 ugehdngen Meprdsentanten ivoJih 
cliaraiiterisierten Nullpimlde von £r^(o?) im Ansgangsdreieck fmden wir, 
sofern derselhe nicht gerade m = i oder q ist, eindeutig eine getvisse posi- 
tive rediicierte Form (P, Q, B) einer Determinante — A = — (4^ — 
0ugeordnet, und es ist Bugleicli das Vor^eichen det* Zahl % aus den vor- 
liegenden VerJidltnissen, ndmlicli durch Bi^ eindeutig hestimmt; die frag- 
liclie NuUstelle ist der reprdsentierende PunM von (P, Q, B) und der 
singuldre Modul der dort stattfndende Wert von J*. 

Liegt jetzt zweitens der fraglicbe Nullpunkt von Hnico) bei o? — ij 
so konnen wir an Stelle der in (1) gebraucbten Substitution V ausser- 
dem nocb TV gebraucben. Wir erlialten an Stelle des einzelnen 
Paars von Gleicbungen (1) jetzt die zwei Gleicbungssjsteme: 


E = 

r-9. 

CCD^ C — Oy 


\c, 

a / 

P' = 

( 


— acj'^ — a = Oy 


\— a, eJ 



und demnach die beiden Pormen: 

j(P, 0, P), P = c, 

|(P;0, P'), P'=-a=-|, x=2c = 2F, 

wobei wir nur im zweiten Falle P' und % zugleich im Zeicben wechseln 
wollen, falls a und c dasselbe Yorzeicben baben. Sollen die beiden 
Formen (7) identiscb werden, so muss c= + a und also n^2a? 
sein; aber es unterscbeiden sicb dann offenbar % und %' zufolge der 
gerade getroffenen Verabredung im Zeicben. Also das Resultat: Dem 
einzelnen lei m — i gelegenen NullpunUe von Hn {co) sind stefs 0 tvei im 
allgemeinen von einander verschiedene Formen (P, 0, P), {P\ 0, P') 
mit lestimmten zwei zugehorigen Zahlen % eindeutig zugeordnet ; nur 
falls n das Doppelte eines Quadrates ist, werden fur den (eigentliche 
Transformation zweiter Ordnung darstellenden) Beprdsentanten 
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leide Formen identiscJi, wdJirend oc, tc' mei wn Null verscUedene ent- 
gegengeseMe ZaMen sind. 

Soli endlich der yon B((d) gelieferte Nullpnnkt der Function 
Sn(co) nach co — q fallen, so gelten fiir B die Bedingungen: 

(9) c = — h = d — a, n = ac 


und an Stelle des einen Gleichungspaars (1) treten die drei Paare: 



cco'^ cco c — Oy 
acd^ — aco — a = 0, 

, — (a-}“C)c3^'~(a + C)G) — + =0; 


wahrend wir als entsprechende Formen und Zahlen %: 


( 11 ) 


(P, P, P), p = c, % = 2a + c, 

(P', P', P ') , 4- P' = — a, — a 2c, 

(P"P", P'0, ±F' = -(a + e), ±x"=-a + c 


haben; in der zweiten Reihe gelten entweder die obern oder unteru 
Zeichen und ebenso in der dritten Reibe; die Entscbeidung hieruber 
werden wir so treffen, dass P' und P" positiv werden. Die Discussion, 
wann zwei oder alle drei Formen (11) identisch werden, ist wieder 
leicht zu Ende gefiibrt. Soli P = P' sein, so erfordert dies c = a, 
da fiir c = — a in P eine Transformation erster Ordnung vorljige; 
a — c liefert aber : 

/]/Z^ 

(12) n = 3< P= 1 , x=-;c'=y3^, 

VVl- Yl / 

WO nun in B eine eigentliche Transformation dritter Ordnung vorliegt. 
Man zeigt weiter, dass P = P" sowie P' = P" auf die namliclie 
Transformation zuriickfuhrt. Wir haben also zusammenfassend: Jedem 
wohlbestiwiMteu, nach co = q efitfallenden Nulljpimlcte vofi IIn{co) sind drei 
gewisse reducieHe Fofwien def Ge^alt (P, P, P) neist eindeutig Bugehorigen 
ZdKl&n % BugeoTdfiet. JDiesc FoTvyien sind inn cdlgewheincn vou cincindcT 
veTSchieden I viut fcdls n ein dneifciches Quddfdt ist^ wcndcn fun die eine 
unter (12) geschriebene Transformation Bwei unter den Formen (11) 
identisch, aber von der dritten verschieden^ die bu den gleichen Formen 
gehorenden ZaMen % sind ^ 0 und einander entgegengesetBt 
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Jetzt ist weseDtlich, dass wir die Hermit gegebene Entwicklung 
umkebren konnen: wir wablen irgend eine ganze Zabl n aus dem 
Bereich 2l/w < x < 2yn, scbreiben A — An — und greifen 
eine beliebige reducierte Form (P, Q, R) der Determinante — A auf. 
Durcb Auflosung der Gleichungeu (2) nach a, I, c, d folgt alsdana: 

• Q + * 

(13) 


B = 





welches eine ganzzahlige Substitution der Determinante n ist. Gehort 

nun B nicht gerade zum Eeprasentanten (^q’ <^er bei rein qua- 

dratisehem n doeh fortgelassen werden sollte, so giebt (13) eine ganz 
bestimmte, unter den Factoren von (10) § 4 auftretende Transforma- 
tion. Indem wir jenen speciellen Fall sogleich noeh besonders be- 
trachten wollen, haben wir das Eesultat: Jedes „ System" (P, Q, B, x) 
liefe/rt einen Nullpunhf von 0 wei verscMedene Systeme liefern im 
allgemeinen ewei verscMedene Null^unTcte, die dber sehr woH coincidieren 
Tionnen; nwr liefern die Systeme (P, 0, P, x) 0 u je zwei, endlich die 
Systeme (P, P, P, x) m je drei dmseOoen NuUpunM. 

Nennen wir die Anzahl aller reducierten Formen, d. i. die Classen- 
anealil fiir die negative Determinante D = — A kurz H (A) und ent- 
schliessen uns, diejenigen Classen, welche reducierte Formen der Ge- 
stalten (P, 0, P), (P, P, P) haben, -l-fach bez. -|-faeh zu rechnen, 
so haben wir als Gesamfsahl v der NuUstellen von (m) im Ausgangs- 
dreiech und damit als Grad v der Gleichung gn(J) = 0 der singu- 
Idren Moduln n*®' Ordnung: 


(14) 


V = ^ H(An ~ x^), —2'l/n <x<2y'n, 


3i = 0,+l,., 


die Simme ausgedehnt uber alle positiven und negativen gamen Zahlen % 
des heBeichneten Intervalls. 

Nub die Erganzung, welclie die Pormel (14) im Falle eines rein 
quadratischen n erfordert: Soli in dieseni Palle (13) eine eigentliche 
Transformation erster Ordnung vorstellen, so miissen offenbar alle vier 
Zahlen JP; Q, B, % durch ]/^ teilbar sein: 

(15) B = P^yV^, ^ = B = Byn, ^ = o,±yn. 

Fur K = 0 ist A = 4^ und also Q\ B') eine reducierte Form 
der Determinante — 4. Da ^' gerade sein muss^ so haben wir nach 
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I p. 250 (AnmerkuBg) nur die eiue Moglichkeit ^'=0, was P'= Ji'=l 
ziir Folge hat. 1st -^0 rediicierte 

Form der Determinante — 3; als solche findet sicli einzig (1, 1, 1). 
Wollte man also (14) ohne weiteres auf quadratisclies n ausdehnen, 
so waren die drei Systeme 

f(y», 0, ■[/«), %==(), 

!(]/«, f/ji, yu), x = + ]/«, 

welclie insgesamt den Betrag y ftir die rechte Seite von (14) liefern, 

zu viel gezahlt. Man kann nan Pormel (14) einer leichten Modifica- 
tion unterwerfen, durch welche diese Beschrankung ihrer Gultigkeit 
aiifgehoben wird. Wir dehnen namlich das Interval! fur % auf 

— 2 ]/n < % < 2 ]/n aus (was nattlrlicli nur filr quadratische n eine 
Neuerung ergiebt) uiid verstelieii zugleicli unter H(0) den Bruch 

— Bs entspringt dann als allgemein giiltiger Satz; Der Grad v 
der Gleichimg (jn(J) — 0 ist: 

( 17 ) v = H (4 w — — e% — 2 Yn <x £2 Yn, 

X==0,+1,.. 

ivobei £n fur cjiiadratische n die Einheit, sonst mvmer die Null hedeutet. 

§ 6. Functionentheoretische Gradbestimmung der Gleichung g^i {J) — 0. 
Die Classenzahlrelationen erster Stufe. 

Wir kunnen iiun aber den Grad v der algebraischen Gleichung 
gn(J)==0 noch in einer anderen Art bestimmen, und diese Grad- 
bestimmung wollen wir als eine functionentheoretische bezeiclmen, 
insofern der Uberlegung eine functionentheoretische Schlussweise zu 
Grunde zu legen ist. Jener Grad v war gleich der Anzahl einfacher 
Nullpunkte der Modulfunction erster Stufe Hn{co) im Ausgangsdreieck. 
Im letzteren wird aber IIn{p) ebenso oft unendlich als Null, und es 
liegen die XJnendlichkeitspunkte, wie wir wissen, insgesamt bei a} = ioo 
vereint. Wir haben also annahernd 
(1) lim ii(ci)) == c • 

0) =3 too 

wo G eine von Null verschiedene Constante ist. Den hier auftretenden 
Exponenten — v konnen wir* nun aber durch directe Rechnimg be- 
stimmen, wie wir Jetzt zeigen wollen. 

Indem wir die frtiher (p. 45) ftir die Reprasentanten Bi zu Grunde 
gelegte Gestalt gebrauchen, haben wir fiir H^ip) die Darstellung: 
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(2) ^„(a,) = U { J-(«) - AD=^n, 0£B<D. 

Die Zalilen A^JB^D liaben liier alle den angegebenen Bedingungen 
geniigenden Systeme za durcMaufeu mit der bereits in (2) angedeuteten 
Ausnabme, dass fiir rein quadratisch.es n das System J.=D=:]/nj B=0 
fortbleiben soil. Fiir den einzelnen Factor der rechten Seite von (2) 
gilt bei CO =ioo die angenaherte Darstellung: 

r / j 7?\ _ d 

(3) 12^ { J{co) — j[—±~)} c ^ 

Derselbe wird also im Ausgangsdreieck bei co = ioo einfach un- 
endlich, so oft A^D ist (denn im Falle der Gleichlieit A = B = y n 

^TtiB 

ist ja e ^ stets von 1 verschieden) ; fiir > D wird dagegen der 
Factor (3) an bezeichneter Stelle uneudlich im Grade Fiir stelien- 

des A^ D haben wir^ den D zugehorigen Werten B entsprechend^ 
jedesmal D Factoren (3) zu beriicbsichtigen, von denen nur im Falle 
= D = yi^ 

ein einzelner auszulassen ist. 

Aus diesen Angaben lasst sick v jetzt in der That leicht be- 
reclinen. Um eine beqiieme Ausdrucksweise zu haben ^ verstehen wir 
unter d einen beliebigen Toiler von n, und zwar zunachst d ^ l/n; 
man seize dann A = Sj D = j. Die auf diese Combination beziig- 
lichen Factoren (3) werden insgesamt im Grade JD ~ unendlich, bez. 
im Grade Q; — l) fur 8 — y n, Im ganzen werden also die Fac- 
toreu (2) mit A ^ B iiiiendlicli im Grade: 

( NT’ 


wo die Summe fiber alle der angegebenen Bedingung geniigenden 
Divisoren 8 von n zu flihren ist und an genau die namliche Bedeutung 
hat wie am Schluss des vorigen Paragrapheii. Ist zweitens 8 > yn ^ 
so schreibe man wieder A = 8, B = j] da jetzt jeder Factor (3) in 


Grade ^ unendlich wird, so kommt den Factoren der einzelnen Com- 
bination Aj B insgesamt der Grad 8 zu. MitJiin gestattet die gesucUe 
Zahl V die Barstelhmg: 


( 4 ) 




V 
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Mit der rechten Seite yon (4) nelimen wir nun noch eine kleine 
Modification vor. Selbstverstandlich ist: 

(6) 2 1- 2'f > 

(J ]!> Yn 6 <C Vn 

und andererseits: 

^ ^ V‘>i' (5 yv 

wo unter wie bisher, die Summe aller Teller der Zabl n ver- 

standen ist. Die Formel (4) konnen wir also in die neuen Gestalfcen 
setzen: 

^ ^ V'n- d Yn d Yn d <C. Yn 



Die in der Klammer eingeschlossene Zabl bedeutet den XJberscbuss der 
Summe derjenigeii Divisor^ von n, die > j/n sind, uber die Summe 
aller derjenigen, die < ]/n sind; wir bezeiclmen diesen Uberschuss 
hinfort durch das Symbol 

(7) Y(«) - - 2^- 

]]> Yn df <C 

Als Grad v der Gleichung gn{J) = 0 finden wir so endlich: 

(8) V — 0(n) + — £„ . 

Die ganze Zahl v ersclieint in dieser Forme] aus wesentlich 
anderen Elementen zusammengesetzt als am Schlusse des vorigen 
Paragraphen; dort war v eine Summe von Classenzahlen quadratischer 
Formen, hier ist v durch Teilersummen dargestellt. Daher bietet sich 
jetzt der Gedanke dar, dmch Elimination von v aus leidm Formeln eine 
Zahlenrelation hersteUen, welche die Classenmhlen an die Teilersummen 
hniipft. Die entspringende Gleichung lautet: 

(9) ^ H(4m — x^) == 0(m) + ^(w), — 2j/n^ x ^ 2'J/m ; 

K = 0, + 1,.. . 

wir bezeichnen sie als Olasseneahlrelation erster Stufe n*” Ordnung. 
Mit ihr haben wir eines derjenigen Resultate gewonnen, welche Herr 
Kronecker, wie wir andeuteten, durch Betraehtung der Jacobi’schen 
Modulargleichungen abgeleitet hat. Das lusfahrlichere hieriiber 
werden wir erst im folgenden Eapitel auseinandersetzen, wo allgemein 
von Classenzahlrelationen hbherer Stufe die Rede sein soil. 
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§. 7. Die bei eigentlieher Transformation Ordming 
auftretenden singularen Modnln. Betrachtung derselben im 
Transformationspolygon Fyj («) . 

Wir keliren zur eigentliclien Transformation Ordnung und 
damit zur Gleichung /k(J'; J) = 0 zuriick, deren Wurzeln die eigentlicli 
zur Ordnung gekorenden singularen Moduln sind, Fiir das 

Studium derselben konnen wir gerade wie oben bei der SmiWscben 
Curve mit besonderem Vorteil das Transformationspolygon Ord- 
nung verwenden. Ebe wir indessen bierauf eingebeU; sind.ein paar 
Vorfragen zu entscbeiden. - . 

Furs erste werden wir die Frage zu untersucben baben, welcbe 
unter den gesamten soeben bei der Ordnung betracbteten sin- 
gularen Moduln dieser Ordnung im genaueren Sinne ,,eigentlic¥^ zu- 
zurecbnen sind. Die Formeln des vorletzten Paragrapben geben uns 
dartiber leicbt Aufscbluss. 1st fur ein einzelnes System (P, Q, E, k) 
der grosste gemeinsame Teller der vier Zablen P^ Q, % durcb 6^ 
bezeicbnet, so wird 6^ zufolge (13) p. 181 die vier Zablen 2a, 2d, b, e 
zugleicb teilen. Wir baben demnacb nur die beiden Moglicbkeiten 
(Sq = 6q = 2. Da im Falle <3q=^2 sowobl Q und wie andrer- 
seits b und c gerade sind, so sind notwendig a und d ungerade 
Zablen, und eben desbalb diirfen Q und % nicbt modulo 4 einander 
congruent sein. Weitere Bedingungen sind aber nicbt zu erfiillen, und 
also baben wir die Regel: TJnter alien im vorleMen Paragraphen an- 
gegebenen Systemen (P, Q, B, %) Jiaben wir, so fern wir ms auf eigent- 
liclie Transformation beschrdnhen wollen, nur diejenigen mit 6^=1 und 
= 2 heraummlien, dabei aber unter denen mit 0 q = 2 nur solcJie,- 
fiir welclie Q = % -\- 2, (mod. 4) ist. 

Eine zweite Untersucbung beantwortet die Frage nacb der 
Multiplicitat der einzelnen Wurzeln von /%(</, J) == 0. Hierbei wolle 
man bedenben, dass zwei Systeme (P, Q, B, %) und (P, Q, B, — %) 
mit nicbt verscbwindenden % zwei mit einander coincidierende Null- 
punkte von JSn{co) liefern, und dass die beiden zugeborigen Reprasen- 
tanten gleicben Teller r baben. Solcbe zwei Systeme liefern also, 
wofern sie iiberbaupt fiir fn(J, J") = 0 in Betracbt kommen, stets eine 
Doppelwurzel dieser Gleicbung. Indessen sind bierbei die beiden 
Reprasentanten (8) und (12) § 5 auszuscbliessen, bei denen der 
Zeicbenwecbsel von % allein nicbt immer auf einen neuen Nullpunkt 
von Hn fiibrte. Sollen aber diese Reprasentanten „eigentlicbe^^ Trans- 
formationen Ordnung vorstellen, so ist offenbar n = 2 bez. n = 3. 
Diese Falle aber konnen wir leicbt direct erledigen und scbliessen sie 
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als particular von gegenwartiger allgemeiner Besprecliung aus. Ein- 
fache Wurzeln warden wir demnach nur von den Systemen mit ^ ~ 0 
erlaalten konnen, und da in diesem Falle die vorhin mit 0^ bezeiclinete 
Zahl direct den Teller 6 der Form (P, Q, It) darstellt, so entspringt 
der Satz: Die einfachen Wiir^eln von fn{J? J) == 0 Icdnnen lidclistens 
von den nrsprunglichen Formen der Determinante — A = — 4.n und 
von den Formen des Teilers 2 dieser Determinante geliefert ^verden. 

Aber die letzteren Formen geben^ durch 2 gehoben^ nrspriingliclie 
Formen der Determinante — n, Sie warden also im weiteren Verfolg 
der Zalilen A = 4n — 1, == An — 4, ... (vom Factor 2 abgeselien) 
dann nocbmals auftreten, wenn n = An — durcli game Zahlen oc 
gelost warden kann. Dies ist der Fall, wenn n ein dreifaclies Quadrat 
ist, und wir haben dann == + j/on. Sollen aber ilberliaupt Formen 
vom Teller 2 bei A = An fur fn(Jy J) — 0 zur Geltung kommen, so 
muss, wie wir salien, Q bei denselben das Doppelte einer ungeraden 
Zabl sein. Es ist also: 

A = 4n — 4PP — EE — 4, (mod. 16) d. i. ee — 1, (mod. 4) 

Ilberliaupt eine notwendige Bedingung flir das Auftreten der in Eede 
stebenden Formen des Teilers <? = 2. Zusammenfassend wollen wir 
diese Resultate so ausspreclien: Die einfachen Wurzeln von fn{J, J) — () 
'werden im allgemeinen nur von den ursprilnglichen Formen der Deter^ 
minante — An geliefert Fiir w ee — 1 (^mod. 4) liefern auch nock die 
ursprirnglichen Formen der Determinante — n cinfache Wtiriseln; ist 
jedoeh n das DreifacJie eines reinen Quadrats, so sind die m diesen 
letzteren Formen gehbrenden singuldren Moduln dreifache Wurzeln der 
Gleiclmng fn(J, P) = 0. 

Indem wir jetzt die voraufgelienclen aritlimetisclien Entwicklungen 
mit unseren anscliaulicheii Hiilfsmitteln in Beziehung setzen, verweilen 
wir zuvorderst einen Augenblick bei der in der P-Ebene gelegenen 
SmitFschen Curve F) = 0, bez. bei der mit jener collinearen 

Modularcurve fn{D, P) = 0*^'). Wir recapitulieren bier den Satz: Die 
zii den amhigen Classen gehbrenden singuldren Modtdn P, und nur diese, 
haben reelle Werte; die im Bereiehe eigentlicher Transformation n^^^ Ord- 
nung eintretenden singuldren P dieser Art werden von den reeUen Ziigen 
der Curve hn — 0 ausgesehnitten. Hierbei ist das Auftreten von 
Doppelwurzeln der Gleicbung }in{X, 0 ) — 0 , d. i. fn(J, P) = 0 aus 
der Gestalt der Curve hn = 0 sofort verstandlich. In der That 


[Der Abschliiss dieses Paragraphen bringt eine neuere Untersucbung des 
Herausgebe rs.] 
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wurde letztere ja von der reellen J-Axe iin allgenieinen in Doppel- 
pnnkten geschnitten, nnd nur da' in einfaclien, wo die Curve gegen 
die reelle Axe orthogonal verlief; diese letzteren Piinkte liefern uns 
offenbar die ambigen Classen vom Teiler d — 1 bez. 2 nnd der 
Determinante D — — 4:n, 

Der Ubergang zuin Transformationspoljgon F^p(^n) findet hier 
durch genan dieselbe Uberlegung statt, wie vorhin in § 3 bei den 
Formen positiver Determinante. Statt namlich im Ausgangsdreieck 
nacli einander alle ip(n) Reprasentanten J' in Bezug auf ihr Identisch- 
Averden mit J zu untersuchen, betrachten wir einzig den Reprasen- 
tanten J\a)) = J{n(D)j diesen aber im gesamten Transformationspoljgon 
F^p. 1st an einer Stelle von F^p die Differenz {J((X)) — Jn{G))) Null^ 
so verschwindet sie ,,im Polygon F^ gemessen^^ dortselbst gerade ein- 
fach; denn ware der fragliche Nullpunkt eine mit co — i aquivalente 
Ecke, so ware doch ersichtlicli die betreffende Stelle der geschlossenen 
Flaclie Fyj nur von mei Elementardreiecken umlagert. Die Nullstellen 
von J) hctien sicli solclienveise im Folygon Fyj oder cmf der Fldclie Fyj 
dermassen verteilt, dass dortselbst Iceme mei einfachen Nullstellen melir 
0 ur Coincidem Icommen. 

Dieses Resultat ist fur die ambigen Classen in Ubereinstimmung 
mit unseren friiheren Satzen iiber die auf F^^p iibertragene Smith’sclie 
Curve; die reellen Ziige derselben wiesen in der That auf Fyj keine 
Doppelpunkte mehr auf (cf. p. 172). Uberhaupt aber werden wir die 
ambigen Classen jetzt aus den doppelt eingeteilten Polygonen Fyj des 
§ 3 fur jedes n sofort ablesen; ibre singularen m sind ja offenbar 
die Kreuzpunkte^ in welclien die Halbkreise der Formen positiver 
Determinante n die Kreisbogen der beiderlei Einteilungen von Fyj 
durchsetzen. 

Die zu nicht- ambigen Classen gehbrenden singularen co kommen 
im doppelt "geteilten l^olygon Fy, nicht mit derselben Leichtigkeit 
zur Evidenz. Solche Punkte werden im Innern freier oder doppelt- 
schraffierter Bereiche liegen und mussen natiirlich immer zu vieren 
aus einander vermoge der Substitutionen 1, A, TF, A IF hervorgehen. 
Um aber diese Stellen unmittelbar aus den Figuren abzulesen, muss 
man sich in etwas ausgiebigerer Weise die Werteverteilung von J und 
J' auf Fy veranschaulicheu; was wir hier indessen nicht ausfuhren 
konnen. 

Jetzt sei 0 (co) eine‘ ganz beliebige zur ry/(n) gehorende Modul- 
function, die jedoch nicht bei Ausiibung der Substitution W in sich 
iibergehen soil. Dieselbe wird rational, und zwar unsymmetrisch, 
durch J darstellbar sein : 
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( 1 ) 

wobei wir recMs die rationale Function JR in zwei durcli einander 
dividierte ganze Fimctionen gespalten denken. Nach bekannten Grund- 
satzen der Tbeorie der algebraiscben Functionen versckwinden in 
alien mehrfachen Punkten der Modularcurve f{J\ J) = 0 die beiden 
ganzen Functionen (tj, zugleicli. Wir konnen die G^, G^ aber immer 
so gewMt denkeUj dass sie in einer gewissen endlichen Reihe ein- 
facJier Punkte der Curve f(J'f J) — 0 nicht zugleicli verschwinden. 
Man riclite es biernach insbesondere so ein, dass gleiclizeitiges Ver- 
scliwinden von G;^ und Gg jedenfalls nicht in jenen Punkten der 
Modularcurve oder des auf dieselbe eindeutig bezogenen Polygons Fy^ 
eintritt, die von den oben cliarakterisierten einfaclien Nullpunkten von 
f(J, J) == 0 lierriiliren. Indein wir gleicli noch aus (1): 

(2) J') 

ableiten, ziehen wir die im Polygon verteilten, zur Ordnung 
gehorenden singularen co lierau. In alien solchen deren zngehorige 
J mehrfache Wurzeln von /*(J, J) = 0 sind, muss J) unter der 

Form -jj- erscheiiien, so dass wir iiber die zugehorigen Werte 0 , 0 ' aus 
(1) und (2) noch nichts weiter aussagen konnen. In alien solchen oj, 
deren singulars Moduln J einfache Wurzeln von f(J^ J) = 0 sind, 
haben zufolge (1) und (2) die beiden Modulfunctionen 0 ( 00 ) und 0 '(co) 
einen und denselben Wert, und zwar ganz unabhangig davon, wie wir 
0 {m) gewahlt denken niogen. 1st coq ein specieller unter diesen 
letzteren Punkten, und sind und TF(cl>o) auf der geschlossenen Fyj 
verschiedene Stellen, so konnen wir doch offenbar 0 ( 00 ) derart gewahlt 
denken, dass diese Function in den fraglichen beiden Stellen ver- 
schiedene Werte aufweist. Das widerspricht aber direct unserem so- 
eben erhaltenen Resultat, dass stets ^\coo) = ^(W((»o)) = sein 

soil, und also folgt der Satz: JDiejenigen singularen welche 0 u den 
einfaclien Wur0eln von f(J^J) = 0 gehoren, sind, auf die gesehlossene 
FldcJie Fyj in beschrielener Weise vbertragen, dortselbst FixjpunMe fur die 
dureJi W dargestelUe Transformation der Fldche Fy/ in sieh. 

Diese TJberlegung lasst sich nun auch leicht umkehren. 1st 
einer jener Fixpunkte, so ist W(o3o) beziiglich r,p mit aquivalent: 

L_ ^^0 + ^ 

ncoo nyoCOQ + d 

Der Zahlwert berechnet sich also aus der Gleichung: 

ncc • + n(/3 + • cOq + d = 0 , 
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und die zugehorigen Werte von A nnd % sind: 

A = 4^^ — % == + n(^ — 

Schliessen wir wieder die partieularen Palle n = 2^ 3 aus, so folgt 
aus der Bedingung — 2]/n <%< 2]/w notwendig ^ nnd also 
A = An, Damit ist der Satz bewiesen: 1st n ^ 0^ 1, 2 (mod. 4), 
(mit Ausnahme der partimldren Fdlle n = Ij 2), so ist die Classen- 
amahl der nrsprUngliclien Formen der Determinante F — — An gleich 
der Amahl der Fixpiinkte:^ welche die Transformation W der Fldche Fyj 
in sich anfweist Ist ^ = 3, (mod. 4)^ ^vo wir jedoch der Kur^e halber 
vom Falle absehen^ dass n ein dreif aches Qnadrat ist, so ist die An^alil 
jener FixpunMe identisch mit der Glassenanmhl iirsprunglicher Formen der 
Determinante D = — An, vermehrt urn die Glassenanmhl ursprilnglicher 
Formen der Determinante D = — n, Dieser Satz schliesst sicb angen- 
sebeinlich anfs directeste dem p. 171 fiir die positive Determinante D = 
gewonnenen Ergebnis an^). 

Die Anzabl der zu W geborenden Pixpunkte auf F-^p ist nbrigens 
in niederen Fallen obne weiteres angebbar. So oft das Gescblecbt 
imserer Placbe jp = 0 ist, baben wir mei Fixpunkte; bierber geborige 
Anwendungen unseres Satzes baben wir fiir 

(3) n = A, b, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 16, 18, 26. 

In den Fallen p — 1 baben wir stets vier Pixpunkte bierber geboren: 

(4) n = 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 32, 36, 49. 

tJbrigens mogen wir zum Scblusse nocb betonen, dass wir fur die 
praktiscbe Berecbnung der in Rede stebenden singularen Moduln 
natiirlicb stets auf eine moglicbst einfacbe Function der T^{n) zuriick- 
greifen. Nennen wir dieselbe gleicb wieder ^{p), so ist 


*) Indem solcherweise zwei unter den Transform ationen W, A, WA der 
Placbe Fyj in sich eine interessante zahlentheoretische Bedentung gewonnen 
baben, konnte man sicb nun aucb versucbt fiiblen, fiir die symmetriscbe Umformung 
A der in sicb entsprecbende tJberlegungen durcbzufubren. Die festbleibenden 
Elemente dieser letzteren Transformation lassen sicb durcb eine nabeliegende 
geometriscbe Interpretation mit den reellen Ziigen der Modularcurve f{I\ eJ) = 0 
in Beziebung setzen; inzwiscben miissen wir unterlassen, auf die aritbmetiscbe 
Bedeutung der biermit gemeinten Betracbtungen naber einzugeben. 

Man stellt namlicb W unter Gebraucb des zugehorigen Integrals erster 
Gattung bei zweckm'assiger Wahl desselben in der transcendenten Gestalt 
— u dar, so dass als Pixpunkte im Parallelogramm der Perioden die vier: 

W = 0. y ■. y 1 auftreten. 
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( 6 ) 


J — R'{z\ z) = 


W’A 

Q-^' {z' , s) ’ 


J' = R\z, 


g/fe g') 
(?„'(«, «') ’ 


und es liefert die Losung der Gleichungen 

( 6 ) a; A, ^') - .) = 0 , 

(7) fA, 0) = 0, 

von welchen die letztere die zwischen und 0 bestehende algebraisclie 
Relation ist^ jedenfalls alle gewiinschten Wertsysteme 0 , Dabei 
werden freilicb im allgemeinen auch iiocli weitere^ unserem Probleme 
fremde Losungen 0 'j 0 auftreten; jedocli ist in diesem Betraclit dasNaliere 
jeweils durcli eine besondere Untersucliung festzustellen. 


§ 8. Geschiehtliclies iiber die Gleicliung der eigentlich znr 
Determinante — A gehbrenden singularen Modnln. 

Die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. 

Bevor wir die Entwicklungen der voraiifgelienden Paragrapben 
durcli Beispiele illustrieren; moge an dieser Stelle nocli ein kurzer 
Bericlit erstattet werden iiber eine Reilie weiterer Pragen und Unter- 
sucliungen, die sich auf die singukaren Moduln beziehen. Wir kniipfen 
etwa daran^ dass fiir n E= 0, 1, 2 (mod. 4) die einfaclien Wurzeln von 
fn(J, J) — 0 von den ursprtingliclien Formen der Determinante 
D = — A = — 4n geliefert werden, deren Classenanzalil wir durcli 
(A) bezeiclinen mbgen. Ist aber (P, Qj B) eine ursprilngliche Form 
einer beliebigen negativen Determinante — A, so wollen wir den zu- 

geliorigen singularen Modul j (^ — als „eigentlich^^ 0iir Deter- 

minante — A gehorig benennen. Haben wir also eine Determinante 
— A, welche einer der Bedingimgen A = 0, 4, 8 (mod. 16) geniigt, 
so werden wir zufolge der gerade vorausgescliickten Bemerkung aus 
fj (Jf J) nach bekannten Regeln das Product der eiw/‘ac^( 2 ^^Linearfactoren 
4" 

absondern. Es wird eine ganze rationale Function gj(J) vom Grade 
'^^(A) entspringen, die gleich Null gesetzt gerade die ri(A) eigentlicli 
zur Determinante A gehorenden singularen Moduln zu Wurzeln liat. 
Die Zalil A ist nun waiter infolge ilirer Gestalt (4PP — Q^) entweder 
durch 4 teilbar oder = 1, (mod. 4). In alien diesen Fallen mogen 
wir gj{J) in derselben Bedeutung brauclieu, wie soeben in den Fallen 
A E:E: 0, 4, 8, (mod. 16), dass ndmlich die Oleiehmg gj = 0 die eigentlich 
0 ur TJeterminante — A gehorenden singularen Moduln liefert Filr die 
Gewinnung von gj{J) in den nocli nicht erledigten Fallen gelten als- 
dann folgende Regeln: 
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Im Palle A = 12^ (mod. 16) liefert die Absonderung der einfacben 

Linearfactoren aus zunachst gj{J) • aber die Function 

T T 

J) entbalt offenbar gj{J) und ist teilerfremd gegen 
16 T 

Durcb Abscbeidung des gemeinsamen Bestandteils aus jenen beiden 

Functionen erbalten wir also gj(J) und gj{J) jedes fur sicli. — Ist 

T 

A = — 1 (mod. 4), so braucben wir nur in den letzten Zeilen fiir das 
dort gemeinte A jetzt A' = 4A einzusetzen, und finden in jenem g'j^ 

4 

das jetzt gesucbte gj(J^> — Eine Ausnabme dieser letzten Regeln 
findet nur statt, sobald A das Dreifache eines reinen Quadrats ist: 
Da ist erstlicli fiir A = 12, (mod. 16) gj(J) direct das Product der 

einfacben Linearfactoren von fj(Jy J)] ist aber A= — 1, (mod. 4), 

T 

so ist offenbar gj(J) das Product der dreifacli in fj{Jy J) entlialteiien 
Linearfactoren. — 

Fassen wir zusammen, so sind es in alien Fallen rationale Rech- 
nungen gewesen, welcbe zur Kenntnis von gj(J) fubren, und also 
scbliessen wir: Die Qleiclmng g'j(J) — 0 des Grades durcli- 

gehends rationale mmerische Goefficienten auf. 

Die biermit begriindete Anordnung der singularen Moduli! nacb 
den Zablen A ist wobl die am meisten naturgemasse; und es ist darum 
auch die Gleicbung gj(J) = 0 (bez. die entsprecbend fiir den Jacobi- 
scben Integralmodul gebildete Gleicbung), welcbe das Interesse 
der Matbematiker seit lange im hoben Grade in Ansprucb genommen 
bat. Um dies im vollen Umfange wiirdigen zu kbnnen, wollen wir 
noch kurz bistoriscb skizzieren, in welcb^ interessanter Beziehung 
einerseits die singularen Moduln zur Multiplicatio7t der doppeltperiodischen 
Functionen, andrerseits aber im speciellen die Gleicbung gj(J) — 0 zur 
Composition der quadratischen Formen steht. 

Ist n eine rationale ganze Zabl, so besitzt co^) als 

Function von u jedenfalls die Perioden (o^ und stellt sich deshalb 
als rationale Function von p{u\G}^y co^) und p'{u\(X)^y dar. Man 
nennt den Ubergang von p{u) zu p{nu) Multiplication von p(u) und 
bezeichnet n als den zugehorigen Multiplicator. Daran scbliesst sich 
die Frage: Giebt es ausser den ganzen ration alen Zablen n vielleicht 
nocb weitere Zablen die gleichfalls in dem Sinne als Multiplicatoreii 
fungi eren konnen, dass p{g>u) eine rationale Function von p{u) und 
und p^{^ ist? Offenbar wird dies stets und nur dann der Fall sein, 
wenn sowohl (icox wie eine ganzzablige Verbindung von oig 

darstellt; 
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( 2 ) 


( 1 ) =: + ^^ 2 ? ^^^2 “ 4 “ dco^] 

diese Gleicliungen haben wir also zu discutieren, und zwar imter der 
Voraussetzung, dass a, T), c, cl in denselben ganze rationale Zablen sind. 
Scbreiben wir (1) in der Form 

{(a — ~ ^ ? 

[c0i + (<Z — in)£Da = 0; 

so ist zunacbst evident^ dass bei heliebig veranderliclien not- 

wendig h = c = Oj a = d — g, sein muss; bier also werden wir zum 
elementaren^ soeben erledigten Fall g> — n zuruckgefiibrt. Dies scbliesst 
aber nicht aus, dass fur specificierte co auch nocli andere Losungen von 

(2) eintreten konnen. Man mag geradezu die vier ganzen Zablen 
a, 6, c, d willktirlicb auswahlen (wo sie dann eine Determinante 
{ad — he) bilden^ die wir gleicb wieder n nennen wollen) und es wird 
immer moglich sein, zwei specielle ft nebst zugehorigen : co^ anzugeben, 
welche (2) befriedigen. Wir liaben offenbar ft aus 

a — ft , T) 


( 3 ) 


d- 


■ft 


== 0 j ft^ — ft {a dj) 11 == 0 


zu bereclinen und finden dementsprechend unter Aufnabme unserer 
bisherigen Bezeichnungen a + tZ = A = 4^^ — u. s. w. fiir ^ die 
Werte: 


(4) 




wahrend sich fiir den zugehorigen Periodenquotienten: 

a — d + ^]/a — Q i: 


CO 


2c 2P 

ergiebt. Damit co in der positiven Halbebene liegt, rniissen wir (c als 
positiv vorausgesetzt) ]/A positiv nebmen: 

— <3 4- ^ 


( 6 ) 




CO 


2P 


vor allem aber siebt man, dass n eine positive Zabl sein muss, 
wabrend fiir « die Bedingung — 2]/^^ < < 2]/?^ gdltig ist. Hier- 
mit ist voller Anschluss an die voraufgebenden Entwicklungen erreicht, 
und wir formulieren den Satz: Nelen der gewohnlichen Multiplication 
der doppeUperiodischen Functionen gieht es noch eine sogenannte complexe 
Multiplication derseTbenj deren Multiplicatoren ft complexe Zdhlen der 
Gestalt (6) sind; aber die Multiplication vermbge des eimelnen solchen 
ft tritt nicht fur jeden heliebigen Wert der absoluten Invariants J ein, sie 
findet vielmehr eimig fur die dem gerade vorliegenden ft mgehbrigen sin- 
gular en MocMn statu 
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Die Existenz der complexen Multiplication ist von Abel entdeckt^), 
iind was besonders bewunderuugswurdig ist, Abel spricbt in der ge- 
nannten Abhandlung (I. c. p. 426) aucli bereits die wichtigste aritb- 
metiscbe Eigenscbaft der singularen Moduln aus, ndmlich class Hire 
Zaliliverte durch Wkirgehiehiingen aus rationalen Zalilen berecJmet werden 
Iwnnen. Nacb AbeFs Entdeckung baben Jacobi, Hermite, Eisen- 
stein u. a. wiederbolt das Problem der complexen Multiplication und 
der zugeborigen singularen Moduln beriibrt, inzwiscben ist erst durcb 
Hrn. Kronecker eine vollstandige Tbeorie dieser Moduln durcb- 
gebildet worden. Die Resultate Kronecker^s sind in einer langeren 
Reibe kleinerer Aufsatze in den Monatsbericbten der Berliner Akademie 
(seit 1857) veroffentlicbt worden. Da es sicb bier aber mebr um kurze 
Mitteiliingen als um ausfubrlicbe Darlegung der Tbeorie bandelt, so 
macbte sicb das Bediirfnis nacb einer solcben wiederbolt geltend; tiberdies 
kam nocb hinzu, dass sicb aucb Kronecker’s Untersuchungen auf den 
Modul F allein bezogen, so dass eine Umarbeitung derselben unter 
Zugrundelegung der absoluten rationalen Invariante J an Stelle des 
wiinsebenswert erscbien. Diesen Bediirfnissen sind neuerdings etwa zu 
gleicher Zeit die .auf den in Rede stebenden Gegenstand beziiglicben 
Arbeiten der Herren Pick*'^**'^) und Weber"^**^**^’) gerecht geworden, etwas 
spater aucb die bierber geborige Abbandlung von Hrn. Sylowf). 

Trotzdem die in Rede stebenden Gegensfande zu den scbonsten 
geboren, zu denen die Wecbselbeziehung zwiscben Modulfunctionen und 
Zablentbeorie bisber gefiibrt bat, ist es docb ganz ausgescblossen, dass 
wir dieselben bier in erscbopfender Weise bebandeln; wir wiirden sonst 
zu weit auf rein zahlentbeoretiscbe Betracbtungen eingeben mussen. 
Ubrigens liegt bierzu beutzutage aucb um so weniger ausserer 
Anlass vor, als Hr. Weber in seinem wiederbolt genannten Werke 
iiber „ElU;ptiscJie Funcfionen und algebraische ZaJilen^^ unter Heran- 
ziebung ausgedebnter Entwicklungen liber Arithmetik und Algebra 
die fraglicbe Seite unseres Problems allgemein zuganglicb dargestellt 


*) Man vgl. die „Becherches sur les fonetions elliptiques^^ (§ 10), Crelle’s 
Journal Bd. 2 und 3 (1827, 28) oder auch neue Auflage der „Gesammelten Werlce^^ 
(Christiania' 1881) p. 377. 

**) glider die complexe Multiplication der elliptischen Functionen^^, Math. 
Ann. Bd. 25 (1886), sowie ebenda Bd. 26 (1886). 

^,Zur Theorie der eUiptisehen Fimctionen^^ Acta Math. Bd. 6 (1885) und 
Bd. 11 (1888). 

t) ,,Sur la multiplication complexe des fonetions elliptigues^% Liouville’s 
Journal, 4^® Reihe Bd. 3 (1887); in den Untersuchungen Sylow’s ist indessen wieder 
einzig der Modul 7c^ zu Grunde gelegt. 

Klein-rricke, Modulfunctionen. 11. 


13 
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Mag es also liiiireiclien, werin wir auf einige Hauptresultate 
aiifmerksam machen: 

Die 7} (A) eigentlicli zur Determinante — A geliorenden singularen 
Moduln waren die Wurzeln einer algebraischen Gleicliung gj(J) = 0 
des Grades deren Ooefficienten durcligehends rationale Zablen 

sind. Biese GleicJmng ist im Rationalitdtsbereich der rationalen Zalilen 
irrediicibel imd lleiht irreducibelj wenn wir die Qiiadratwur^el mis der m- 
gehorigen Determinante ]/ — A als beJcannt ansehen. Indem wir aber 
diese Quadratwurzel adjungieren, bekommt die Gleicliung gj{J) — 0 
eine Galois’sclie Gruppe^ die in wesentlich anderer Gestalt in der 
Zalilentheorie seit lange bekannt ist. Wir mussen, urn dies deutlicli 
zu machen, etwas weiter ausholen. 

In der von Gauss begrtindeten Composition der qimdratisclien Formen 
wird vermoge eines einfachen Algorithmus aus zwei vorgelegten binaren 
quadratischen Formen eine dritte durch „Composition jener beiden^^ 
erzeugt*-^'*'^*). Nach den Grundsatzen dieser Operation entspringt aus 
der Composition zweier ursprunglichen Formen (P, Q, P), (P', Q', P') 
der Determinante — A wiederum eine urspriingliche Form eben dieser 
Determinante, und (was besonders wiclitig ist) sofern wir zwei beliebige 
Formen aus bestimmten zwei Classen componieren, erhalten wir stets 
eine Form aus einer bestimmten dritten Classe. Man kann demnach 
von der Composition der ') 2 (A) Classen reden; irgend zwei unter ihnen 
werden jedesmal durch Composition eine bestimmte dritte erzeugen, 


iibrigens bezielien sick die Untersuckungen desHrn. Weber 1. c. keinoswegs 
gleickmilssig auf die erste Stufe, wo sick ikm bei der Bereclinung der singularen 
Moduln J alsbald erkeblicke Sckwierigkeiten entgegenstellten. Das zur Uber- 
windung derselben keraugekolte Hiilfsmittel ist aber nickt das oben von ims be- 
ffirwortete (dass man namlick an Stelle des Modulsy stems rJ, J' des Polygons Fy^ 
das denkbar einfackste System desselben stellt); vielmekr berecknet Hr. Weber 
vielfack die singularen Werte der Wurzeln aus 7c, 7c\ insbesondere aber des 
Models ^yjcJc' (indem er von den fiir diese Grdsse geltenden M!odulargleickungen 
aixsgekt), Auf die complexe Multi}ilication in ihrer Bedeutung speciell fiir die 
Moduln erster Stufe gekt iibrigens in allerneuester Zeit Hr/Kiepert ein (Matk. 
Ann. Bd. 39). — Selbstverst'lndlick wird fiir uns eine systematische Ausdehnung 
der Bdtze des Textes mf die hoheren Stufen ein anzustrebendes Ziehsein; unter 
dies miissen sick dann alle jene particularen Entwicklungen iiber ^^kh' etc. 
unterbegreifen. Einen ersten Ansatz in dieser Hicktung liefern die Entwicklungen 
des folgenden Kapitels iiber Classenzaklrelationen hdkerer Stufe. 

Disguisitioncs arithmeticae ^ Artikel 234 Oder Diricklet-Dedekind, 
2iahlentheorie (3*^ Aufl.) p. 387 u. f. Man bemerke iibrigens, dass bei Gauss und 
Diricklet die quadratiscken Formen in der Gestalt {a, 5, c) und nickt in der im 
Texte zu Grunde liegenden Gestalt {P, Q, B) zur Geltung kommcn. 
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und es zeigt sich insbesondere^ dass diese dritte Classe unabbangig 
von der Reihenfolge ist, in welcber wir jene beiden ersten componieren. 
Hier baben wir offenbar einen langst gewobnten Begriff wieder- 
gewoDnen: JDie ? 2 (A) Classen Mlden gegenuber der Composition eine 
Gruppe, die loir Imrz als ^plie Gruppe der Composition^'^ lemiclinen; sie 
ist von der Ordnimg tmd hat die hesondere Eigenschaft ^ dass je 

0 wei Hirer Operationen mit einander vertaiischhar sind'^). 

Die Gruppe der Composition lasst sicb jetzt leicht in eine Permuta- 
tionsgruppe der Wurzeln von gj{J) — 0 umsetzen. Man denke sicb 
die 72 (A) Classen in eine erste Anordnung gebracbt, dann aber nacb 
einander die Elemente dieser Reilie mit den ^(A) Classen componiert. 
So entspringen insgesamt ri(A) Permutationen jener ersten Reihe der 
ri Classen oder (was aii£ dasselbe binauskommt) der ^^(A) Wurzeln 
von gj = 0, und diese Permutationen bilden offenbar eine mit der 
Gruppe der Composition holoedriscb isomorpbe Gruppe, die iibrigens, 
wie man siebt, genau einfach transitiv ist. 

Es lasst sicb nun der Beweis fuliren, dass die Galois’scbe Gruppe 
der Gleicbung g'jiJ) = 0 in der so gewonnenen Gruppe enthalten sein 
muss, sobald man ]/ — A als bekannt ansiebb Da aber jede nicht 
mit der Gesamtheit zusammenfallende Untergruppe dieser Gruppe not- 
wendig intransitiv ist, andrerseits jedoch gj=^0 aucb nacb Adjunction 
von ]/ — A irreducibel ist, so folgt aus bekannten Satzen der Algebra: 
Die Galois' sche Gnippe der Gleichung gj — 0 wird nach Adjunction 
von y — A identisch mit der Gruppe der Composition. Weiter aber bat 
sicb so ergeben: Die Galois'scbe Gruppe von gj = 0 bestebt aus 
lauter mit einander vertauschbaren Substitutionen; g'^{J) — 0 gehbrt 
also m derjenigen Classe von Gleichungen, die man als AbeVsche le- 
michnet. Von den letzteren aber weiss man, dass sie durch Wurzel- 
ziebungen losbar sind, und also e^itspringt bei der Natur der Coeffi- 
cienten von gj = 0 der Satz: Die Wurzeln von gj = 0, d. i, die 
singuldren Moduln der Determinante — A lassen sich durch Wur^el- 
mhungen aus rationalen Zahlen ierechnen. Hiermit ist jener funda- 
mentale Satz AbeFs wieder gewonnen, den wir denn auch in den 
nacbfolgenden Beispielen bestatigt finden werden. — * Mogen die biermit 
gegebenen Andeutimgen die beziebungsreicbe Tbeorie der Gleicbung 
gj = 0 fiir uns erledigen. 


Fiir kleine Werte der Determinante ist iibrigens die Gruppe der Com- 
position schleclitweg von cycliscker Structur; die niederste Determinante, bei 
welclaer die Gruppe complicierteren Charakter aufweist, ist A = 243, vergl. die in 
Bd. II der G auss’sclien Werke p. 450 ff. mitgeteilte Tabelle. 


13 * 
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§ 9, Specificierang der bisherigen Besultate fiir n == 5 Tirid n = 7, 

Die Gesamtentwicklungen des gegenwartigen Kapitels sollen hier 
am Schlusse desselben durch ein paar ausgefiilirte Beispiele verdentliclit 
werden. Wir betrachten etwa zunacbst den Fall n = 5; die ganz 
einfacben Falle n == 2, 3, 4, von denen die beiden ersten in den 
voranfgehenden Paragraphen wiederholt znm Ausscbluss kamen, wird 
man nach dem Muster der zu gebenden Darstellung leicbt direct erledigen 
konnen. 

Das Transformationspolygon Fa^( 5 ) = Fq ist in Fig. 96 (I p. 635) 
dargestellt; und das doppelt-geteilte Polygon findet man hierneben 
in Fig. 5. Es erscbeint zweckmassig, die Variabele co' = T'F(g)) gleicli 
wieder durch co selbst zu bezeichnen d. h. als (o-Teilung der Figur 5 



diejenige mit den Doppeldreiecken 1^ T m verstelien; eine 

wesentliche Modification wird hierdurch nicht herbeigefuhrt, mid wir 
gewinnen den Vorteil, dass weiterhin die reducierten Formen immer 
durch blosse Anwendung der Operation S gewonnen werden konnen. 

Wir fragen jetzt erstlich nach den Formen der jgositiven Deter- 
minante F — 5. In Pig. 5 erblickt man erstlich den zur Hauptclasse 
fiihrenden Kreis ; 
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(1) a:^ + 2/^-5 = 0, 

welclier links .iind rechts in den beideii mit w = i aqnivalenten Stellen 
(+ 2 + die Berandung des Polygons Fq erreicht. Dort wircl sick 
imter reclitem Winkel ein zweiter Kreisbogen ansetzen^ der zur rechten 
und linken Seite der Figur in zwei Teile zerlegt ersclieint. Als 
Gleicbimg des recliter Hand liegenden Kreisbogens ergiebt eine kurze 
Recbnung: 

(2) — 5^1:: + 6 = 0. 


Die bislang genannten Kreisbogen setzen sick zu einem gescklossenen 
System zusammen; weitere Kreisbogen aber kommen fiir unsere Figur 
nicht in Betrackt, was nach den Regeln des § 3 (p. 173) aus dem Urn- 
stande folgt, dass das Polygon F^ zum Gesckleckte p = 0 gekort. 

Es giebt kiernack fiir die positive Determinante D = 5 im ganzen 
mei Classen von (urspriinglicken) Formen; die eine Olasse umfasst 
^elm reducierte Formen, und darunter vier Hauptreducierte, die andere 
entkalt mer reducierte Formen, die alle Hauptreducierte sind; beide 
Classen sind ambig und sick selbst invers. Durck Zuriickwerfung der 
einzelnen Kreissegmente in das Ausgangsdreieck vermoge berecknen 
wir als die Halfte der Formenperiode der Hauptclasse: 

(1, 2, -1), (1,1, -4), (1,0, -5) 

(1, - 1, -4), (1, -2,-1) 
und entspreckend fiir die andere Classe: 

(2, -1,-2), (2, 1, -2); 


dort kaben wir ursprlinglicke Formen der ersfen, kier solcke der 
mveiten Art. 

Um die kierlier gekorigen Formen negativer Determinanten zu 
erledigen, werden wir zuvorderst die Scknittpunkte der beiden Kreise 
(1), (2) mit den Kreisbogen der Figur 5 feststellen. In das Ausgangs- 
dreieck zuriickgeworfen liefern dieselben folgende seeks Punkte: 


( 3 ) 


09 ,, 


= ^1/5, 


COi 


1 -H]/i9 




Qq = 




_ 1 4. ^ t /5 
054 =^, = 2 


Hier kaben wir die reprasentierenden Punkte fiir die samtlicken 
reducierten ambigen Formen der Determinanten — 20, — 19, — 16, 
— 11, ■ — 4. Fiir A == 20 konnen nur oJq und ojg in Betracht kommen 
und liefern ersichtlick die Formen: 

(4) (1;0, 5), (2,2,3); 
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fiir A — 19 liefert einzig der Punkt eine Form namlicli: 

(5) (1,1,5); 

weiter kommen fiir A = 16 die Punkfce cjg, O 4 , ftlr A = 11 der Punkt 
% und endlich fiir A = 4 allein co^ in Betracht: wir finden dem- 
entsprecliend die Pormen: 

[(1,0,4), (2,0,2), 

( 6 ) (1,1,3), 

1 ( 1 , 0 , 1 ). 

Sollte es nun im Bereiclie der in Rede stelienden Determinanten nur 
ambige Formen geben, so kamen fiir die Zablen H(20 — die Werte: 

(7) H(20) = 2, H(19) = 1, H(16) = 1 + L 

H(ll) = l, H(4) = i. 

Unter diesen Umstanden batten wir ^ H(20 — = 10 ftlr die 

linke Seite der Classenzablrelation fiinfter Ordnung. In der Tliat aber 
ist aucli <b(5) 4” ^1^(5) = 10; so dass wir voraufgebend bereits alle 
Formclassen der in Rede stehenden negativen Determinanten cbarak- 
terisiert liaben. 

Endlicb berechnen wir die singiddren Modidn^ welcbe zii den 
Classen (4), (5), ( 6 ) geboren; und zwar geniigt es bier natlirlicb, die 
singularen Werte des Hauptmoduls x(€o) zu berechnen'^*'), von wo aus 
die zugeborigen singularen J auf Grand von Formel ( 11 ) p. 61 ber- 
gestellt werden konnen, Setzen wir abgektlrzt: 

Y(t;) = + 22r + 125) {x^ + 4r — 1)‘^, 

so ist nacb der eben citierten Formel: 


12 '^ = 


¥(r) 


12V' 


% 



Die fraglicben Werte von x siiid also die Wurzeln von 

(8) 125Y(t) — = 0. 


Hier spaltet sicb der Factor + 22 Tr + 125) ab, der gleicb Null 
gesetzt die beiden Werte 1 ; = — liefert; ofienbar finden die- 

selben in den beiden Piinkten cd = + 2 + i des Polygons statt. 
Der zuriickbleibende Bestandteil von ( 8 ) ist: 


(^^+4r-l)^=g + 


4 » 5-^ 
z 



*) Gemeint ist Mer selbstverstandlicli der zum Polygon der Dreiecke 1, 
8-^ f gcboronde Hauptuxodul ir(a>). 
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Diese Gleicliimg spalten wir nunmelir imter Ausfuliruug der Substitution 
= 5]/5^ in die beiden folgenden: 


125^^® + + 20 + 7) — 2 = 0, 


welcbe uns die riiekstandigen acbt Werte r sogleieb ergeben. Bei der 
Frage, wie sicli diese Werte t auf die Kreuzungspunkte der Kreise in 
Fig. 5 verteilen, wolle man bemerken^ dass die beiden Kreise (1) und 
(2) in dem zur r-Ebene zusammengebogenen Polygon Fq den Kreis 
|2 ^ .^2 _ 125 liefern. Auf diesem Kreise hat man also alle frag- 
lichen Punkte r zu suchen, wobei eben aus den Zahlwerten dieser z 
ihre Abfolge auf dem Kreise und damit ihre Reihenfolge auf den Kreis- 
bogen der co-Halbebene sofort evident wird. Wir stellen das Resultat 
gleich in Gestalt der nachfolgenden Tabelle zusammen: 


( 9 ) 


'rG;)/5) = 5l/5, ^(5+AlA) = _ 5^5^ 

' '^(zh 1 “h 2^*) = — 2 -)- Hi, t(-\- 2 -f- i) = — 11 2iy 

= "7 + 2^1/19, r(±i4n^)=-9 + 2^l/n. 


Im Falle n = 7 haben wir die Gleichungen (12) p. 61 zu Grunde 
zii legen und benutzen tibrigens wieder statt der gewohnten Gestalt 
des Polygons (cf. Pig. 104, I p. 742) diejenige, die aus ihr durch 
Anwendung der Modulsubstitution T hervorgeht. Ohne die doppelt- 
geteilte Figur hier explicite heranzuziehen, schliessen wir vielmehr wie 
folgt. Da auch n = 1 zum Geschlechte — 0 gehort, so ist die in 
der Ebene des Hauptmoduls t gelegene Smith’sche Curve wieder ein 
Kreis, der sick hier insbesondere (nach (12) p. 61) zu = 49 

berechnet. Da iiberdies ( — 1) quadratischer Nichtrest von 7 ist, so 
liefert dieser Kreis nur eine (sich selbst nicht inverse) Olasse von 
Pormen positiver Determinante (bez. zwei, wenn wir die inverse Olasse 
besonders rechnen wollen), welche als Hauptclasse der Determinante 
D = 7 ambig sein wird. Das Polygon F^ hat zwei mit co = q aquivalente 
Stellen, wo nur zwei Elementardreiecke zusammenhangen. Dort wird 
also der zur Hauptform (1, 0, — 7) gehorende Kreis die Berandung von 
Fq erreichen, und es schliessen sich beiderseits unter dem Winkel -|- 
zwei weitere Kreisbogen an, die durch die Gleichungen 
( 10 ) + y^) + 14 ^ + 21 = 0 

gegeben sind. Insgesamt liefern diese Kreisbogen fiir die allein 
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existierende Classe eine Periode von sieben reducierten Formen^ als 
welclie wir finden: 


(11) (1,0, -7), (1, + 1,-6), (l, + 2, -3), (2, + 1,-3). 

Die Sclinittpunkte der gekennzeiclineten Kreisbogen mit den Sym- 
metriekreisen der Teilung von Fq sind folgende vierzelin: 


(12) 




CD^ 


2 


ib ^ 7 <<3+3 

5 + i*|/3 


03+ s 


ca+G = 


; 03 -b 1 

±s + i]/id , 

^ = + 2 -f- , 

-f- 6 -4- ^]/6 


2 ; -lo - 2 

Auf Grund dieser Zalilwerte finden sich fiir die negative!! Determinanten 
— A = — 28 folgende reducierte ambige Formen: 


.A = 

= 28; 



(1, 

0, 

7), 

(2, 

2, 

4), 

A = 

= 27; 

OJ,, 


(1, 

1, 

7). 

(3, 


3), 

A = 

= 24; 

+ ) 

®(i ; 

(1, 

0, 

6), 

(2, 

0, 

3), 

A = 

= 12; 


®5; 

(1, 

0, 

3), 

(2, 

2 

7 

2), 

A = 

= 19; 


(1, 

h 5); 

A = 

= 3; 

^5 7 


Aucli bier giebt es nur ambige Classen, und wir lesen aiis (13) ab: 
(14) H(28) = 2, H(27) = l + -?,; H(24) = 2, H(19) = l, 

H(12) = l + -1-, 'H(3) = -il.; 


ill dor That erlialten wir so filr die linke Seite der Olassenzalil- 
relation siebenter Ordnung 14, welches aucli der Wert der rechten 
Seite ist. 

Dio zu den Argumenten (12) gehorenden snigularen Moduli! be- 
recbnet man genau in der namlichen Weise, wie vorhin bei n = 5. 
Unter Riicksichtnahme auf die conforme Abbildung des Polygons 
auf die r-Ebene ergiebt sich: 


( 15 ) 


t (tOu) = 7 , T ((»«,) = — 7 , Tr(aj+ 1) = , 


t(03±i') ■■ 

p(ro+c)‘ 


- 11 q: 5-i]/3 , — 13 + 3*y3' 

:r — !L_^ Tr(«+5)== \ 

■ 6 — 6]/Fq: iyT (s — ai/F) 


2 
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Hier, wie in (9), findet man die obigen Angaben liber die arith- 
metiscbe Natiir der singularen Modnln bestatigt. — 

TJbrigens wiirde eine weitere Fortsetzung dieser Einzekiiiter- 
sucbungen, die wir hier abbreeben^ aucli bei den n*achsten Werten 
Yon n keinen besouderen Scbwierigkeiten begegnen. Besonders leicbt 
mocbte sich vermoge der Fig. 1 p. 42, sowie cler beziiglichen Ent- 
wicklnngen von p . 61 der Fall J ^==6 eiiedigen; wir xiberlassen indessen 
die Durcbfiibrimg dieser Untersucbung dem Leser. 



Sechstes KapiteL 

Aiiweiidiiig der Ikosaetlemodnlargleicliungeii mt die Tlieorie der 
ganzzaliligeii Ijiiiareii (iiiadi‘atisclieii Fomen. 

Gienan so, wie vorsteliend die Modulargleicliungen zwischen J und 
J'j konnen wir jetzt irgeudwelclie Modulargleidumgen lioherer Stufe 
niit der Tlieorie der quadratisclien biiiaren Formen in Verbindimg 
setzen, xmd insbesondere yersucben, aus ibnen ClassenmMrelationen 
Bach Art der im vorigen Kapitel gewonnenen Relation erster Stiife 
abziileiten. Eiiiige Mstoriscbe Angaben uber letzteren Gegenstand 
niogen nunmebr am Platze sein. Wir deuteten bereits an, dass Herr 
Krone cker bei seinen beztiglicben Untersucbungen die Jacobi’schen 
Modulargleicbnngen zu Grunde legte. Hierbei gewann er neben jener 
Relation, die wir als Relation erster Stufe bezeicbneten, im Ganzen 
nocli sieben weitere ClassenzaHrelationen, welche eine entsprechende 
Baiiart besassen, namlicb linker Hand eine Summe von Classenzablen 
iind recbter Hand ein Aggregat von Teilersummen aufwiesen**^ Die 
Versiicbe, diirch entsprechenden Ansatz nocb weitere Classenzabl- 
relationen zu gewinnen, blieben zunaclist erfolglos"^^), und es lag die 

Ygl. die erste ausfuhrliclie Mitteilung in Crelle’s Journ. Bd. 57 (1857), 
sowie Berliner Monatsbericbte von 1857, 1862, 1876. Die ersten Mitteilungen 
entlaalten nnr Eesultate, keine Beweise; wie man die letzteren zu fuhren hat, 
wurde wohl znerst von Stephen Smith im Teil Y1 seines ,^Beport on the theory 
of N'nmhers'^ in Bd. 35 der Eeports of the Britisch Association (1865) entwickelt. 

Indem wir in f{J% J) = 0 setzen, bilden wir so zu sagen die 

Eesultante der Modulargleichung /* = 0 (die dem Transform ationsgr ad ent- 
spricht) und der zur Transformation erster Ordnung gehorigen Gfleichung J* — J' = o. 
Man kann entsprechend die Eesultante zweier Modulargleichungen 0 

betrachten, die irgendwelchen Transformationsgraden n, n zugehoren; man kann 
auch die Discriminante der Qleichung /*= 0 untersuchen. Letzteres ist ins- 
hesondere (fur den Fall der Jacobi’schen Modulargleichungen) von Her mite ge- 
schehen (Comptes Eendus. Bd. 49, 1859: Sur la Theorie de equations modu- 
laires). Inzwischen zeigte Hr. Krone cker 1875 in den Berliner Monatsberichten^ 
(L c.), dass die betreffende, von Hermite gefundene Eelation in der That eine 
lineare Yerbindung seiner fundamentalen acht Eelationen sei. 
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Aiiffassung nalie, class mit den von Hrn. Kronecker gegebenen aclit 
Gleichungen das liier zugangliclie Gebiet zunacbst iiberliaupt ab- 
geschlossen sei'*'). Die allgemeine Tlieorie der elliptiscben Modul- 
functioneH;, wie wir sie liier vertreten, und die aus ibr fliessende Eenntnis 
zablreicber neuer Formen der Modulargleicbungen boberer Stufe bat 
diese Auffassung weseutlich erweitert. Es ist das grosse Verdienst 
von Hrn. Gierster, in dieser Hinsicbt die babnbrecbenden Unter- 
siicbungen gefiibrt zu baben. In einer ersten Mitteilung in den 
Gottinger Nacbricbten von bebandelt derselbe unter den liier 

in Betracbt bommenden Gesicbtspunkten die Modtdargleiclmngen der 
regiddren Korper imd erhalt so neben der Classenzablrelation erster 
Stufe (die bier ziim ersten Male als solcbe explicit auftritt) je eine 
Ileibe von Eelationen zweiter, dritter, vierter^ fiinfter Stufe, die in aritb- 
inetiscber Hinsicbt durcbaus coordiniert erscheinen. Bald darauf debnte 
Hr. Gierster seine Untersucbungen auf beliebige Modulargleicbungen 
von Primzablstufe, wie aucb auf Modularcorrespondenzen aus**^’*'^'''). Bei 
letzteren aber zeigte sicb eine Complication. Es war nicbt scbwer, 
die in^ den zugeborigen Classenzablrelationen linker Hand auftretenden 
Summen von Classenzahlen allgemein binzuschreiben, dagegen feblten 
die Mittel, um die auf der recbten Seite auftretenden zablentbeoretiscben 
Functionen zu definieren, Es bangt dies mit der Schwierigkeit der 
allgemeinen algebraiscben Darstellung der Modularcorrespondenzen 
zusammen, auf die wir scbou binwiesen, und deren Erledigung durcb 
Hrn. Hurwitz uns weiter unten im secbsten Abscbnitt ausfuhrlicb 
bescbaftigen wird. Hr. Hurwitz ist es denn aucb gewesen, wie wir 
spliter uocb ausfubren werden, der die in Eede steliende aritbmetiscbe 
Scbwierigkeit zuerst principiell iiberwunden bat und dadurcb den Aus- 
blick auf eine unendlicbe Eeibe von Classenzablrelationen geoffnet bat, 
deren recbte Seiten freilicb zablentbeoretische Functionen von steigen- 
der Compliciertbeit entbaltenf). Hr. Kronecker batte bereits 1875 

’*■) Vergl. liieizu die arithmetischen Betracbtungen , welclie Hr. Kronecker 
1884 in seiner Arbeit ^jUher bilineare Formen mit vier Variabelen‘^ (Abbandlungen 
der Berliner Akademie) entwickelt. 

Uber Eelationen ztviscJien Classenzahlen bindrer quadratiscJier Formen von 
negativer JDeterminante (spater abgedruckt in Bd. 17 der Math. Annalen p. 71 — 73). 

Mittcilung an die Miincliener Akademie vom Pebr. 1880 (ab- 
gedruckt in Math. Annalen 17), sowie die ausfiihrlicheren Arbeiten in den Banden 
21 und 22 der Math. Annalen (1882, 83), die alle unter dem gleichen Titel {tfber 
Eelationen zwischen Classenzahlen etc.) erschienen sincl. 

t) Fgl. die Mitteilung in den Gottinger Nacbricbten voin Nov. 1883 yjZw 
Tlieorie der Modular gleichungen^^ die Arbeit „Uber Eelationen zioischen Classen- 
zahlen bindrer guadratischer Formen von negativer Beterminante^^ in Bd. 25 der 
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aiif aiiiierem Wege ein specielles MerLer gelioriges Eesultat erlialteir‘% 
l>ei welciiem reeliter Hand eine Summe complexer Teiler von der 
Form aiiftritt; classelbe rnbriciert sicb jetzt miter die secL.- 

zelinte Btiife: ebeiiso findet eine Formel ibre Bestatigung, welclie Hr. 
Gierster ffir n = 7, 11 anf inductivem Wege gewonnen nnd 

in der coinplexe Teiler von der Form a -{- — 7 resp. a -j- 6]/ — 11 

aiiftreten. — Weitere bierber gSborige Arbeiten werden wir weiter 
imteE anfiibren. 

Yon den aiisgedebnten biermit beriibrten Untersucbungen konneii 
mis bier selbstverstandlicb nur diejenigen bescbaftigen, welclie sicb 
aiif eigentlicbe Modnlargleicbnngen bezieben. Und unter diesen werden 
wir der Elirze balber nnr einen einzigen Fall berausgreifen, der uns 
besonders interessiert, die Modidargleichimgen des Hiosaeders. Wir haben 
ims obeiij beim algebraiscben Stadium dieser Gleicbungen, auf deu 
Fall eines zii 5 relativ primen Transformatiousgrades bescbrankt. Die 
gleicbe Bescbrankung soil bier eingebalten werden, trotzdem Herr 
Gierster bereits aiicb den Fall der diircb 5 teilbaren Transform ations- 
grade erledigt bat; wii\ werden liber seine bez. Eesiiltate nooli am 
Scblnsse des Eapitels einige Angaben macben. Ubrigens libertragen 
wir vorab die Theorie der Smitb^scben Curve auf den vorliegenden 
Fall der Ikosaedermodulargleicbungen. 

§ 1. Bezielning der Modulargleicliungen fiinfter Stnfe auf die 
binaren quadratischen Formen positiver Determinant©. 

Wenn wir die complexe J-Ebene durcb die algebraische Function 
secbzigsten Grades g auf die ikosaedriscb geteilte Kugel der Variabelen 
I conform abbilden, so wird die Curve Y) = 0 der c7-Ebene 

(p. 166); urn mit dieser bier wieder zu beginnen, sicb in eine algebraiscbe, 
auf der g-Eugel gelegene Curve ubertragen. Jene erstere Curve war 
(sofern %vir ibren imaginaren Bestandteil mit in Betracbt zieben) 
collinear mit der Modularcurve, und die Modulargleicbung erster Stufe 
filr eigentlicbe Transformation Ordnung^**^'*) zerfallt beim gekenn- 

Matli, Ann. (1884), endlich den Anfsatz: ^^Uber die Glassenzalilrelationen und Modular- 
correspondenzen primmhliger Stufe‘‘ in den Sitzungsberichten der Sacbsiscben Ges. 
d. W. von 1885. 

In den Berliner Monatsberichten. 

=*=*) In der bereits genannten Arbeit in Bd. 22 der Math. Annalen. 

Wir setzen hier n sogleich relativ prim gegen 5 voraiis; nichts wurde 
Hndern, anch fur durcb 6 teilbare n entsprechende Entwicklungen anzustellen, 
die nur noch weniger einformig ausfallen wlirden, als die Untersucbungen des 
Textes; auf die bez. Besultate des Hrn. Gierster konimen wir unten zuruck. 
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zeiclmeten Ubergang in 60 irreducibele Gleicliuiigen fiinfter Stufe 
0 = 0; . . /5io(0; 0 = 0; welche alle aus einer unter ilmen 
dadurcli entstelieii; dass wir bei unverandertem ^ auf 0 die Ikosa- 
edersubstitutionen ausilben. Entsprecbend muss also die auf der 
g-Kugel gewonnene algebraisclie Curve reducibel werdeii; indem sie in 
die seclizig irreducibelen Curven: 

(1) /'od — in , i + in) = 0, . . /sad — in > i + in) = o 

zerfallt. 

Von diesen Curven kommen filr die Formen positiver Deter- 
minante D = n einzig die reellen Ziige in Betraclit; wir werden die- 
selben selir leiclit auf dem Ikosaeder (Pig. 30, I p. 105) angebeii 
konnen. In der That brauchen wir nur die im Ausgangsdreieck der 
Modulteilung gelegenen Ereissegmente der ursprtlnglichen Formen 
der Determinante D = n auf alle sechzig Doppeldreiecke des Ikosaeders 
abzubilden; dort werden sie sich zu lauter stetig gekrfimmten Curven- 
ztigen an einander reiheU; welche die reellen Teile der Curve (1) abgeben. 

Nicht jede Curve (1) weist reelle Ziige auf; man mochte vielmehr 
sofort als Bedingung angeben; dass die linke Seite der zugehorigen 
Modulargleichung /^-(O 0) = 0 symmetrisch in I sein muss, und 
solclies gilt; wie wir friiher fandeU; fiir n = + 1 (mod. 5) von ftinf- 
zeliii; fiir n = + 2 nur von zehn unter den sechzig Modulargleichungen 
(cf. p. 123 u. f.). Dies ist wirklich in Ubereinstimmung mit der arith- 
metischen Abzahlung, die wir nun fiir die einzelnen Falle n = + 1; +2 
durclifiihren. 

Soli iiberhaupt eine vorgelegte eigentliche Transformation 
Ordnung einen Beitrag liefern fiir einen reellen Teil einer Curve (1), 
so muss der erste Coefficient der Transformation mit deni vierten 
iibereinstimmen. Nun sind die sechzig zu den Gleichungen (1) ge- 
horenden Schemata der Transformation Ordnung 

(2) E(') = 'f) , aA - ^ 1 , (mod. 5). 

Fiir n = l liaben wir in (2) die sechzig modulo 5 incongruenten 
Substitutioneu; und unter denselben giebt es bekanntlich fiinfzehn 
mit ai=dij die den fiinfzehn Symmetriekreisen der Ikosaederteilung 
eindeutig entsprechen. Fiir n = — 1 kommen die mit cci -(- = 0 

in Betracht; das sind die fiinfzehn Drehungen um die Kantenhalbierungs- 
punkte des IkosaederS; die ihrerseits wieder auf die funfzehu Symmetrie- 
kreise durch die Gegeniiberstellung der Substitutioneu: 
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in beliannter Weise eindeutig bezogen sind. Fiir + 2 kommen 
die Operationen mit = in Betrackt, iind man bestimmt 

tiereii Zaiil in beiden Fallen leiebt zu zelm. Inclessen stelien dieselben 
in keiner aiiscliaiiliclien Bezieliung znr Ikosaederteilung-^). 

Diese Satze gestatien immittelbare Anwendung, wenn wir jetzt 
die urspriinglicben Fornien einer durcb 5 nicbt teilbaren positiven 
Deter min ante D == n betreffs iiirer Aquivaleuz beziiglicli der Haupt- 
congriieiizgriippe filiifter Stufe imtersuchen. Fiir zwei relativ aqiii- 
valente Formen (rq {a^ Vj r/) ist dabei stets a = V = 

e' = c (mod. 5) mid wir werden deiiizufolge nicbt nur von modulo 5 
congriienten Formen, sondern gleicli von congruenten Formclasseii 
sprecben konnen. Vereinen wir alle fiir das einzelne n congruente 
Classen in eine Abteilung, so giebt es deren offenbar zelm oder flinfzelin 
versebiedene, je nachdem n quadratiscber Nichtrest bez. Rest von 5 ist. 

Im letztereii Falle konnen wir natiirlich wieder die Bezieliung zu 
den 15 Ikosaederkreisen berausarbeiten : . Die Ereise der Modulteiluug 
mod. 5 reduciert gebeii fiinfzebn Typen: 

y(x^ + ?/■)-— 2ax ^ = 0 , 

und eben auf diese kommen aucli die reprllsentierenden Halbkreise 
der Formen (a, i, c) mod. 5 zuriiek, und zwar direct bei n = 1, wahrend 
wir bei m = — 1 die Coefficienten der letzten Gleicliung erst noch 
mit deni Factor 2 verseben miissen. 

Wir scbliessen bier etwa fiir n=l gleicli noch folgende Be- 
spreehung an: Zeiehnet man die reelle g-Axe, die in Fig. 30 (I p. 105) 
horizontal durch die Mitte zieht, vor den iibrigen Symmetriekreisen 
aus, so ist dadurch eine unsymmetrische Anordnung aller Kreise in 
Tier Systeme zu bez. 1, 2, 4, 8 bedingt. Das erste System besteht 
einzig aus der reellen g-Axe, und ihr gehort diejenige Abteilung 
von Formen zu, welche a = c = 0 haben. Weiter findet man in 
Fig. 30 zwei Kreise, welche die reelle g-Axe orthogonal kreuzen, und 
zu ihnen gehiiren die beiden Formabteilungen mit b = 0. Es folgen 

vier Kreise, welche die reelle Axe unter den Winkeln + y kreuzen, 

*) In „Ikos.“ Kap. II, 2 linden ubrigens beide Falle m — + 1, 2 eine im 

Raume entwickelte geometrische Interpretation. Urn diese Verbaltnisse fiir den 
im Texte ansgescMossenen Fall w = + 2 nock etwas naher anzudenten, so werden 
die fimf in (7) p. 140 gegebenen GrSssen zu Pentaedercoordinaten 

des gewohnliclien Eaumes Eg gesetzt; dies ist desbalb zul'dssig , well die Summe 
der identiscli Nub ist. Man findet alsdann die zebn fur n ^ + 2 im Texto 
charakterisierten Falle durcb eine Bberlegung, die wir bier nicbt uilber ausfubren 
kSnuen, den zelm Kanten des Goordimtenj^entaeders zugeordnet. 
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und ilinen zugeliorig vier FormabteilungeD mit = — 1. Den 
Scbluss bilden acbt Kreise, welche die reelle Axe nnter den Winkeln 
ih sclineiden^ und denen die acM Formabteiluiigeii mit 

(--) = 1 entsprecben. Es liat deslialb Interesse, auf diese Verlialtnisse 

liingewiesen zu haben^ weil wir spater fur n=l (sowie aucli fiir 
n = — 1) insgesamt vier verschiedene Classenzalilrelationen fiinfter 
Stufe kennen lernen werden, welcbe den gekennzeiclineten vier Systemen 
von Ikosaederkreisen genau parallel geben'^-). 

Jeder Pormabteilung werden wir jetzt beim einzelnen n eine der 
10 bez. 15 Curven /1(| — ii] , | f j^) == 0 zuweisen und iibrigens 
die Formen der Abteilung in Classen teilen, je nachdem sie relativ 
aquivalent siud oder nichi Wir baben dann obne weiteres den Satz: 
Jede Alteiliing enthdlt soviel Formclassen der positiven JDeterminante 
D==n, als die Bugelibrige Curve — | == 0 reelle Zilge 

avfiveist Unter zwei einander inversen Classen ist bierbei natiirlich 
immer nur eine gezahlt; sicb selbst inverse Classen aber treten desbalb 
nicbt auf^ weil innerbalb der elliptiscbe Substitutionen der Periode 
zwei sich nicbt finden. Es wiirde iibrigens keine Scbwierigkeit baben, 
auf Grand des in der o-Halbebene gelegenen Polygons •^GO eine Tbeorie 
der reducierten Formen und der Formenperioden zu entwickeln. 

Man sieht, dass sich solcherweise die bei der ersteii Stufe fiir 
die positiven Determinanten entwickelten Satze obne Miilie iibertragen. 
Wichtige Ergebnisse erzielen wir hides bei dieser Ubertragung erst 
fiir die Formen negativer Determinante. 

§ 2. IJberleitxing zu den Classenzahlrelationen fiinfter Stufe und 
Ansatze fiir ihre Berechnung. 

Wie wir schon in der Einleitung zum gegenw'artigen Kapitel be- 
merkten, ist die wichtigste Anwendung der Modulargleichungen fiinfter 
Stufe diejenige zur Aufstellung der Classenzahlrelationen fiinfter Stufe. 
Was wir unter diesen Relationen zu verstehen haben werden, ist nach 

Eine ganz entsprecbende Betracbtung gilt fiir + 2 im Raume des 
in der vorigen Note genannten Coordinatenpentaeders der Alle zehn Kanten 
des Pentaeders zerfallen mit Riicksicht auf eine unter ihnen in Abteilungen ; 

die erste Abteilung wird allein von der einen gerade ausgezeichneten Kante ge- 
bildet; es reihen sicb weiter secbs Kanten an, welche jene erstere schneiden; und 
endlich bleiben fiir die dritte Abteilung noch drei Kanten, welcbe die erste nicbt 
treffen. Dem entspricbt es, wenn wir spaterbin fiir die fraglichenFalle9^=4; 2 (mod. 5) 
drei unterKScbiedene Classenzahlrelationen finden werden. 
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§ 0 cles TOi\ Kap. (p. 182) fast unmittelbar evident. Danials betracliteteii 

wir (lie Faiietioii erster Stufe 

iiiid fanden diircli Yergleicliung ihrer Null- und Unstetigkeitspnnkte 
im Ausgaiigsdreieck die Gleiclmng; 

(2) = 't'OOj - 2y'n^x^2yn, 

z==lij z 'i' .. 

d. i. die Classenxaldrelation erster Stufe. Indein wir, wie soebeii, aucli 
weiterliiii n als prim gegen 5 voraussetzen, fuliren wir in die Modiilar- 
gieicliimg erster Stufe fiir enveitefie Transformation Ordnung 
f{J\ J) — 0 fiir J' und J ibre rationalen Ausdriicke in und ^ ein. 
Dabei zerfiUlt diese Gleickung in secbzig neue Gleicliungen 

/;(r,9-o, ...,4a;e) = o, 

deren linke Seiten wir uns wieder als ganze¥ umtionen von g', g gescbrieben 
denken. Dabei ist denn zwar nicbt direct IJUt', S) mit f{J', J) 

ideiitisch, aber es ist nicbt scbwer, die bier bestehende Beziehung 
explieite aufzustellen. Ubt man namlich in f^(X, g) anf I' die 60 
Ikosaedersubstitutionen aus, so entspringt durch Multiplication der 
secbzig Bildungen offenbar der Quotient von 

J7/i.(r, e) und {r(r“ + nr - 

k 

nnd dieser Quotient ist von ^ nur in der Weise abliangig, dass er 
bereits rational in J ist. Durcli leiclite Fortsetziing dieser Scliluss- 
weise findet man: 

i) 

(3) f(J', J) = ^ 

{g (g ” + llg'“ - 1) • glg'O + 

woraus sich durcb Identiscbsetzen von % und g' die Relation ergiebt; 

(4) c ■ JJm, Q = { rg*® + 11 r* - 1) } • f(J, J). 

Statt nnn f{J, J) auf dem Polygon in Bezug auf Verscbwinden 
und Unendlicbwerden zu untersucben, konnen wir aueb zu gleicbem 
Zwecke die recbte Seite von (4) vorlegen; immer wird dabei durcb 
bebannte Uberlegung die Relation (2) entspringen, nur mit 60 multi- 
pliciert. Jetzt aber konnen wir auf fur jeden in (4) linker Hand 
auftretenden Factor /l.(g, Q ins einzelne die Anzahl der Nnllpunkte 
und andrerseits diejenige der Unstetigkeitspnnkte abzablen und ge- 
wmnen durch Gleicbsetzung beider Anzahlen insgesarat secbzig Relationen 
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deren Summe danii nacli dexn, was wir gerade voraiisscliickteii^ not- 
wendig (2) ergeben wird. Die so entsp'ingenden Relationen sincl es mm, 
welcJie ivir als Classenmhlrelatiomn fiinfter Stufe bemclinen. 

Keineswegs braucben alle sechzig Relatioiien von einander ver- 
scbieden zu sein; aber man bemerte docli, dass sie nicbt alle mit 
einander identiseb sein konnen. Es wird namlicb die in den Argii- 
menten von H anftretende Zahl ~ (a cTf filr die einzelne Relation 
modulo 5 reduciert einen durch das Schema von fk{t, 0 f^st be- 
stimmten Rest lassen. Stets also werden wir wenigstens drei Relationeii 
zu erwarten haben^ den Werten k^ = 0, 1, 4 entsprechend. Wir 

setzen sogleich binzu, dass wir filr = — 1 auch nur drei Rela- 

tionen erlialten werden^ filr == 4“ 1 dagegen vier^ hier geben 
namlicb bei = 4n die fur diesen Fall zur Geltung kommenden 
Formeii (P, Q, B) vom Teller 5 zu einer besonderen Relation 
Anlass*) **^'). Die verschiedenen bei der einzelnen Ordnung n auftretenden 
Relationen ergeben dann naturlich, mit geeigneten Factoren multipliciert 
und addiert, die Classenzahlrelation erster Stufe. Der Charakter der 
Classenmhlrelationen fiinfter Stufe wird hiernach sein, dass (2) in erne 
Beilie von GleicJmngen dadurcli gespalten wird, dass wir die H(A) mit 
modulo 5 congruenten A immer fur sicli msammenfassen, 

Indem wir auch bei alien iibrigen Stufen zu analogen Ergebnissen 
gefiihrt werden ^ wird man bemerken, dass jeder Stufenzahl m eine 
besondere und charakteristische Spaltung der durch (2) gegebenen 
Relation erster Stufe in eine Reihe von Classenzablrelationen Stufe 
zukommt. Keineswegs wird behauptet, dass die Relationen der einen 
Stufe nicht aus denen anderer Stufen durch solche Zwischenentwick- 
lungen ableitbar seien^ welclie tiefer auf das Wesen der Classen- 
anzahlen eingehen. Aber man sieht, dass es undenkbar ist, durch 
einfache lineare Combinationen oder Vervielfachungen der Olassenzahl- 
relationen einer einzelnen Stufe m die entsprechenden Relationen 
irgend einer solchen Stufe nd zu gewinneU; die nicht ein Toiler, von 
m ware. 

Die Ansatze zur Aufstellung der Classenzablrelationen fiinfter 
Stufe gewinnen wir nun auf folgendem Wege: Eine einzelne unter 
den Modulfunctionen fiinfter Stufe fk{t, t) wird jedenfalls nur in den 
Spitzen des Polygons Fqq unendlich werden konnen. Von diesen ab- 
gesehen^ wir wollen dafiir kurz sagen „im Innern^^ des ^Polygons 


*) Man vgl. die in geometriscber Gedankenverbindung gebracbten Angaben 
des vorigen Paragrapben liber die Anzabl unterscbiedener Classenzablrelationen. 

Klein-Fricke, Modulfunctionen. EC. 14 



210 


IV, G. Classen zahlrelationen fiinfter Stufe. 


werden iiur Nullpunkte von g) in Betraclit kommen: Unsere 

ersfe Aiifgabe isi, die AnmM dieser UiillpunMe vermdge einer. arithmetischen 
Urdersuelumg dureh eine Classenmhlsmmne darmstellen. Wir scliliessen 
liierbei anf Grand der Gleiclmng (4) wie folgt: Im vorigen Kapitel 
(p. 181 ) warden ims alle einfachen Nullpunkte von /"(JJ J) durcli die 
Sjsteme (P, Q, B, z) geliefert, wobei die Systeme mit reducierten 
Formen (P, P, P) zu dreien, die mit reducierten Pormen (P^ 0, PJ 
zu zweien denselben Nullpunkt lieferten, wahrend im iibrigen ein Null- 
punkt immer aucli nur von einem Systeme (P^ Qj P, z) lierriibrte. 
Bei der Betracbtimg auf Fqq ist die Zalil dieser Nullstellen den 
60 Doppeldreiecken von ^60 gemass zu versecbzigfacben^ und es tritt 
in Ubereinstimmung biermit ftir dieselben an Stelle der einen Gleichung 




■E 


03. 


Pwo + 


Q A % 


gleicb das System der sechzig Gleiehungen : 


( 5 ) 



-4"-- n -K)--s'\ 
p- yM) + ^— ) 


7 


wo ein System modulo 5 ineongrueuter Modulsubstitutionen durch- 
laufeu muss. Jetzt aber ist zu untersucben, wie wir die gesamten aus 
dem Ansatse (5) sich ergebendeti Nullpunkte der linJcen Seite von (4) auf 
die 60 Facforen fk verteilen miissen. In diesem Betracbt bemerke man, 


dass dem einzelnen Factor ft ein gewisses Schema zugebort; und 

\ d/ 

in (5) liegt nun stets und nur dann ein Nullpunkt fiir diesen speciellen 
Factor ft(t, Q vor, falls die auf der recbten Seite Ton (5) stehende 


Transformation Ordnung eben zu jenem Schema (^’ gehort, 

\c p dJ ^ 

d. li. falls die Congruenz bestekt: 


' 2 J 

Wir haben also die Eegel: JDas einselne System (P, Q, JR, x) liefert 

fur dm, Factor ft{i, Q voni Schema gerade so viel einfaehe fbes. 

i"? ■g-Zhc/je) iSullpimkte, als es modulo 5 incongruente Suhstitutionen 
Vi gid>t, welche (6) lefriedigm. — tJbrigens ist infolge der Gleich- 
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berechtigung der secbzig Doppeldreiecke von -^60 gar nicbt erforderlicb, 
dass (T, Qy B) bier reduciert genommen wird; vielmebr durfen wir zur 
Reprasentation der betreffenden Formclasse ancb eine beliebige andere 
Form beranzieben, deren reprasentierender Punbt in irgend einem 
von 1 verscbiedenen Doppeldreieck des Polygons Fqq liegt Wir 
werden von diesem Umstande gelegentlicb Gebraucb niacben. Bine 
Specialbetracbtung erfordern diejenigen Falle (6), bei denen Trans- 
formation erster Ordnung vorliegt; wir werden dieselbe welter unten 
zu erledigen haben. Fiir die Untersucbung der Nullpnnkte der 
Factoren /i im ,jlnnern^^ des Polygons ist im Vorstebenden der Ansatz 
vollstandig gewonnen. — 

Die Untersucbung der in den ^ivdlf indquivalenten Spitmi 

von -Fqq geschiebt durch functionentheoretische Uberlegungen, und wir 
werden uns zu deren Durchfiibrung vorab mit einer geeigneten Dar- 
stellung der Q verseben miissen. Nach Analogic von (2) p. 183 
konnen wir die einzelne der secbzig Modulargleicbungen fiinfter Stufe 
in die Gestalt setzen: 

(7) 

dabei durcblaufen JB, D der erweiterten Transformation gemass 
alle den Bedingungen AD = n^ 0 ^ J5 < D geniigenden Tripel ganzer 

Zablen; Vj) ist eine der Congruenz I)~i) ^ 

ntigende Modulsubstitution^ und die Modulsubstitution Vk bestimmt 
das zur Gleicliung (7) gehbrende Schema der Transformation. Die 
linke Seite von (7) ist nun nicbt direct fk{t'p Q? sondern vielmebr der 
Quotient von £) derjenigen rationalen ganzen Function von 

welche im Aiisdruck von 0 Coefficient der bochsten 

Potenz von ist. Aber diese Function von g kann ofifenbar nur in 
den Spitzen verscbwinden oder unendlicb werden; also wird der tTber- 
scbuss der Anzabl der Unstetigkeitspunkte fiber die Nullpnnkte in den 
Spitzen fiir 0 derselbe sein, wie ffir 

( 8 ) 

und um diesen tJberschuss ist es ja uns einzig zu tbun. Es wird 
also ‘ gestattet sein^ unsere Ahmhlung an dem Droducte (8) vor- 
mnehmen, 

Aber^ aucb diese Functionen (8) benutzen wir direct nur in dem 
einen Falle 7;^, = Fq = 1 . Ans /o(r, 0 = 0 konnten wir die 59 anderen 
Gleichungeii docb dadurch berstellen, dass wir allein auf die Ikosaeder- 

14 ^* 
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sabstiiutionen ausubten. Wir setzen demnacli jetzt an Stelle der 
Grossen ( 8 j die seclizig Functionen funfter Stufe: 

(9) h(a>) = JT'{g(F.(«0 - (^^-))} 

und merken iins iibrigeiis sogleich als das zu (9) geborige Schema der 
Transformation nVjT^ an. Indem wir nun aber die Producte (9) der 
Untersucliong in den Spitzen unterwerfen , wird dadurch, wie man 
wieder leicht liberblickt^ im schliesslichen Resultat unserer Abzahlung 
keinerlei Modification bewirkt. Zur grosseren Deutliclikeit schreiben 
wir nocli Vj: ausfilhrlich und benutzen die wohlbekannte Wirkung von 
Tj) auf So geidnnen wir endlicli als ex^licite Gestalt der in den Spitmi 
m untersmlienden Modtdfimctionen funfter Stufe: 



Endlicli sind noch ein paar specielie Bemerkungen liinzuzu setzen: 
Bei rein quadratisclien n rechnen wir hier im Gegensatz zu der bei der 
ersten Stufe befolgten Massnalime den Factor 

(11) {e(F,«.))-e(^)} 

im allgemeinen mit; derselbe wird in der That nur fur 

(12) M, M 

\ 0 , Vn-V \ 0 , ynj 

identisch verschwindeu. Demgemass sehen wir einzig fur dieses Schema 
vom Factor (11) ah, was wir in den Productzeichen der voraufgehenden 
Formeln dureh den oberen Index andeuteten. Zufolge dieser Sach- 
lage mussen wir nun aueh bei der an (6) anknupfenden arithmetischen 
Abzahlung alle diejenigen Falle mitzahlen, bei denen eigentliclie Trans- 
foimation erstsT Ordnung vorliegt. Es ist namlieh hierbei zu betonen, 

dass fur das besondere Schema J) = iiberhaupt keine 

^ \ 0 , ynj 

Losungen F} von (6) eintreten. Denn wir wissen schon aus den 
Entwicklungen von § 5 des vorigen Kapitels, dass fur den in Eede 
stehenden Fall die linke Seite von (6), durch Yn gehoben, eine der 
beiden^estalten Vj ^TVi, Vr^TJVi aufweist; aber keine von beiden 
kann 1, mod. 5 sein. Dass iibrigens die zur Geltung kommenden 
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Ordnungen 1 von (6) aus die zwei mogliclierweise in das Iiinere von 

entfallenden Nullpunkte von (11) in ricMiger Multiplicitat geben, 
verfolgt man leicbt ins einzelne«=). Merken wir uns also, dass aiif 
Grimd unserer Verabredimg nacli Burdifilhrung der aritJmetischen Ab- 
gahlung der NtdlpimMe auch fur rein qiiadratische n Iceinerlei Absitg 

an^iibringen ist 

Die solcherweise begrilndeten Ansatze bringen wir nun im Laiife 
der nacLsten Paragraph en zur Erledigung. 


§ 3. Arithmetisciie Abzahlnng der im Innern von gelegenen 
Kullpnnkte der 

Dm im Anschluss an Formel (6) des vorigen Paragraphen die 
Abzahlung der im Innern des Polygons gelegenen Nullpunkte durch- 

zufuhren, schreiben wir ausfuhrlich , sowie 

(1) -li = b,, P = q, 9^ 

SO dass die citierte Formel die Gestalt annimmt: 


di , 


( 2 ) 




Hierbei haben wir uns das Schema als fest gegeben zu denken, 

wahrend nach einander alle Systeme (P, Q, x) mit A = 4m — 
einzusetzen sind, wobei dann jedesmal die Anzahl incongruenter Sub- 

stitutionen aus (2) zu bestimmen ist. Man schreibe jetzt erst- 

lich; indem man unter e entwecler -|- 1 oder — 1 versteht, an Stelle 
von (2) ausfuhrlich: 

aa^ + + 7^) A 

ah^ + pdi = e{^a -f SV) , 

(3j \ya^-\-dc^ = e(aG‘\-yd)^> (mod. 5)c 

dd^~ e{pc -|- , 

ad — py EEE 1 , 


*) Man muss dabei benutzen, dass die Operation T innerhalb der G-qq im 
ganzen mit vier Substitutionen vertauscbbar ist, U aber mit dreien. 

Fur §§ 3 und 5 sind dem Herausgeber neben der Giers ter ’sober Arbeit 
in Bd. 20 der Math. Annalen insbesondere die einleitenden Paragraphen der 
bereits auf p. 203 genannten Hurwitz’scben Arbeit in Bd. 25 der Math. Annalen 
massgeblich gewesen. 
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Jetzt iiiiterselieide man die beiden Falle, dass der Teller 6 von 
(Pj Qj B) prim gegen 5 oder dtirch 5 teilbar ist. 

Im ersteren Falle, den wir zunacbst behandeln, dtirfen wir (P, Q, B) 
als reprasentierende Form ihrer Classe so gewahlt denken, dass P = 
selbst prim gegen 5 ist Alsdann folgt fiir und d aus der ersten 
nnd dritten Form el (3): 

f 8 = e(aa + yh) • cT^ — aa. , 

(4) 

^ = e(ac + yd) • Ci^ — ya^ • S 

nnd durcli Einsetznng dieser Werte in die drei andern Congruenzen (3): 

I {(iZi + £?i) — e(a + <Z)} (aa + 6}^) = 0, 

(5) I {(«i + di) — e{a + cT)}{ca + dy)^0, 

I ccc^ {d — a)ay — by"^ = ec^. 


Da n prim gegen 5 ist, so erfordern die ersten beiden Congruenzen 
(5) notwendig = <5(a + J) und kommen damit beide zur Er- 

ledigung. Insgesamt ersetzen wir also die ftinf Congruenzen (3) durcli 
die vier mit ibnen gleichwertigen: 


( 6 ) 


“1“ 6(cL ^ 

c(^ + (^Z — d)Gt,y — by^ = , 

j3 = e{a.a-{- yV) ■ cT^ — ««!• cT^ , 
J = e{ttc + yd) ■ cT^ — ya^ ■ cT ^ , 


(mod. 5), 


die wir weiter unten des nateren zu discutieren haben. 

Ist nun zweitens (P, Q, E) vom Teiler 5, so ist a^^d^,\ = c^^ 0, 
und da zugleicb A = 4w - + d^)^ = 0 ist, so ist in diesem Falle 

notwendig; 

(7) = + ]/w , = q = 0 , (mod. 5) . 

Die Congruenzen (3) liefern demgemass fiir diesen Fall: 


( 8 ) 


cca yb = eoYn , 
^a-{- db = epyn , 

ccc yd= eyYn , 
/3c -j- = edym , 

ccd — ^y = l 


, (mod. 5). 


Bei der Discussion der Congruenzen (6) und (8) unterscheiden wir 
die nacbfolgenden drd Falle: 
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lo A relativ prim gegen 5, 

II. A = 0, aber wenigstens eine der Zalilen c prim gegen 5, 

III. A = 0, i = c^O y a = d= + ]/n , 

Im dritten Fall liabeii wir gleicli noch die Oongruenz a = = + ]/n 

hinzugesetzt, deren Giiltigkeit man leicbt bestatigt; in der That liest 
man sie ans (8) nnmittelbar ab, wabrend sie sicb aus (6) unter Riick- 
sicht anf A = 4^ — (a -j- dy = 0^ ad = n ergiebt. Ubrigens siebt 
man ieicbt, dass die Congruenzen (8) nur im Falle III besteben 
konnen^ nnd umgekebrt folgert man fiir den Fall III sofort aus (3) 
die Congruenzen (7). Ziim Falle III geitoren also die Formen (F, Q, B) 
des Tellers 5 iind mir diese"^). 


Discussion des Falles I. 


Hier hat man das Schema 



( l/n 0 \ 

^ I verscbieden und zwar dergestalt zu wablen. dass nicbt 

0 , y -nj 

(a d'f = An wird. Alsdann ist nacb (6^) die Zabl % = e(a-{-d) 
auszuwahlen; sie ist also auf eine bez. zwei Zablclassen modulo 5 
eingescbrankt, je nachdem a + = 0 ist oder nicbt. . Im letzteren 

Falle ist e durcb k mitbestimmt, im ersteren wolle man sicb die 
nacbfolgende Betracbtung sowobl fiir e = + 1 wie fiir e — — 1 
durcbgefiibrt denken. Nacb Bestimmung Yon e wable man nunmebr 
aus der einzelnen Classe der Determinante — A = — (An — eine 
geeignete Form (P, Q, B) und lose die Oongruenz (Gg) d. i. 

(9) C(F + (<i — a)ay — = eP^ (mod. 5). 

Wir werden sogleicb nocb zeigen, dass die Gesamtheit incongruenter 
Losungen a, y (sofern wir — — y und a, y nicbt als verscbieden 

anseben) 

(10) |[o-(f)] 


ist. Vorab folgere man weiter, dass fiir jede Losung a, y die beiden 
letzten Congruenzen (6) eindeutig ein zugeboriges Paar jSj d liefern. 
Im Falle I finden ^vir also als GesamtmJil v aller gesuchten NullpunMe: 

(11) „_i[6_(f)]^2'»(‘‘”-«’). 

X— + (a + d) 

wolei die ganze Zahl % ausser diirch die lereifs in (11) angedeutete Con- 
gruem noch auf das Intervall eingeschrdnkt ist: 


Natiirlicb tritt III nnr fiir = -j- 1 ein und wird uns da die beson- 

dere Classenzalilrelation liefern, welcbe wir vorhin (p. 206) der reellen |;-Axe zu- 
geordnet dacbten. 
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— 2yn<z<2]/n. 

Wir betonen noclij dass auch fur a -j- d = 0 beide Vorzeichen 
+ f -f- fZ) besonders zu z’ablen sind^ weil doch bier neben e= --{-1 
noeh e = — 1 zur Geltung kommen muss. 

Nachtraglich ist nocb zu zeigeu, dass die Anzabl der verscbiedenen 
Losungen von (9) wirklicb durch (10) gegeben isi Haben wir aber 
i = c = 0 j so ist A = — (a — quadratiscber Rest, und in der 
That liefert (d — d)ay = eF in Ubereinstimmung mit (10) zwei ver- 
sebiedene Losungen a, y. Sind nicbt beide Zahlen c durch 5 
teilbar, so sei etwa c prim gegen 5 (falls nur b prim gegen 5 ist, 
gestaltet sicli die Uberlegung ganz analog). Wir finden dann: 

( 12 ) ccc^^.y + yecFll+'^.f), 

und bier ist y stets nur so zu wablen, dass (l “h * 7^) 
dratischen Cbarakter mit cF iibereinstimmt oder durch 5 teilbar wird. 
Die Einzeldiscussion dieser Forderung fiibrt fiir A = + 1 auf zwei, 
fiir A = + 2 aber auf drei wesentlich verschiedene Losungen y, aber- 
mals in Ubereinstimmung mit (10). 

Discussion des Falles 11. Haben wir ein Schema, fiir welches 
(a + dy = in ist, wahrend nicht beide Zahlen &, c durch 5 teilbar 
sind, so liegen der Fall II und damit die Oongruenzen (6) vor. Es 
folgt erstlich k = e(a r^) = -)- 2]/^ , so dass mit richtig gewahltem 
stets auch e bestimmt ist. Die zweite Congruenz (6) nimmt, je 
nachdem b oder c prim gegen 5 ist, die erste oder zweite der Gestalten 

\(by — —ebF 

(13) 

U , d-a V J ^ 

H — =ecP\ 

an, und man zieht daraus als notwendige Bedingung: 

Sind iibrigens 6 und c prim gegen 5, so folgt aus (a + df = A{ad — he) 
sebr leieht, dass h und c im quadratischen Charakter mod. 5 uber- 

einstimmen. 

Nun zeigt man bei Gelegenkeit der Einteilung der quadratischen 
Formen in Geschlechter*), dass in der einzelnen Classe fur alh Pormen 


p. 313 (3. Aufl.). 



) Of. Dirichlet-Dedekind, ZahlentheoTie 
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mit nicht durcli 5 teilbaren ersten Coefficienten P die Werte der 
Legendre’sclien Zeicben iibereinstimmend ausfalleii. Sind alle 

(|-) = -f- so mogen wir die betreffende Classe als eine soicbe vom 

Cliarakter + 1 bezeicbnen^ im anderen Falle als eine vom Cbarakter 
— 1. Je nacbdem h bez. c Rest oder Nichtrest ist^ diirfen wir nur 
Formen vom Cliarakter + 1 resp. — 1 zulassen. Fiir jede braucli- 
bare Form liefert aber (13); wie man sofort abzablt, im ganzen fiinf 
verscbiedene Losungen a, y, 1st also lei einem (lurch 5 teilbaren A 
H 4 .i(A) die Aiisalil der Classen vom Gharahter + 1, H-.i(A) dagegen 
die Anmlil der Classen vom Gharahter — so fmdet sich im Falle II 
als Gesamtzahl v der obmmhlenden Ntdlpunkte les. 


(15) 


V = H+i(4m — 

y-=±^Vn' 

V = oF - %^) 

“ i 2 j/ n 


— 2]/n < % < 2j/n ; 


je nachdem I le^. c Best oder Nichtrest von 5 ist 

Discussion des Falles III. Bei dem nun allein noch bleibenden 


Schema 


Yn ; 0 
0 ; Yn 


liefern die Congruenzen (8) fiir e den Wert 1 


und sind damit von selbst fiir alle sechzig incongruenten Substitutionen 


erfiillt. Die Zahl x ist wieder = + 2]/^ zu wahleU; und es kommen 
hier gerade die gesamten Formen der Determinante — oft 

dies eine ganze Zahl ist) zur Geltung, falls wir diese Formen erst 
noch mit dem Factor 5 multipliciert denken. Wir sehen sofort: Die 
Gesamtmhl der im Falle III im Innern des Polygons abmimhlenden 
Nulljpimhte ist: 


(16) 

^ Hh 2yn 


^vobei noch hinmmset^en ist, dass alle H mit nicht gan^mhligen Argii- 
menten den Wert Null halen sollen. 

Hiermit ist die arithmetische Abz'ahlung zur vollen Erledigung 
gebracht. 
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§ 4. Erster Teil der functionentheoretiselien FntersueliTing der 
hi(m) in den Poiygonspitzen. 

Aiicii bei der functionentheoretischen Untersuchung der Grossen: 


7i^ + 


Xq) I A (0 6 JB 

^ \ J) , 


in den zwolf inaquivalenten Poiygonspitzen = y haben wir eiiie 
Reilie you Falluntersclieidungen zu treffen. 

Wir betracbten in diesem Paragrapben nur erst die Spitzen: 


sie allein sind es, in denen das erste oder zweite Glied im einzelnen 
Factor Yon (1) zu Yerscbwinden oder unendlicb zu werden verniag, 
iind zwar liefern die ersten beiden Spitzen (2) jeweils fiir die zweiten 
Glieder der Factoren (1) die Null- und Unstetigkeitspunkte, die dritte 
und vierte Spitze (2) aber entsprecbend fiir die ersten Glieder. Die 
Multiplicitat des Unendlichwerdens von hi in der einzelnen Spitze (2) 
ist natiirlicb immer im Polygon zu messen; Dnstetigkeitspunkte 
negatiyer Ordnung sind selbstverstandlich Nullpunkte. — Des weiteren 
sondern wir bier die Falle 6^ = — = 0 (mod. 5), wo die vier Spitzen 

(2) zu Paaren coincidieren^ you den anderen (mod. 5). Mit den 

letzteren Fallen ^ bei denen in (2) vier unterscbiedene Spitzen Yor- 
liegen, beginnen wir. 

Fiir c= — ^ 0 nimmt (1) bei o = ioo angenabert die Form an : 

7 ,. St) 5^11 . 


2i7tB f m 


alle Factoren mit (yj = -j- 1 sind endlicb und von Null verscbieden^ 

diejenigen mit (yj = — 1 dagegen unendlicb wie r Verstehen 

wir also unter C bis auf weiteres immer irgend welcbe endlicbe, 
nicbt-Yerscbwindende Constante und erinnern ims iibrigensj dass bei 
stebendein D die Zabl SB uber ein Restsystem modulo SD auszu- 
debnen ist, so folgt: 

( 4 ) 
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In Worten: Sei a = too ivird h fiir c^O itnencllicli im Grade: 

A 

summiert uber alle Teiler A von n. 


Statt hi(a)) jetzt ferner bei o = -^ untersucben, betracbte man 
]ii(v 2 {g))) bei Dabei kommen jeweils als zweite Glieder 

der Producte (1) die Grossen g (vj) ^ ^ Vorscbein; und 

man bemerke, dass bier in den Argumenten ein Reprasentantensystem 


fiinfter Stnfe vom Schema 


f2n, 0\ . 

\ 0, 3/ 


sicb einfindet. 


aber sonst'--^') in der Form V 2 Vj)(^- -^ = V 2 i){- 

nnd es werden demgemass die Grossen 


Dieses stellten wir 

dar, 


von der Reihenfolge abgeselien identisch ausfallen. Wir haben also 
zufolge der Wirkung von auf ^ bei a = too gegenwartig 

(6) JT {^^- + (I) • r = c • ® 

abzuscbatzen. Soinit folgt : Sei co == ~ wird hi fib' c ^ 0 im Gvcide 

0 ) y2{^+(t)^1 

A 

unendlich. 

Im dritten und vierten Punkte (2) ist das zweite Glied im ein- 
zelnen Factor (1) stets endlich und von Null verschieden, wahrend 
das erste Glied in der dritten Spitze (2) verschwindet^ in der vierten 
aber einfach unendlich wird. Bs folgt: hi hleiU in der dritten Spitze 
(2) endlich und von Null verschieden, in der vierten liegt ein Unstetigkeits- 
ptmM der Ordmmg ct)(n). 

Fassen wir jetzt zusammen, so entspringt das Resultat: Fur 
c ^ 0 modulo 5 wird hiico^ in den vier Spitzen (2) im gan^en im Grade 


( 8 ) <!>(») + - (I) + 12' U + (t) i - 2* **) (») 


*) Die Substitution ist hier naturlich gerade in jener Bedeutung gebraucht, 
wie in § 2 allgemein Vj ^ . 

**) Man vgl. die oben p. 107 u. f. entwickelten Satze iiber Reprasentanten- 
systenie. 
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Fur c' = — yi = 0 (mod. 5) brauchen wir niir in den beiden 
,2 

Spitzen o == ioo^ y zii untersuchen. Hier benutzen wir fiir die ersten 
liiieder in den Factoren yon (1) (nach I p. 615 (8)) die Gleichung: 




■ = 


( 4 ) 

S' , ' "f* A di) — 6 ' 


wofOr wir aiif Gruiid der in der zweiten Formel (1) angedeiiteten 
Bezeicbnung^iweiise aucb 

S (4). #)(„) 

schreiben konnen. Fiir lii(co) entspringt also die Gestalt: 


(9) J-)/. 

Untersuchen wir den hiermit gewonnenen Ausdruck zunachst bei 
(D = v^o f SO haben wir die Annaherungen : 


.(I), 


ii)/^ 


(10) 




2inB ( D 


— ]e r 

2i7tB f 

r 


(1)41) .4! 


(#).(!) 4 


Hier bemerke man vorab, dass in keinem Factor die beiden 
Glieder mit einander identiscb ausfallen konnen. Solcbes wiirde nur 
moglich sein, falls 

Fn V 5 ; 


= D 




ware. Dann batten wir, da n prim gegen 5, aucb iB == 0, 6 — 0, 
a = d = + Yn (mod. 6); es wiirde also gerade der bei rein quadra- 

tiscben n und beim Schema ausgeschlossene Factor vor- 

V F V 

liegen. Zahlen wir tibrigens bei der Abschatzung des Unendlichwerdens 
von (10) die Combination A = D ^Yn, B = 0 im gekennzeichneten 
Falle mit, so ist offenbar im fertigen Resultat bei = 1 noch eine 

Einheit zu addieren, bei = — 1 aber zu subtrahieren. Hiervon 
riihrt in den unten stehenden Pormeln der Bestandteil her, der im 
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allgemeinen gleicli Null, jedocli fiir rein quadratisclies n beim Schema 

Ym, o' 


0, -]/n 


der Einheit gleich sein soli. 


Im einzelnen Factor Ton (100 giebt fiir (^) = _ 1 sowie fiir 
/D\ ^ 

lY = + 1, ^ ^ I) das zweite Glied den Ausschlag fur das Vei-- 

halten des ganzen Factors, fiir ^>2) aber das erste. 

Einen entspreehenden Satz stellt man fiir (lOg) ohne Sehwierigteit 
auf. Indem aber immer D Factoren beim einzelnen Paare A, D auf- 
treten, ist offenbar die Multiplicitat des Unendlichwerdens von (10) 

“Y .^{^ +{(■)} 


( fiir 


( 11 ) 


(f ) 


A.<D 




A> £) 


Statfc hi((D) bei g) — ~ zu untersuchen, werden wir wieder 
hi{v^{(D)) bei CO == ^'oo untersuclien. Hierbei wahle man v^ = l (mod. oi), 
wodurcli der Vorteil erreicht wird^ dass die Transformation 

direct auf ^ ^ mit denselben D zuruckkommt. Es tritt 

demnacli jetzt an Stelle von (9) offenbar die Pormel: 


(12) v(»)_+2j0-'". 

Als Aunaherungen bei ca == ioo finden wir demgemass: 

( 4 ) - + 1 , 

1, 


(13) 


.©= 


2i7zB [ D 


(f)~m 


deren Discussion sich im einzelnen wieder gerade so gestaltet wie 
diejenige der Formeln (10). Wir finden als Ordnungen des Unendlich- 
werdens : 
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(14) 


'I O . 


( 4 ) 
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+ 1. ‘|'l>-(4)lf+T2|l+©l^ 

+ t 2 (^+ 

A>D 

'a aSi> 


A>D 


Wie in Formel (8) werden wir auch hier wieder die Multiplici- 

taten des Unendlicliwerdens vom einzelnen hi bei oo — ioo und co = -~ 

zusammenfligen. Es empfielilt sich dabei^ neben den bisberigeii 
¥(») von 0 wei neuen Balilmtlieoretisclien Fiinctionen Gebraucb zu maclien, 
die wir durcb die Formeln: 

(15) 1 ^ ± (y) ^ 1 + ^ 1 ± (^ ) 1 

D> A 

definieren. Im zweiten Gliede des einzelnen Summanden bat natiirlicli^ 
wie bislang immer, A die Bedeutimg von und wir braucbeii im 

iibrigen £« in demselben Sinne wie im vorigen Kapitel (p. 182 u. f.), 
wonacb Sn fnr 'rein quadratiscbe n gleich 1, sonst stets gleich Null ist. 

Jetzt setze man n zuvorderst als qiiadratischen Rest von 5 voraus, 
so dass A und D im quadratiscben Cbarakter iibereinstimmen; und 

addiere erstlicli fiir == 1 die beiden Zablen (11) und (14). Wir 
finden als Summe nacb einigen leichten Umgestaltungen: 

( 16 ) 21^- {t)A + 21’^- ( 4)^1 - 

D>A I^>A 

1st zweitens = — 1^ so ergiebt sieli entsprecbend: 

(17) 2" {^ + (y)^} + 2 {-D + (y)^} = 2V+,(n). 

I>^A D>A 

Nocb einfacber wird das Resultat bei qiiadratischen NicJitresten n, 
Indem wir bier das scbon oben erklarte Zeicbeu ¥(n) wieder benutzen 
(cf. (7) p. 184) j kommt unabbangig vom quadratiscben Cbarakter von 
d durcb Addition von (11) und (14): 

(18) cD(w) + ^(w). 



IVj 6. Classenzalilrelationen fiinfter Stufe. 


223 


Fassen wir also zusammen : Die su c = 0 gelidrenden Functionen lii{(D) 
tverden in den Spitmi (2) msmmnengenommen in den naclifolgenden 
Graden miendlich: 


= + 2 ¥_ 00 , 

(19) 

O(«) + M^00- 


§ 5. Zweiter Teil der Untersneliuiig der lii^o)') in den 
Polygonspitzen. 


In den riickstandigen aclit bez. zelin Polygonspitzen konnen 
jedenfalls fiir das einzelne hi{m) keine Unstetigkeitspunkte mehr vor- 
kommen; dagegen mogen sehr wobl nocli Nullpunkte auftreten. 
Solclie wtirden da von herrubren niiissen, dass in einer Spitze die 

'A CO 

Vb^ 

iinseres Productes hi (co) zwar endlich uud von Null verscbieden, 
jedocb mit einander iibereinstinimend ausfielen ; die Anzabl derartiger 
Nullpunkte von hi baben wir jetzt nocb festzustellen. 

Die Durchfiibrung dieser Aufgabe erleiebtern wir uns nun be- 
deutend durcb die folgenden Massnabmen. Erstlicli zlehen wir nicbt 
direct die Gestalt (9) p. 212 von 7^(G5) zur Dntersucbung beran; wir 
betracbten vielmehr: 

(1) h'im) = h{Vr\oo)) = JJ { m - mM ) ) , = (J a) 


beiden Glieder 


S(T^'(g 3)) und 


+ 5.B 
D 


)) 


des einzelnen Factors 


und lassen, wie bisber, aucb wobl kurz die untereii Indices i in der 
Bezeiclinung des gerade vorliegenden Scbenaas sowie bei hi fort. Die 
Function h[ ist alsdann nur in den Spitzen ~ mit y ^ 0 (mod. 5) 

zu untersuchen. Solcbe Spitzen, von denen das zweite Glied eines 
Factors (1) unendlich wird^'), bleiben danii scbon von selbst ausser 
Betracbt, insofern wir nur nach denjenigen Spitzen sucben, in welchen 

mit identiscb ausfallt. 

Im weiteren werden wir uns das Reprasentantensystem Fk 
moglicbst zweckmassig wahlen. Die Braucbbarkeit der Reprasentanten 


(o; 5 


auf deren naber Beziebung zur Spitze 


05 = ioo . 


wissen aus vorigera Paragraphen, dass in zwei gewissen Spitzen fiir 
die in Rede stehenden zweiten Glieder lauter Null- bez. Unstetigkeitspunkte 
liegen, indem Jceines dort endlicb und von Null verscbieden ist. 
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Wollen Tvir also Untersuchungen am Punkte — durelifulireu , 
•R-iihlen wir uds erstlicli eine zugehorige Modulsubstitution: 


( 2 ) 


m' 


«(«) = 


+ — p 

— yco + a 


SO 


und haben dann als z-weekmassigstes Repraseutantensystem fiir erweiterte 
Transformation enter Stufe; 


(3) 




Um daraus ein System funfter Stufe vom richtigen Schema zu ge- 
winnen, miissen wir vor jede Transformation (3) noch eine speciell 
ffewablte Modulsubstitution Yt derart vorsetzen, dass: 

£3 


(4) 


Bi-(p) = 


y / Av{a>) + ■B \ 

Cj.co + I> / 


aco -f- h 

c CO -|“ d ^ 


(mod. 5) 


erfiillt ist. Demgemass haben wir an Stelle von (1) ausfuhrlicher: 

(5) = AjD = n, 0<B<I)-, 

man uberzengt sicli iibrigens leicht, dass der im Falle eines quadra- 

fVn 0 \ 

tisclien n beim Schema | ^ I aiiszuschliessende Reprasentant 

V 0 > Vv 

wieder durch M = D = l/w , B = 0 gegeben ist. 

Wir nehmen jetzt vorab an, ein einzelner Factor von (5) ver- 

sebwinde in der Spitze nnd wollen dann gleicli erst feststellen, 

welcbe Multiplicitat dieser Nullpunkt aufweist. Zii dem Ende schreiben 
wir nnter Riickgang auf (2) den fraglichen Factor in der Gestalt: 


( 6 ) 


und baben offenbar sein Verschwinden bei co' = ioo im Polygon 
Fqq zii bestimmen. In der Spitze ca' = ioo wird iibereinstimmend 
der Wert ftir das erste und zweite Glied von (6) der endlicben Zabl 

= &(“) gleicbkommen. Zufolge der Eigenart des sicb gegeniiber 
den Modulsubstitutionen selbst linear zu substituieren, ergiebt sicli aber: 

. / tfco" -[- t 
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nncl liier bedeuten die Ooefficienten A, B, wie aucli gewisse ratio- 
nale Combinationen funfter Einlieits wurzeln , wie aus der Struetur der 
Ikosaedersubstitiitionen liervorgebt. Wir gewinnen aus (7) sofort 



Man seize mm deii Fall^ auf der recKten Seite von ( 8 ) sei der 
Minuend mit dem Subtrabenden identisch. Dann ist A == D =]/n und 
also n ein reines Quadrat, da aber n prim gegen 5 ist, so wiirde weiter 
bei der Bedeutung der A, B fiir 5 der Wert 0 entspringen. Aus 
A== B wiirde sieli endlicb vermoge (7) die Congruenz F^,. = (mod. 5) 


ergeben*'"*’), so dass nacb (4) das Schema 




vorliegen wiirde; 


bei diesem aber baben wir gerade von A — I) = J? = 0 Abstand 
genommen. Hiernaeb ergiebt ein Blick auf ( 8 ) das Eesultat: Ver- 


sclmindet ein Factor von (5) in der SpiUe co — ^ ^ so ist die Multi- 
plicitat dieses NiillpunUes gleicli 1, so oft A JD ist, jedoch gleicli 
^ , falls A <,B mtrifft 

Bei Abzablung der jetzt in Rede stebenden Nullpunkte werden 
wir ein neues zablentbeoretiscbes Symbol braucben^ welcbes wir bier 
gleicb vorber erklaren, um weiterbin die Entwicklung nicbt zu unter- 
brecben. Wir definieren dasselbe durcb: 


( 9 ) . Xr(n) F ^ 

A a D , Azzz'i; 

dabei ist v als eine ganze gegen 5 prime Zabl gedacbt, und es ist 
0 ^ _ I fijj, quadratiscbe n, falls zugleicb i/ = + sonst 

soil jedocb stets 6^^ — 0 sein. Setzeii wir iibrigens sogleicb binzu, 
dass es uns sp'aterbin gelingen wird, die in (9) definierte zablen- 
tbeoretiscbe Function durcb die bisberigen O, % ¥+i auszudriicken. 
Soli nun ein Factor von (5) hei co = ■- verscbwinden, so miissen 

Y und relativ aquivalente Spitzen sein. Fur 

Zabler und Nenner des letzten Bruches berecbnet man iibrigens aus 
(4) die Zablen aj^A bez. y^A, und deren grosster gemeinsamer Teller 


Mit Riicksicbt auf die Gestalt der Ikosaedersubstitutionen („lkos.“ p. 4p) 
folgert man namlick aus A — B sofort auck A' = B\ 

Klein-Pricke, Modulfunctionea. II. 


15 
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ist offenbar A. Die relative Aqr.ivalenz jener rationalen reellen Punkte 
Meidet sieh also . esplicite in die beiden Congruenzen: 

(10) ajK + hr = eAa , Ci-cc + chy = eAy, (mod. 5), 

in deiien e entveder gleieb -j- 1 oder — l.ist. Hier konuen wir die 
Zablfen at, h, Ct, dt direct durch-die vier Zahlen a, h, c, d des vor- 
liegenden Scliemas ersetzen und haben also an Stelle von (10) das' 
System der Congruenzen: 


( 11 ) 


c a + {d — 6-4)^ = 0 j 


zu disciitieren.- Bemerkenswert an (11) ist^ dass die ZaU B ganz 
ausser Betraelit bleibt; mit einem verschwiudenden Factor von (5) 
finden wir deren also gleich JD, indem B bei stehenden A, D eiii 
voiles Eestsjstem modulo D zu diircblaufen hat. Nehmen wir obiges 
Eesultat fiber die Miiltiplicitat der Nullpimkte hinzu^ so folgt offenbar: 
Bei gegebenem Schema tvird jeder mdgliclien Losimg von (11) in ganm% 
Zahlen A^ y, von denen die erste Teller von n imd die letde prim 


gegen 5 ist, ein JD-faeher resp, A-facJier NidlpimM in der Spitpje y enf- 
sprechen, je nachdem A'^JD oder A < D ist 

Sollen die Congruenzen (11) zusammenbestehen, so muss 
(a — eA){d — eA) be = n — eA{€t + d) + = 0 


erfiillt sein. Hier heben wir einerseits durcli A und folgern: 

(12) A + B = e(a+ ^d ) , (mod. 5), 

aiidrerseits entspringen unter Gebrauch der friiheren Bezeichnnng 
A = 4^^ — + dy fiir A und D die Oongruenzen: 


(13) 


j.A = 3(, + « + l/Aj 

Ul) = ^a + d) + VL\ 


Dureh Einsetzung des fiir eA gefundenen Wertes nehmen die fiir a, y 
vorliegenden Congruenzen (11) die neue Gestalt an: 


(14) 


(mod. 5) . 


{3(a — d') y~K}a h y = 

ca 1 2 (a — cZ) -|- ]/A } y = 0 J 

In (13) und (14) geiten zugleich entweder die oberen oder die iinteren 
Zeichen. Vor all em ist hiermit evident geworden: Ntir solche Schemata, 
bd denen A dureh 5 teilbar oder quadratischer Best von 5 ist, liefern 
NullpmMe fraglicher Art; die iibrigen bleiben hier gan 0 ausser Betracht 
^ .Zur naheren Discussion der Congruenzen (13), (14) sind wieder 
niehrere Falluhterscheidungen notig. V^ir setzen 
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L A = +lj (mod. 5). 

In diesem Falle haben wir fiir die oberen Zeicben in (13) und 

te na 
y ' 

2 (^cL — Cl) — {- Cl — * ci — [“ 2 


(14) im ganzen zwei Punkte namlicb: 


a 

y ■ 


(15) . , 

und als zugehorige Werte von A und D: 

(16) eA = 3(a + cJ) + = 3(a -f- d) — (mod. 5) ; 

fiir die unteren Zeicben erbalten wir entsprecbend: 


(17) 


^ . 
y ■ 


2{cl-~ a) — |/A 


a — d — 2]/a ^ 
2c ^ 


(18) eA = 3(a + d) — ]/A, eD = 3(a + d) + Ya, (mod. 5). 


Unter den vier in (15) und (17) gefundeuen Spitzen ~ sind zufolge 

(I) keine zwei einander relativ aquivalent. Fiir die einzelne Spitze 
(15) sind nun alle Teibr A von n lieranzuziehen, welclie der Be- 
dingung (16) geniigen, und zwar muss nacb einander e — 1 und 

6 = — 1 genommen werden. Dabei ist iiber diese Teiler A die Summe 

A ^ ^ n <C. i/'w 

zu bilden und . selbige doppelt zu nelimen, da wir in (15) zwei ver- 
scbiedene Spitzen baben. Einen voilig gleicben Ausdruck, bei dem 
jedocb A und D den Congruenzeii (18) geniigen mussen, finden wir 
fill* die Spitzen (17). Indem wir zusammenziehen und die in (9) vor- 
bereitete Bezeicbnungsweise einfiihreii, entspringt das Resultat: Im 
Falle 1 fmden sich in den Folygonspit^en insgesamt nocli 

.^^3(a+d) + l/^0*) + 

einfaclie NuUptinJde von Ik ((d), . 

II. A.= + l^ 0 = 0;, (mod. 5). 

Man gebe auf die Congruenzen (11) zuriick, ans deren zweiter 
sicb Ae^d ergiebt^ • da docb y prim gegen 5 sein soil. Die erste 
Congruenz (11) giebt damit (a — d)a + by = 0^ und es ist (a — d) 
sicber prim gegen 5, weil sonst A = 0 sein miisste. Wir gewinnen 
nur zwei Punkte: 

(20) j = ' = mit eA~d, eD = a. 

15 * 
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llaii zalilt claraiifliin leicht ab, class im Falle II an NiiUinmlden frag- 

liilwr Art von hi{m} insgesamt 

m ■ 2X,02) + 2X,0i) 

auftrcten, 

III. A = Oj und wenigstens eine der Zahlen 1), e'^0 (mod. 5). 
1st erstlicb c = so folgi wie vorhin eA = d^ und die erste 
Congruenz (14) erfordert (a - d) ^ 0 (mod. 5),. Andrerseits ergiebt 
— A = (u -j- ly — iad = 0 

offeiibar a = d, so class im Falle III keine Losungen eintreteny tvofern 

c = (} ist. Filr c^O geben aber die Congrueiizen (14) die beiden 
Losungen : 


.2{d-~ a) 


.a — d 


mit eA = ]/n . 


' ' y c ’ 2e 

Fiir A = 0, (mod. 5) fincJen sich hiernacli im ganmi 

(23) 4Xj^OO 

Fiillgunkte gesiicMer Art. 

Endlicli bleibt nocli: 

IV. A = 0j & = c = a = d=yn y (mod. 5) . 

Durch eA = yn sind die Congruenzen (11) sofort fiir alle zelin 

jetzt in BetracM kommejiden Spitzen ^ erfttllt. Indem wir noch auf 

den Fall eines rein quadratisclien n Ettcksicht uehmen, ergkU sich 
Imr als gesticMc Zahl der Nullstellen: 

(24) 20X^(«)- 10e„. 


§ 6. Zusammenstellmig der Eesialtate der anf die Polygonspitzen 
beztigliclien Untersucliungen. 

Die beiden im vorigen Paragraplien gebrauchten Teilersummen 
Xi(w) und lassen sich, wie schon angedeutet, durcb die cb, Y, V+i 
darstellen, und von diesen Formeln werden wir Kenntnis nehmen, ebie 
wir die Resultate der beiden voraufgebenden Paragraphen in iiber- 
siebtlieber Form zusammenstellen. Etwas aasfubrlicher wie oben ist 
die Definition der beiden Xji gegeben durct: 




xyn) 

A ^}/n, A 


X I ^ “f“ 4-^1 


hVi{i + 


E+i 


^ 2(^0 — ^ A -f ^Snl/n 1 1 — (^)] 


A < Yit , ^ _ -f2 


( 1 ) 
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Nun folgen aus cler Definition cler Symbole ct>, Y einerseits imd 
andrerseits oline weiteres die l?ormeln: 

( 2 ) ^ 00 '- = 2 2 A 4 - s„yn, 

A<y^ 

(Q) = ^2 if) • (ff) ’ 

A<y^ 

und bier entspringen durcli Addition iind Subtraction offenbar direct 
die Anzalilen 4Xi(H) bez. 4 X 2 ( 01 ), Es ist demgemass , 

(4) 4X„(«) = ct>(n) - ¥(«) + , 

womit die gewiinsclite Darstellimg geliefert ist; wir werclen vermoge 
derselben die Xv aus den Endresultaten ganz entfernen. Nocb bemerke 
man, dass aucli zwisclien 0, Y, Y+i eine Eelation bestebt, die man 
aufs leicbteste zu 

(5) 0(n) + Y(n) = Y+i(n) + Y^i (n) 

bestimmt; dieselbe ist weiterhin imuier dazu benutzt, den Eesultaten 
die denbbar einfacbste Eorni zu geben. 

Wir wollen jetzt die Anzabl der iin vorigen Paragraplien be- 
tracbteten Nullpunkte tabellariscb zusammenstellen und reiben im 
einzelnen Palle recbts immer aucb gleicli die Zahl einfacber Unstetig* 
keitspunkte daneben, wie sie § 4 ergiebt. Wir sondern nocb die beiden 

Palle (y) = — 1 und (y) = 1 und bemerken, dass zufolge 

A = 4:n — (a d'f im ersteren Palle notwendig A ^ 0 ist. Es 
ergiebt sicb nach leicbten Zwiscbenrechnungen : 

I- (f)--i’ ^=^±1’ 

(6) ' c^O, 2ct>-2V, 20, 

(7) c = 0, 0 - Y, 0 + Y. 

11. (|-) = + l, A = ±l, (mod. 5) 

(8) • c^O, 20-2Y + 2Y_p,^y 2Y^^y 20, 

(9) c = o, + 2Y^'^y 
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Ill- (1) - 

+ 1 , A = 0, (mod. 5) 

(10) 

7.^0, 

c = 0, keiae Nullpunkte, 2¥ /prl 

(11) 






(12) 

0 

111 


1 





Was die Beweise dieser Formeln anlangt, so werden. einige Be- 
*merknngeii genligen. 1st n Nichtrest^ so sind A and D von ver- 
seMedenem quadratiselien Charakter, so dass Formel (19) p. 227 in 
diesem Falle 4Xi + 4 X 3 liefert; das ist aber gleicli 20 — 2V. 
Ebenso erledigt sicb (7). Ist sowohl A wie n quadratisclier Rest, so 
ist. zufolge — (a + (if = A n notwendig + rZ = 0 and also 
]/A = + 2]/w ; es folgt also ( 8 ) vermoge (4) aas (19) p. 227. Ist 
aberdies noch c = 0 , so ergiebt ad = n far a and d die Werte 
a = —d = + 2]/^^; biernacli folgt (9) aas ( 21 ) p. 228 and (19) p. 223 
Far die drei riickstandigen Formeln (10) bis ( 12 ) bemerke man etwa 
noei, dass bei A = c = 0 notwendig a = d= ^ Yn sein mass. 

Man bezeichne weiter den tlberscliass der Anzabl einfacher Un- 
stetigkeitspankte iiber diejenige einfacker Nullpankfce in den zwolf 
Polygonspitzen darcb v. Fur die Palle A = + 2 ist alsdann diese- 
Zabl V direct durcb. die in § 4 berecbnete Anzabl der Unstetigkeits- 
punkte gegeben; far A = 0 , +1 massen wir jeweils die in obigen 
Formeln ( 6 ) bis. ( 12 ) neb en einander stehenden Zablen von einander 
abzieben. Hierbei rediiciert sicb die Zabl der anterschiedenen Falle 
sebr bedeatend; in der That fin den wir anter Racksicbt aaf ( 5 ): 

(I^) A=+^i5 V — 2(i>(fiY 

A = + l; v-2'V{n), . ■ 


+ ■^ = + 1; 

(16) A = 0, d Oder c^O; 

(17) A = 0, 6 = c = 0; 


i; = _ 2<D(n) + 4cJ>^^^(w), 




— 100 (m) + 12 /y^\ (w) + lOeJ. 


Hierbei moge vielleicbt noch die eine Bemerkung Pktz finden, dass 
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bei A = + 2 notwendig c prim gegen 5 ist. — Die Untersueliimg 
der Functionen in den zwolf inaqiiivaleiiteii Polygonspitzen ist 

solclierweise zum gewunscliten Abscliluss gebraclit. 

§ 7. 'Bas System der Classenzalilrelatioiien fiinfter Stufe. 

Die Classenzalilrelationen dritter Stufe. 

Die ganze Zahl v ^ die wir soeben als Uberseliuss der ZaM der in 
den Polygonspitzen gelegenen Unstetigkeitspunkte iiber die Anzalil 
der ebenda gelegenen Nullpunkte des einzelnen liiim) definierten, muss 
identisch sein ‘mit der in § 3 ausgedriickten Zahl v einfacher Null- 
punkte von 7?/(co) im Innern des Polygons, insofern wir dock in den 
lii{p) Modulfunctioneu fiinfter Stufe liaben. Iiiclem wir die beiden ffir 
dieselbe Zalil v auf verscliiedenen Wegen gefundenen Ausdrilcke 
einander identisch setzen, entspringen nunmelir die Classenmlilrelationen 
funfter Stufe, deren Ableitung der Gegenstand unserer Untersuchung war. 

Am einfachsten fallen diese Relationen fiir quadratisclie Nicht- 
reste n aus, wobei wir iibrigens auch nocli n = 2 iind n = 3 sondern 
wollen. Wie wir schon gelegentlich bemerkten, entspringen in beiden 
Fallen nur drei Relationen, bei deren Aufstellung man jetzt nur nocli 
zu beachten liat, wann A Rest uud wann Niclitrest wird. Wir finden 
filr'n~2: 

H(in — }i^) = 2<i>(ii), 

y^~±o 

3^ H{4:n- %^) = 2(p(n), 

2 H(4« - = 2V(«), , 

X~±2 ‘ 

tvorcm sick fiir n 3 die folgenden drei Melationen reihcn: 

'5^ h\(An — K^) = 20(:n), 

' x ^±0 ■ 

(2) . l22^H(4n--«^) = 2¥00, 

3^ H(4w — = 2<P(ti). 

I ^ + 2 

Sollen .durcli Combination der Relationen (1) oder (2) die. Classem 
zahlrelationen erster Stufe hergestellt werden, so muss beriicksiclitigt 
werden, dass wir in § 3 alle durch 5 teilbare oc doppelt zahlten.. Will 
man sie nur einfacli zahlen, so ist in den ersten Gleichungen (1), (2) 
die linke Seite noch mit dem Factor 2 zu behaften. Addieren wir 
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iiuii z. B. im Falle (1) die zweite und dritte Gleichung mit 2 bez. 3 
niultipliciert zur ersteii liinzu, so entspringt in der That auf cler linken 

Seite 6 und rechts 64) -j~ 6T; wie es iiacli der Classen- 

zahlrelation erster Stufe sein muss. 

Fur Nichtreste n ist es folgenlos^ wenu wir statt der bislier 
gtiltigen UBgleichiiugeu — 2]/^^ <C % <C 2]/^z jetzt wieder, wie im 
Yorigen Eapitel; 

(3) —2yn£y.£ + 2]/n 

als InterYall fiir die gauze Zahl % vorschreiben. Dagegen wird dies 
bei rein quadratischen n in den Fallen A = 0, d. i. fur die Formeln 
1^15) und (16) p. 217 Yon Belang. Wir wollen liierbei in Ubereinstimmmig 
mit p, 182 die Erklarungen abgeben: 

(4) = H+t(0) = 0, H_i(0) = 0. 

Alsdanu bleiten auch jetzt uoch die Formeln (15) p. 217 uiiveraudert 
erlialten; Formel (16) p. 217 muss aber^ auf das Intervall (3) bezogen, 
offenbar recbter Hand das Zusatzglied 10£„ erhalten; selbiges wird 
sich gegen 10s,, auf der rechten Seite von (17) p. 230 gerade fort- 
beben. Wir fmden so erstlich im Falls n = +l im (janmi die folgenden 
vier untersciiiedenen Classemalilrelationen: 

602H(iSi^) - - 10<t.(») + I2>C_.(„), 

^< = ±2 

^2 z-) =^2 - K -) = 2 v_l(^^), 

(5) . 

3 ^ H(4» — x~) = 2<P(n), 

~ = ~ 2 <t)(re) + 4 V+i(k). 

Daran reihen sich fiir den Fall n = 4 (mod. 5) die Felationen: 

|60 ^ H (-^■) = - lOcb («.) + 12¥+i(w), 

— vF)'= 5 ^ H_i(432 — id) = 2V+i(3i), 

^=±1 y-^±i 

3^H(4h -; j‘) = 2cl)(n), 

'^2 ~ 2(t)(M) + 4¥_i(w). 


( 6 ) 
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Auf ein interessantes zahlentheoretiselies Gesetz hat dabei die 
zweite Formel (5) bez. (6) gefiihrt. Wir mussten fur diesen Fall bei 
der arithmetischen Berechnung von v unterscheiden, ob h (bez. c) Rest 
Oder Nichtrest von 5 war (cf. Formel (15) p. 217). Die functionen- 
tlieoretische Bestimmung von v ergab in beiden Fallen den namliehen 
Zahlwert. So ergiebt sich der Satz: Sondern ivir imtcr alien H(A) 
Classen einer dwell 5 teilharen Deterniinante — A die Classen eines 
dwell 5 teilharen Tellers vorab ans, so seigen die suruelMeihmiden Classen 

Slur Hdlfte den CliaraMer (y) = + sur andern Edlfte (y) = — 1 . 

tibrigens werden wir imter diesen Umstanden das 60-fache der 
linken Seite der Classenzahlrelation erster Stufe von (5) (oder (6)) aus 
dadurch erhalten, dass wir zur ersten Gleichung die zweite, dritte und 
vierte, bez. mit 24, 20 und 15 multipliciert, hinzuaddiereu. In der 
That findet sich so, wie es sein muss, rechter Hand (unter Benutzimg 
von (5) p. 229) ; 

- lOcb + 12T_i + 48T_i + 400 - 300 +-60T+1 = 60(0 + T). 

In den urspranglichen Formeln des Hrn. Gierster (Math. Ann. 
Bd. 17) ist der Summationsbuchstabe % in den Classenzahlsummen, wie 
wir des Vergleichs halber anmerken wollen, auf positive Zahlwerte 
eingesehrankt. Es fallen dadurch die Summen immer gerade halb so 
gross aus, als auf den linken Seiten der Relationen (1), (2) und (5), (6). 
Daher riihrt es, dass diese Formeln nur erst dann mit den Gierster’schen 
Relationen in voller Ubereinstimmung sind, wenn wir rechter Hand 
allenthalben durch 2 heben. Mogen wir die Gierster’schen Resultate 
fiir die durch 5 teilharen n (die wir nicht noch eingehend betrachten) 
so umschreibeh, dass k, wie in den bisherigen Formeln, gleichmassig 
die positiven und negativen Zahlenwerte zu durchlaufen hat. Es sind 
dann die heiden folgenden Eelationen: 

’ ^ H+i(4^ - ^^) = 20(m) + 40g) + 4o'(|) , 

(7). 

2 (f) ~ == 4 u(m), 


toelche Sr, Gierster fiir die durch 5 teilharen n gewonnen hat. Hierbei 
ist n = b^'-m^ (mod. 5) gesetzt, und V(v) sollen immer 

dann die Null bedeuten, wenn v keine gauze Zabl ist. In der zweiten 
Kelation bat % alle positiven tind negativen ganzen Zahlen zii dureh- 
laufen, fur welche das Argument von H positiv ausfallt, und endlich 
definiert Hr. Gierster das Symbol durcb: 
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= - 2 Kt) + J-D = n, A<B. 

Unter den ilbrigeii von Hrn. Gierster ftir die niedersten Stufeii 
bereclaneten Relationen scliliessen sicli denen der fiinften am iinmittel- 
!)arsteE diejenigen der cMUen Stufe an; sie sind unter Gebraucli nnserer 
Bezeiclmuiigsweise die folgenden: 

I. n = — *1 , (mod. 3) 

2 H(4ii - <) = 2¥(n), 

H ± 0 

2 ^ H(4n — = 20(;n). 

II. n = 1 , (mod. 3) 

=4Y00-2<1>(«), 

■ 4 2 H === 2^00 + 4'F(w), 

2 2h(4w -«') = 2cD(m). 

^ X =±0 

Gegenuber der ersten Stufe ist endlicli nocb. sebr bemerkensweri, 
dass sick die Zaklen H(A) anf recurrentem Wege aus den Relationen 
einer einzelnen hokeren Stufe berecknen lassen; so ^verden 0 . JB. hereits 
die filnf Fmimln- (8) und (9) eine vollstdndige Definition der Symlole 
H(A) einscJdiessen. Die Eecnnimg kat dabei den Weg -zu geken, dass* 
jedesmal der hockste Term auf der linken Seite der einzelnen Formel 
(8) und (9) (d. i. derjenige mit moglichst niedrigem k) durch die 
iibrigen Glieder und die reckte Seite ausgedriickt wird. Man hat dabei 
die Zahl A modulo 12 zu untersckeiden und muss bei A = 0, 11 die 
dritte Relation (8), (9), bei A = 3, 4, 7, 8 kingegen bez. die vierte, 
fiinfte, zweite und erste Relation zur Verwendung bringen. Man kann 
auf die Weise eine grosse Reike von Anfangswerten H(A) leicht be- 
recknen und die gefundenen Zaklen zu neuen Bestatigungen aller mit- 
geteilten Classenzaklrelationen benutzen. 



Die Transformationstkeorie der elliptisclien Fimctionen und ihre 
Anwendung auf die Aritkmetik bringen wir hiermit zum vorlaufigen 
Absckluss. Wie sick die kilnftige Portsetzimg zu gestalten hat^ liegt 
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anf der Hand. Wir werden fiir die allgemeine Theorie der Modnlar- 
correspondenzen (cf. p. 154) nene , Gesichtspnnkte und Hiilfsinittel 
heranbringen miisseiij nin auch iiber das Gebiet der Hanptmoduln 
hinaus eine derart einfaclie Anscbauung unserer Gegenstande zu ge- 
winnen^ wie wir sie jetzt in der Theorie der Modulargleichungen erlialten 
haben. Aber bierzu sind^ wie wir bereits andeuteten, none allgemeine 
' functionentlieoretiscbe BntwicMungen erforderlicb; welcbe iiber den 
Ansatz des Abschnitts III binausgreifen. Indem wir uns vorbehalten, 
hierauf in Abscbnitt VI zuriickznkommen; bringen wir mit Hiilfe der 
inzwiscben gewonnenen Transformations- und Teilungsgrossen jetzt 
zunacbst das in Bd. I noch nicht vollig erledigte functionentheoretiscbe 
Grundproblem' fiir das Gebiet der Congruenzgruppen auf allerdings 
indirectem Wege zum Abscbluss. 
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Aiicilytiselie Beliaiidlimg des faiictioneiitlieoretisclieii GriiEdprobleiiiS 
‘ fiir die Ooiigruenzgnippeii. 

Erstes EapiteL 

EiiitTiluniiig ill die Tlieorie der elliptisclieii NoriiialciirYeii 

Ordiiiiug 

Bei der Auflosung des functionentheoretisclien Grundproblems im 
dritten Abschnitt hatteii wir selbst nach der Einschrankung auf die 
Coiigruenzgrappen in den Resultaten noch keineswegs denselben Grad 
der Allgemeioheit erreiclit wie bei unseren griippentheoretisclien Unter- 
suehuBgen am Abschluss des zweiten Abschnitts. Die directen Sclililsse 
der reinen Riemann^schen Theorie der algebraischen Funetionen gaben 
ims bei den hoheren Stnfenzahlen nocb nicht die hinreichend ein- 
dringenden HOlfsmittel; nnd wir yersprachen^ erst vermoge der yorauf- 
geliend entwiekelten Theorie der Teilung und Transformation unser 
gewiinsclites Ziel erreichen zii kbnnen. In der That sind uns ja nun 
diese beiden letzteren Massnahmen zu einer ergiebigen Quelle fiir die 
Bildung yon Modulfunctionen holierer Stufe aus solchen niederer Stufe 
sowie aus doppeltperiodischen Funetionen geworden^ und wir werden, 
urn das ruckstandige Ziel zu erreicben^ aus der Gesamtheit so ent- 
springender Grossen geradezu nur einen ganz geringen Teil berauszu- 
greifen brauchen. 

Bei der in dieser Hinsicht zu treflfenden Auswahl sowie auch be- 
treffs des einzuscMagenden Weges lassen wir uns durcb den Plan 
leiten, dass wir in einem ersten Teile unserer neuen Entwicklungen 
die Betrachtung der elli^tiscJim Normalcurven Ordmmg^) in den 
Mittelpunkt stellen wollen. Das ist einer unter mehreren moglichen 


^ Cf. I p. 567; man vergleiche ansserdem nocbmals das Citat auf Seite 23 
des vorliegenden Bandes. 
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Wegen^ und es wird uns obliegen, seine Zweckmassigkeit durcb den 
Erfolg m belegen. Immerliin wolle man far den Gebraucli der ellipti- 
schen Normalcurven scbon jetzt folgende zwei Gesicbtspunkte als mass- 
geblicli eracliten: Die Betracbtung der Normalcurven setzt voraus^ dass 
wir neben den Grossen '^orerst aucb nocli mit der Variabelen u 

(d. i. mit dem Integral erster Gattung) arbeiten wollen; und man wird 
in der That noch erkennen, wie erfolgreicli der Gebrauch des u selbst 
fiir Fragen der reinen Tlieorie der Modulfunctidnen ist^ falls wir die- 
selben auf analjtiscbem Wege beantworten wollen. Zweitens aber: 
Wenn wir die durclizufiibrende Betracbtung gewisser doppeltperio- 
discber Functionen erster oder hbherer Stufen (cf. p. 5) in das Ge- 
wand einer Theorie der elliptischen Normalcurven kleiden, so hat das 
in erster Linie den bekannten Zweck, dass wir vermoge der • geome- 
trisclien Redeweise einer Reihe von Vorstellungen ein organisches 6e- 
fiige geben^ auf welches wir Wert legem 

Es handelt sich fiir uns iibrigens nur mehr um eine EinfilJmmg 
in die Lehre von den elliptischen Normalcurven. Sowohl der durch- 
gebildeten geometrischen Theorie dieser Curven konnen wir niclit 
ausfuhrlich' nachgehen, wie auch namentlich die Verwendung der 
Normalcurven fiir einen sjstematischen Ausbau der Theorie der doppelt- 
periodischen Functionen ausser Betracht bleibt; gleichwohl wollen wir 
doch am Schlusse des Eapitels kurz skizzieren, in welchem Sinne die 
Betracbtung der Teilung und Transformation Ordnung an die ellip- 
tische Normalcurve Ordnung gekniipft werden konnte. 

§ 1. Die Definition der elliptischen Hormaleurve Ordnung 
und die eindeutigen Transformationen derselben in sich. 

In Band I p. 568 batten wir bereits vorlaufig die elliptische 
Normalcurve Ordnung von der ebenen Curve dritter Ordnung des 
Geschleclites p — 1 aus mit Hulfe der Brill-Noether^schen Begriffs- 
bestimmungen definiert; indessen wird es gut sein, wenn wir hier noch 
um einen Schritt weiter zuruckgehen. Wir knupfen etwa an die 
drei Teranderlichen ii, CO 2 ? denken iei stehenden Werten von 0 ?^^ Og 
die Ebene der complexen Grosse u mit der zu Ox; (^2 gehorenden 
Parallelogrammteilung versehen und bilden vorlaufig ein einzelnes unter 
diesen Parallelogrammen durch irgend eine zugehorige doppeltperio-' 
dische Function Grades erster Stufe auf eine m-blattrige Riemann- 
sche Fla(^he des Geschlechtes p — 1 ab, die wir in ublicher Weise 
Fm nennen (cf. I p. 536 u. f.). 

Man wahle nun auf der Flache Fm irgend ein System von Punkteii 
aus, so giebt es nach I p. 551 insgesamt gerade (n — 1) linear-unab- 
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liaiig’ige H-wertige algetraisclie Functionen der Flache, welelie an den 
bezdchneten n Stelien je einfaeli- nnendlieli werden. Etwas genauer- 
ausgedriickt lieisst dies: Jede algebraisclie Function der Fm, die an 
der einzelnen jener u Stelien entweder einfaeli unendlicli wird oder 
endlicli bleibtj im iibrigen aber anf der Fm allentbalben endlicb ist^ 
lasst sich linear in (w — 1) speciellen Functionen dieser Art darstellen. 
Diese letzteren sind dabei linear- nnabbangig zu wablenj und indeni 
wir sie nun als Cartesisebe Coordinaten eines Raumes Fn — i von 
(.ji — Diinensionen anseben (cf. I p. 556 u. f.); wird durch sie die 
Flaciie wecliselweise eindeutig auf eine eigentlicb ini ge- 

legene Curve Ordnnng C» bezogen, welcte eben unsere elliptische 
Normalcurve ist. 

Urn bier aber sogleieb das Hiilfsinittel der bomogenen Coordinaten 
beranzuliolen, geben wir auf die Variabele u zuriick und stelien unsere 
gerade gewablten (ji — 1) linear-iinabbangigen Functionen der Fm nacli 
I p. 157 als ebenso viele Quotienten ^z-gliedriger <?-Producte dar, wobei 
in den" Nennern (iberall das gleicbe Product auftritt. Hier werden wir 
alsdann den .(ji — 1) Producten der Zabler als das eine Product der 
Nenner coordiniert anreihen, urn in den Formehi: 

n 

( 1 ) Xi = CiJJ^<}(u — a-ik), i = 1, 2, . . n , 

k—i 

die geivmscMen liomogenen Coordinaten des Faumes JRn-i tesiUen. Da- 
bei sind die Of von u unabliangige Grossen, und es bat die Summe: 

( 2 ) s^'^aa, 

welcbe man als Residuensumme des Productes Xi bezeiebnet, einen von 
i unabbangigen Wert, der iibrigens bis auf ganzzahlige Vielfacbe der 
Perioden durch Auswabl jener n Stelien der Flache Fm gegeben ist. 
Indmn wir jeM u ein eimelnes Periodenpamllelogramm uberstreiehen lassen, 
wird der durch (1) definierte PtmU'Xi des Paumes die geschlossene 

Normalciirve On gerade vollstandig heschreiben'^)- ' . 

Beim Gebraucb der bomogenen Coordinaten kleidet sicb der Rie- 

*) Es ist dies der Ansatz, von welcbem. Hr. Klein in seiner der Munchener 
Akademie am 3. Juli 1880 vorgelegten Note f,Uher unendlieh viele Normal formen 
des elliptisclien Integrals erster Gattung^^ (abgedruckt Math. Ann. Bd. 17) allererst 
ausging; eine ausfuiirbchere Entwicklung dieses Ansatzes ist gegeben in der im 
vorigen Abseknitt unter dem gekiirzten Titel „Nornialcurven“ liaufig genannte 
Abiiandlnng Klein’s, 'welclie den bier nnd weiter folgenden Darlegungen des Textes 
zn Grande liegt. 
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mann-Eocli^sche Satz ilber die AnzaW linear-unabliaugiger Fuoctionen 
mit Jenen anfanglicli gewahlten n U-nstetigkeitspnrikteii in folgende 
inerkwiirdige Form: Jedes n-gUedrige 6-JProdtict von der Besiduensiimme^ 
s, das wir etiva x' nennen ^nogen, ist linear imd liomogen in den n linear- 
nnalMngzgen 0-Prodiicten Xi darstellbar: ' ■ 

( 3 ) X == + 0 : 3^2 •+ h ^n^ri , ■ 

^voiei die Coefficienten at von n unablidngig sind‘'^), Der somit formulierte 
Satz, der im folgenden immer wieder zur Verwendung kommtj ist 
bereits lange, bevor durcli Riemann und Eocli das allgemeine Theorem 
gewonnen wurde, von Hrn. Her mite anfgestellt worden*^') und soli 
dieserhalb als Hermite^scher Satz bezeiehnet werden. Der Beweis des 
in .Rede stehenden Satzes wurde naturlich ursprilngiicli in rein ana- 
lytisclier Weise erbracht, und zwar ergab er sich einfach aus dem Urn- 
stande, dass in der Reihenentwicklimg der allgemeinsten -O’- Function 
^^ter Ordnung von gegebener Residuensumme die n ersten Coefficienten 
vollig imbestiinmt bleiben, wahrend mit ibnen alle folgenden eindeutig 
bestimmt waren. — 

^Den Zahlwert der Residuensumme *5 hat man offenbar nur bis auf 
ganzzahlige Vielfache der, wie schon bemerkt, fest gegebenen Perioden 
coj^, G)^ zu nehmen. Indem man aber s auf ein Periodenparallelogramm 
eingeschrankt denkt, giebt es eben den wecbselnden Werten des s ent- 
sprechend immer noch unendlich viele Normalcurven Cn, fiber dereu 
gegenseitige Beziehung wir uns des nalieren zu unterrichten haben. 

Zu dem Ende gehe man von der allgemeinsten rationalen Trans- 
formation der Biemann' sclien Fldclie Fm in sich aus und bemerke, dass 
dabei das Integral erster Gattung u notwendig eine gauze lineare Sub- 
stitution : ■ . . 

u = bu c 

erfahrt. IJber die hier auftretenden Coefficienten c lassen sich leicht 
erschopfende Angaben machen, und dies ist eine wichtige, jetzt vorab 
von uns zu losende Aufgabe. ** 

Lasst man u eine Periodenbahn auf der Fm beschreiben, so niuss 
ein Gleiches von u. gelten, d, h. es miissen die Gleichiingen bestehen: 
bm^ = — 

wo wir unter a, y, d vier vorerst . noch gar iiicht naher bestimmte 

*) Stimmt die Eesiduensumme von x' mit s nur bis auf ganze Vielfache der 
Perioden iLberein, so werden nach I p. 157 erst die Producte der ^3?' mit einem 
gewissen Exponentialfactor lineare Punctionen der x- vori der Gestalt (3). 

Man sebe Hermite’s Brief an Jacobi vom August 1844 in Crelle’s Journal 
Bd. 32 ode-r aucli Jacobi’s gesanimelte Werke Bd. 11 p. 102. 
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ganze Zalilen zu Terstehen haben'. Das Zusammenbestehea dieser zwei 
Gleichungen erfordert aber als notwendige Bedingang: 

(4-) V + + (ad — j3?) = 0, (%=«■+ d), 

so dass h Wurzel einer ganzzabligen qaadratischen Gleichung .mit dem 
hoehsten Coefficienten 1 ist. Eben diese aamlicbe Forderung ist aber 
an Ir^ zu stellen, da aucb umgekebrt timitu Periodenwege bescbreiben 
wil’d 5 es ist demgeniass : 

o. 7 ^ 

(5) ad — = 1, d= 2 ' 

Man setze bier zunacbsfc den Fall, dass y = 0 ist; alsdann ist 

(6) X = 2, 5= + l, u = -]ril c , 

wabrend m keiner Einscbrankung nnterliegt. Ist demgegeniiber y ^0, 
so erbalten wir fiir den Periodenqnotienten den particnlaren Weit. 

a 4- & 

CO 

y . 

Soil aler der Herdurcli angezeigte Punkt co der positiven co-Halb- 
GbeiiG aiigeboreHj so darf h nicbt tgoII sein^ und also wcrden wir flii 
dieseii zweiteii Fall y ^ 0 nur die beiden Moglicbkeiten % = 0 iiud 
zu verfolgea haben. Jlinen entsprecben die beiden parti- 
cularen Pormelgruppen: 

(7) z = + h u'= -+iu-jr 0, 

( 8 ) 7c = ±:~l^ ^ = zi = -j-Qtc^c, + + ^? 

a H- 

CO — — = 

7 

Diese beiden letzteren Falle treten also nur ein^ falls die Invariante 
bez. ^2 den Wert Null hat, d. i. ntir im barmonisclien bez. aquian- 
harmonischen Falle (cf. I p. 12). 

Anf der anderen Seite uberzeuge i^an sick, class alle bis jetzt ge- 
fandenen Formeln u —hu c, und zwar bei ganz. willkurlich bleiben- 
dem c, auch wirklich Transformationen der Flache Fj^ in sich darstellen. 
Zu diesem Zwecke wolle man die betreffende Substitution cles a anf 
ein einzelnes Periodenparallelogramm austiben und wird finden, dass 
dasselbe yon „erlaubter Abanderuhg^^'*') abgeseben gerade in sich trans- 
formiert wird; dabei wahlt man in den beiden particnlaren Fallen der 
Formeln (7) und (8) das primitive Periodenpaar zweckmassiger Weise 

Diese Ausdrucksweise besitzt tier denselhen Sinn und die gleiche func- 
tionentkeoretisclie Bedeutung wie im zweiten Abscbnitt (vgl. z. B. Ip. 280). 
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so aus, dass das Periodenparallelogramm gieicliseitig wird und die 
Winkel ~ bez. ^ aufweist. 

Gelien wir nun gieicb wieder vom Periodenparallelogramm bez. 
der Flache znr Normalcurve zuriick, so entspringt der Satz: Die 
ellipUscJie Normalcurve Cn gestattet unendlich viele eindeutige Transforma- 
tionen in sicJi; im allgemeinen sind dies diejenigen Transformationen^ 
ivelclie siclh in der transcendenten Gestalt: 

(9) c 

darstellen; im liarmonisclien und dqiiianJiarmonischen Falle aber liommm 
m (9) nocJi die Siibstitutionen : 

(10) u' = + 4" ^ u = -fr u c 

Mnjsii; die Constants c hleibt liier allenthalben unhestimmt 

Dureli vorstehende Betracktung wird nun gerade die Frage nach 
der gegenseitigen Bezieliung der Normalcurven getroffeU; welche bei 
einem und demselben Periodenverbaltnis (o^ : Oq den wecbselnden Werten 
der Residuensumme s entsprecben. Fuhren wir namlicli unter Bei- 
bebaltung der in denFormeln (l)und (2) gebraucbten Bezeichnungsweise 
die Transformation + aus, indem wir dabei c im speciellen 

aus nc = s berechnen und — c = a'ik setzen, so sind die 

n n 

(11) x'i = C'i fj 0 (it' — a/i) = Ci ]j[ 0 ill — dii) 

k—l k~l 


nach den allgemeinen Satzen . liber die Functionen der Flache F^ mit 
rationalen ganzen homogenen Functionen Gi . . .) der urspriing- 

lichen Xi proportional; und andrerseits stellen die Xi^ wie man sieht^ 


o'-Producte mit der Residuensumme Null, 


1 

it=i 




= 0, vor. Indem wir 


also das Ooordinatensystem fest denken, wird die durch ii = u c 
angezeigte Transformation der Normalcurve in sich durch 

X-^ i X(^ r • • • I Xn G^ (^0 * ^2 ; • • • i G^ (xi) 

dargestellt, und auf diese Transformation Jcommt also der vollmgene 
Wechsel der Mesiduensumme 0 uruch . 

Zugleich geht hieraus hervor, dass wir unsere Betrachtung nicht 
im Wesen beschranken, wenn wir liber die Residuensumme (2) von 
vornherein in particularer Weise verfligen; wir schreihen in diesem Sinne 
fortan filr dieselbe etwa den Wert Null vor, 

Unter den Transformationen der Normalcurve Cn in sich giebt es 
immer einige, die in einfachster Weise Collineationen sind. Um sie zu 
finden, liben wir h' = + w + und erhalten als Residuensumme 

Klein-Pricke, Modulftmctionen. II. 16 
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fiir die enispringenden xl zunaclist -[- nc, indem ja <5( — u) — — 
ist uiid die Eesidaensumrae der Xi Rull sein. sollte. 1st Jetzt -\- nc 
ein ganzzahliges Yielfaclies der Perioder, so lassen sicli die Xiy indem 
wir sie mit einem gemeinsamen Bxponentialfaetor verselien (c£ I p. 157), 
wieder als o^-Producte mit 5 = 0 darstellen: nur in dieseni Palle, 
dann aber aucb. stets, lassen sicb die xl mit n lineareii tiomogeiien 
Verbindungen der ursprCinglielien Xi proportional setzeu. Sclireiben ivir 
also nc = 20^+ (wobei wir offenbai* die ganzen ZaMeii ly [i auf 
das Intervall 0, 1, . . (n — 1) einschr'anken kbnnen), so entspringt der 
Satz: Die elliptisclie Isormahiirve Ordnimg geM, den 2n^ Substitution en: 

'II lay-, 

( 12 ) ,, = 

ents 2 yrechendy durch 2n^ ColUneationen des Haiimes Phi^t in sich seTbst 
liber y tind es sind dies die eimigen derartigen ColUneationen^ falls weder 
noelh tersclmindet'^). Diese Collineationen bilden eine Gruppie 

in welciier die oben (p. 3 u. f.) betracbtete eine ansgezeiclinete 
Untergruppe des Index zwei ist**^^). 

§ 2. Geometriscbe Polgernngen iibeT die Normalenrven 6« 
vermoge der Metbode des Projicierens. 

In Bd. I p. 560 u. f. haben wir bei den Normalenrven beliebiger 
GeschlecMer p eine Art geometrisclier Deduction erwabnt, die man als 
Methode des Projicierens und Schneidens bezeiehnet, und die insbe- 

Im Falle des Versebwindens von g^. oder wacbst die Zalil der Colli- 
neationen der 0^^ in sich ersichtlich auf hez. Yom letzteren Falle haben 
wir bei = 3 bereits in I p. 686 n. f. eine Auwendung zu machen gehabt. 

‘W’eitere Untersuchungen uber die eiudeutig-en Transformationen (9) der 
in sich hat nach der geometrischen Seite hin insbesondere Hr. Segre ange- 
stellt; 2 . B. zieht derselbe diejenigen im gelegenen Regelhachen {n — 

Ordming zur naheren Betraebtung heran, deren Erzeugende jeweils die geraden 
Yerbindungslinien zweier einander durch die grade vorliegende Transformation 
zugewiesenen Punkte der (7^ sind. Im Falle = 4 gewinnen wir fiir jede Trans- 
formation eine Regelflache 2*®^ Grades, anf welcher die gelegen ist- Doch 
vgl. man das Nahere in der I p. 568 citierten Arbeit Segre’s. Zahlreicbe in 
gleicher Eichtnng liegende Untersuchungen anderer Geometer konnen wir nicht 
besonders verfolgen. tJbrigens darf wohl noch bemerkt werden, dass die Colli- 
neationen der Curve S^er Ordnung in sich zuerst auftreten in der Arbeit TOn 
Klein, y, Tiber eine geometrische Inter jgretation der Mesolventen algelraisclier Glei- 
chungen^^y Math. Ann. Bd. 4 (1872); vgl. insbesondere p. 353 u. f. daselbst. Hieran 
reiht sich znnachst weiter der Anfsatz von Earnack, tiler die Harstellnng der 
Maumeurve vierter Ordmmg erster Species durch do^peltperiodisclie IFunctionen, 
Math. Ann. Bd, 12 (1877). 
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sonclore von den naodernen italienisclien Geometern zur Anwendung 
gebraclit ist. Wir werden bier durch Cberlegungen clieser Art oline 
Millie eine Eeibe Yon Anfscbliissen liber die elliptiscben Normalcurven 
ableiten konneii. 

Bei fest gegebenen Werten (oder, nocli besser gesagt^ bei 

gegebenen ^2, g.) giebt es im Sinne des vorigeu Paragraplien fur die 
projective Auffassimg im wesentlicbeii nur eine einzige NormalcnrYe 
On, die eigentlich im En~i gelegen ist. Man projiciere jetzt die On 
Yon einem Punkte des Bn^i auf eine dureb. diesen Punkt nicbt bin- 
dm*clige]iende Ebene des En—i, d. i. genauer gesproclien: anf einen ioi 
Rn-i gelegenen linearen Rauni En--2 von (n — 2 ) Dimensionenj der 
das Projectionscentrum niclit enthalt. Zwei Falle liaben wir liierbei 
zu untersclieiden, je naclidem namlich das Projectionscentrum auf der 
On selbst gelegen ist oder nicbt. Als Erojection finden ivir im ersten 
Fall die Normalcurve Cn—i des 0iveiten Fall aber eine ellip- 

tisclie Oime On der Ordnung des Eaimes En—^. 

Der fraglicben Massnahme werden wir leicbt eine analytiscbe 
Grundlage verleiben und damit den eben ausgesprochenen Satz be- 
legen. "Wir wMen zu dem Ende das Coordinatenpolyeder der Xi 
derart^ dass das Projectionscentrum in die Ecbe 

jT j Xji — 1 “ 0 

zu liegen kommt, wahrend die gegeniiberliegende Seite ccn = 0 die Pro- 
jectionsbasis sein soil. Die fraglicbe Projection bestebt dann ein- 

facli in der Abstreifuug der Variabelen Xn und Dentung der iibrigen 
als homogener Coordinaten des En^2- Liegt dabei die zum Projections- 
centrum gewalilte Ecke auf der Cn und kommt ibr der Wert ti = a 
des Integrals zu, so haben die (n — 1 ) ersten < 5 -Prodiiete Xi den Factor 
6(11 — a) gemeinsam. Indem wir also ibre Verbaltnisse als bomogene 
Coordinaten des En—2 deuten^ kbnnen wir den gemeinsamen Factor 
^ — <2) fortbeben und babeu dann thatsachlicli nur nocb mit 

(j,-i — 1 ) -gliedrigen (?-Producten zu tbun. Im and eren Falle (dass nam- 
licb das Projectionscentrum nicbt auf der On gelegen ist) bleiben die 
Xn—i n-gliedrige (?-Producte und werden also aucb im En^2 
das Periodenparallelogramm der Ebene auf eine Cn der Ordnung n 
abbilden. 

Bei der soeben Yollzogenen Projection von einem Curvenpunkte 
aus baben wir ilbrigens stillscbweigend die Voraussetzung gemacbt^ 
dass derselbe kein mebrfacber Punkt der On sei. Indem wir auch 
weiter an eiuer dementsprechenden Wabl des Projectionscentrums auf 
der Cn festbalteU; mogen wir die 1 in die Cn~^2 des En—^, diese 

16 * 
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in die CL-s des I ?«_4 u. s. w. projieieren*). Letzten Endes kommeii 
wir solcterweise zur des zur C 3 des Bg und endlich zur doppelt 
iiberdeckten Geraden mit yier Verzweigungspunkten (cf. I p. 568). Hier 
liaben wir nun folgende geometrisch evidente Uberlegung: Da die ebene 
63 des GescHecbtes j) == 1 weder doppelt zahlende Ourvenzuge nocli 
aucb mebrfaebe Punkte aufweist, so konnen solcbe aucb. bei der 
des ^3} bei der Cl des u. s.w. nicht eintreten: Die elli^tisclie Normal- 
curve Cn des Bn—i iveist also iveder doppelt mlilende Zuge noch uberJiatipt 
mehrfaclie BmiMe auf; einen Satz^ den man natiirlich aucb analytiscb 
als eine Eigenscbaft der ^ 2 -gliedrigen ^-Producte Xi aussprecben kann. 

Einen Augenblick verweilen wir noch bei dem Falle, dass aucb 
Projectionen von Punkten, die nicbt auf der Curve liegen, mit zur Aus- 
fiibrung kommen. Da werden wir, allgemein zu reden, elliptische Curven 
^^ter Ordnung im Eaume Bv von v <Cn — 1 Dimensionen erbalten. Um- 
gekebrt bemerkt man aber aucb aufs leicbteste (durch Betracbtung 
der zugehorigen <?-Producte), dass jede in einem By gelegene elliptische 
Curve Cn einer Ordnung n'> v 1 als Projection der einen Cn des 
angeseben werden kann. Diese allgemeinen elliptiscben Curven 
des By mit einer Ordnung >2/4” 1 treten nun an Einfachheit in mebr- 
facber Eucksicbt binter der einen diesem Eaume By angeborenden 
NormaDCy-f-i zuruck. Ersilicb ist gar nicht ausgescblossen, dass jene 
Curven mebrfaebe Punkte aufweisen mogen, ein Umstand, der fur v = 2 
sogar notwendig auftritt. Auf der anderen Seite aber bemerke man, 
dass es aucb fur den projectiven Standpunkt selbst sebon bei n — v-\-2 
nicbt mebr nur eine, sondern unendlicb viele wesentlicb versebiedene 
elliptische Curven im By giebt, was man vermoge einer kleinen Zwiseben- 
betraebtung durcb die Willkiir des frei im By zu wablenden Pro- 
jectionscentrums zu begriinden bat. — 

Endlich verwenden wir die Metbode des Projicierens mit Vorteil 
bei der Discussion einer algebraiscben Darstellung der Normalcurve 
^ter Ordnung. TJm eine solcbe zu Wege zu bringen, bilden wir uns 

die ~ ^ quadratiseben Verbindungen der Xi und bemerken, dass 


Diese auf einander folgenden Massnahmen lassen sich ubrigens aucb in 
einen Sebritt zusammenzieben; so z. B. werden wir die beiden ersten Projectionen 
zusammengenommen aucb als eine Projection der von der Polyederkante 
a?! = iTg r== . . . = 0 auf den durcb = 0 dargestellten linearen 

auffassen. Man macbe sicb diese Verbaltnisse am Beispiele der deut- 
beb; die Tetraederkante, von der aus wir projicieren, muss dabei eine Secante 
der a, sein, urn als Projection der auf die gegenuberliegende Tetraederkante 
die letztere in doppelter Uberdeckung zu erbalten. 
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clieselben 2 w-gliedrige ^-Producte der Eesidaensunmie Null Yorstellen. 
Nach dem Hermite’sclierL Satze konnen also iinter ilmen lioclistens 2n 
linear-iinabliangige Grossen vorkommen, walirend sicli durch diese die 

iibrigen Producte XiXk linear darstellen lassen. So entspingen 

^ linear-imabJidngige homogene Belationen meiten Grades mviscJien 

den ivir tverden dieselben als ehenso viele Fldchen zweiten Grades des 
Tin— I deiiten, auf deren jeder die gam gelegen ist Tliatsaclilick wer- 
den wir weiter unten 2n linear -unabhangige 2M-gliedrige o' -Producte 
auf dem gekennzeichneten Wege gewinnen und konnen daraufhin die 

“2 quadratisclien Relationen unmittelbar liinschreiben. Es ist 

interessant sclion bier zu bemerken, dass diese Relationen nicbt nur, 
wie wir scbon andeuteten, von einander linear-unabliangig sind, son- 
dcrn dass aiicli nmgekehrt jede neue guadmtisclie Belaiion mir eine lineare 

GomUnation jener GldcJnmgen ist. Auck letzteren Umstand 

folgert man leiclit aus der linearen Unabhangigkeit jener zunachst 
gebildeten 2n 0 - Producte"^). 

Man kann nun vermbge der Metkode des Projicierens den Beweis 
erbringen, dass die eben genannten Fldchen meiten Grades die 

Normalmrve Ordmmg rein mm Aiissehnitt bringen, Man setze nam- 
lick, die Placken katten ausser der Cn nock einen weiteren Bestand- 
teil (7^^) gemeinj und wende nun Projection von einein Punkte der On 
aus an. Um zu besckreiben, was kierbei aus den Placken zweiten 
Grades wird, kleiden wir die leickt zu bewerkstelligende analytiscke 
Deduction sogleick in ein geonietrisckes Gewand. Wir fassen die 

- Placken als Individuen eines -fack unendlicken 

2 « 

linearen Systems solcker Placken auf und finden in diesem insbeson- 
dere ein _X — fack unendlickes lineares System von Kegeln, 

deren gemeinsame Spitze das Projectionscentrum ist. Nur diese Kegel 
liefern nack Ausfllkrung der Projection im ein System von 

( ■ ? ... linear-unabkangigen Placken zweiten Grades^ welcke nun 

ihrerseits im Sinne unserer Annakme die Curve Gn—i + aus- 

schneiden werden. Hier wolle man beackten^ dass diese letztere Curve 
jedenfalls die gesamte Projection des Durckscknitts On + 

*) In derselben Weise Hessen sicli auck die cubisckenj biquadratischen etc. 
Relationen zwiscken den x bekandeln. 
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Flachen 2 ^^^^ Grades im Bn~i aufweisen muss, imd dass eben deslialb, 
wofern ein Teil wirldicb vorkommt, jedenfalls aucb eia Ourvenzug 
auftreten muss. Die namliclie Uberlegung wiederliole man bis 
zum Eaume lierab, wo jetzt offenbar zwei Placben zweiten Grades 
mebr als eine 64 gemeinsam baben miissten, sofern eiu Zug wirk- 
licb auftreten sollte. Indem man aber weiss, dass die elliptisclie 
lvoriiial-C '4 des Eq der vollstandige Durcbsehnitt zweier Placben zwei- 
ten Grades ist, ergiebt sicli jetzt umgekebrt unsere obige Bebauptung 
betreffs des reinen Ausscbnitts der Cn,. 

§ 3. Bas kanoniselie Coordinatensystem der nnd seine Ver^ 
allgemeinerung fiir die Cn- 

Die Bedeutnng, welcbe den elliptiscben Normalcinwen fiir die 
Probleme der Teilung und Transformation zukommt, wird dadurcb 
begrxindet, dass wir besonders eharakteristiscbe Coordiuatensysteme 
fiir die Darstellung der Cn zu Grunde legen konnen. Wir werden in 
diesem Sinne gut tbun, bier znnacbst einige der gebraucblicben Ooor- 
dinatensysteme der ebenen in die Discussion zu zieben und be- 
ginnen mit der Betrachtung der woblbekannten Gleicbungsform 

die wir aber sogleicli unter Einfahrung der bomogenen Ooordinaten : 

( 1 ) 

in die homogene Gestalt umsetzen: 

( 2 ) x^^Xg — Axi + + g^x^^ = 0 .=^=) 

Die biermit gescliriebeue Gleicbungsform der (7g heisse die Tcano- 
nisclie, einen Namen, den wir zugleicb auf das ibr zu Grunde liegende 
Coordinatensystem iibertragen. Indem wir sogleich den geometriseben 
Sinn des kanoniscben Coordinatensystems bescbreiben wollen, moge 
man vorerst nocb bemerken, in welcb’ naber Beziebung die kanonische 
Gestalt (2) zur linearen Invariantentbeorie der ternaren cubiscben 
Formen stebt. Eine Form dieser Art besitzt bekanntermassen zwei 
Invarianten, die man nacb Aronbold, welcher sie auffand, durcb S 
und T bezeicbnet. Die erste unter ibnen ist von vierter, die andere 
von secbster Dimension in den Ooefficienten, und man findet ihre voll- 
standigen Ausdriicke z. B. in den Salmon’schen Yorlesungen iiber 

*) Indem man ubrigens auf die Pormeln (3) in I p. 167 zuruckgeht, stellen 
sioh die hier auftretenden x. mit gewissen dreigliedrigen s-Producten proportional 

dar, womit formeller Ansobluss an das Gleichungssystem (1) des vorletzten Para- 
graphen gewonnen ist. 



V, 1. Einfiiiirung der ellii 3 tisclieii Normal cur ven. 


247 


hohere ebeue Cnrveii. Berechnet man nun fiir die Form (2) die beideii 
fragliclien Invarianten, so kommt: 


( 3 ) 


S = - ~g.2, ^ = 


3 7 


cs Sind also von mmerisclien BesfmidfeUen ahgeselien umnitteTbar die bel- 
den AronJioM sclien Invarianten, welcJie die Coeffieienten imserer Icanoni- 
scJien CrleicJmngsforni abgehen. Will man Gleiclinng (2) nocb. so um- 
fornien^ class nur noch die absolute rationale Invariante J allein in 
den Coeffieienten anftritt, so wende man zu dem Zwect die Trans- 
formation an: 

( 4 ) aJi = {gS ■ • 2/3) . 

Die Gleicliung (2) nimmt daraufhin die Gestalt an: 

( 5 ) Vi 2/s — 42/38 -f (2/3 2/3' + 2/8®) = 0 . 


tiberall sind es bier nur die rationalen Invarianten (cf. I. p. 3 u. f.)^ 
welcbe in den Coeffieienten nnserer Gleiebungen (2) unci (5) auftreten. 
Man balte hieran im Gegensatz zu spateren Entwicklungen fest, wo 
wir aueh wieder irrationale Invarianten als Gleichungscoefficienten 
antreffen werden. Vor allem ziehe man aber aus der Rationalitat der 
Coeffieienten von (2) sogleich den naehfolgenden Scbluss : Eine leliebig 
vorgelegte elliptisclie Idsst sicli nur durcli eine einsige Gleichiing der 
Icanonisclien Gestalt darstellen; denn es sind eben die Coeffieienten der 
letzteren rational in deujenigen der urspriinglichen Gleicbung. Man 
wird ini Anschluss hieran gleich fragen, clurch wieviele unterschiedene 
lineare Transformationen eine vorgelegte allgenieine Gleichungsform 
der Og in die kanonische Gestalt tibergefuhrt wird: Offenhar giebt es 
insgesamt achUehn derartige Transformationen^’), dem TJmstande ent- 
sprechend; dass die Cg durch achtzehn Collin eationen in sich iibergeht. 

Bei dieser Sachlage muss es fiir die Normalcurve dritter Ordnung 
immer achtzehn verschiedene kanonische Coordinatensysteme geben, 
die insofern mit einander gleichberechtigt sind, als sie alle aus einem 
unter ihnen durch die Oollineationen der entstehen. Es ist hier- 
mit noch keineswegs behauptet, dass es nun aueh achtzehn unterschie- 
dene kanonische Ooordinatenffmeefe giebt; vielmehr kaiin das einzelne 
unter ihnen sehr wohl bei einer in der enthaltenen Gv mit 1 
in sich iibergehen. Wir kbnnten in diesem Betracht sehr leicht ana- 
lytisch das Naliere feststellen; inzwischen gelangen wir durch eine 


Im Falle = 0 imd ^3 = 0 ^nvd es in analoger Weise ersichtlich 36 
bez. 54 lineare Transformationen einer allgemeinen Gleichungsform in die kano- 
nische Gestalt geben. 
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geometrisclie Betraclitung des kanonischen Systems nock zu einem besse- 
reii tiberblicL Dabei ist nun sofort zu seken, dass == 0 eiue 
Wencletangente unserer Curve ist, deren Berukrungspimkt in aer Ecke 
liegt, und dass die zu diesem Wendepunkte gekorende 
liarmonisclie Polare diirck = 0 dargestellt ist. Dm die Bedeutung 
der dritten Dreiecksseite zu finden, sckneide man die Cg mit dem vom 
fraglicken Wendepunkte ausgekenden Geradenbilsckel = 

Unter diesen Geraden giebt es vier Tangenten der Cg, deren Parameter 
5^2, ^ig sick, wie man leickt berecknet, aus 
( 6 ) = 0 

bestimmen. Mit Riicksickt auf I p. 17 u. f. ergiebt sick also, .dass 
durck ^2 = 0 die lineare Polare der Wendetangente (%g = 0) in JBemg 
anf die drei anderen Tangenten ( 6 ) dargestellt ist. Da eine ebene 
des Gescklecktes jp = 1 neun Wendepunkte kat, so giebt es anf Qnmd 
nnserer geometrischen Analyse insgesamt neun Icanonisclie Coordinaten- 
dreiecJce. Ein jedes unter iknen muss demnack bei einer 
andert bleiben. Diese 6^2 wieder geometrisck von vornherein 

zu erkennen, denn die zum Wendepunkt 0 als Centrum und 

zur karmoniscken Polare = 0 als Axe gekorende karmoniscke Per- 
spectivitat (cf. I p. 709) muss offenbar die Cg wie das Coordinates 
dreiecfc der Xi in sick tlberfukren. 

Die neun karmoniscken Perspectivitaten der (7g in sick sind offen- 
bar diejenigen Operationen der welcke sick in der transcendenten 
Gestalt ti — — u c darstellen. Insbesondere gekort u' = — u zum 
Coordinatendreieck (1), und es stellt sick diese Transformation alge- 
braisck in einfackster Weise durck Zeickenwecksel des x^ bei unver- 
anderten x^, dar. Die iibrigen neun Transformationen: 

(7) = 

der Og in sick, welcke fur sick eine Untergruppe Gg der G^g bilden, 
werden sick in den Xi durck solcke lineare Substitutionen darstellen, 
deren neun Coefficienten (abgeseken freilich von der Identitat u = u) 
durckgekends von Null verschieden sind. Es ist ein Leicktes, iiber 
diese Coefficienten nahere Angaben zu macken. Wir bezeicknen dabei 
die §)- und Function des besonderen Argumentes ( 7 ) durck 
und px,jii(u) und kaben nun offenbar die beiden Ansatze: 


( 8 ) 


fl', M = + Cls 

S Cj p'(u) + c^p{u) + C3 ' 




+ O^Piu) + C3’ 


WO die tti, hi, c, tou u unabhangige Coefficienten sind. Um z. B. die 
hi, Ci zu bestimmen, bemerke man, dass 
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nnabhaiagig loixu erfiillt sein muss. Entwiekelt man also die linte Seite 
Ton ( ) in eine Eeihe nach ansteigenden Potenzen von u wobei fur 

P OO cliePormeln I p. 149 (1), fur aber die Taylor’sebe 

Jiiiitwicklung: 

(10) P’;!, (n) = P;, „ -f « • p'x , ,, + Pi „ -i- |! pli^^ ^ . 

Anwendung findet*), so muss der Coefficient jeder einzelneu Potenz 
von a in der fiir (9) entspringenden Reibe identisch verscliwinden : so 
erhalt man lineare Gleichungen zur Bestimmung von bi,Ct. tjberdies 
^ eachte man, dass nicbt nur das Quadrat von p'(ti) ganz und rational 
in P(m), ist, sondern dass vor allem die samtlicben boberen Ab- 

leitungen p"(iO,- • ■ ganz und rational in p’ {u),g^,g.^ dargestellt 
warden komen. Indem ein analoger Gedankengang offenbar auf die 
ers e Gleiclmng (8) Anwendung findet, lassen sicb die Coefficienten 
a, 6 c als rationale gauze Functioneu von g^, g^ und den beiden be- 
sonderen Teilwerten p^^ darstellen. Yon lassen sicb alle 
bolieren Potenzen als die erste, von p,„^ alle boberen als die dritte 
en ernen (cf. Formel (3) p. 16); bat man diese Reebnung durcligefiilirt, 
so Sind die Coefficienten jeder der Gleicbungen (8) bis auf einen alien 
gemeinsamen Factor eindeutig bestimmt. 

Die elementare Durcbfiibrung der biermit skizzierten Reebnung 

tuhrt auf die nacbfolgende, sogleicb wieder bomogeii gesebriebene 
DUDstitution : 


= 8p;; ■ a;, - 4p),,(12j4 - p,) . 

— ^g^pi/^ — Cps) • njg , 

(11) . 8pzftpxf,-x^ — 4(4pl„ — Sg^px,, + 4pg) . 

-+■ (4^2 -f 24p3pi^ + ^ 

= 8px,, ■ a?! + 4(12p|^ - p^) . 

4(4p|„ — g^pxx, + 2g^)-Xi, 

wobei unter a der Proportionalitiltsfactor verstanden ist. Indem wir 
nun noclr der Combination A = = 0 in (7) die identisebe Substi- 

tution der Xi zuordnen, liefern uns die versebiedenen Werte X, p ins- 
gesamt neun SuTostitntionen, welcbe eine Gruppe bilden. Natiirlik vrird, 
falls wir durch Combination zweier solcben Substitutionen eine dritte 
Operation der Gf-g wirklicb berstellen wollen, ein ausgeclebnter Gebraucb 

*) Man vergl. die im vorigen Abschnitt p. 12 eingefuhrte Bezeichnunesweise 

der Teilwerte, 
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vo!i clenjenigeE algebrdselien Relationen zu macben sein^ welclie fiir die 
pLuj als fill- gauze ModulformerL clritter Stiife^ in Giiltigkeit sind. 
In entsprecliencler Weise kommen die speeiellen Teilungsgleicliung'en 
selbst ziir Anwenduiigj falls wir die Gleickung (2) thatsacblick durch 
(lie Substitution (11) in sick selbst llberfilhren wollen. 

Die Verallgemeinerung des kanonisclien Coordinatensystenis fiir 
die Normaleiirveii u. s. w. lasst sick in mekrfacker ilrt erreicben. 

Immer liegt iiiir der Xaekdruck darauf, dass wir aussckliesslick mit 
clen rationales Invarianten ocler, um es gleick anders za sagen, mit 
Grossen erster Stufe zu tkim haben wollen. Dies erreicben wir z. B., 
wenn wir fiir die Cn des als Cartesiscbe Coordinaten p' 

..j ZU Grimde legen"^)* dass diese Grossen ancb wirk- 

lich linear -unabliangig sind, erkennt man leicbt aus den Anfangsr 
gliedern der Eeikenentwicklungen nacb u. Es werden dann z. B. die 
beiden linear -uiiabbaugigen Flachen zweiten Grades, welcke die Raum- 
curve Tierter Ordnung als Durcbscbnitt baben, durcb die beiden Glei- 
cbiingen 

(12) ( = 

— 2 pp ' + 2g.^p + 3^3 = 0 

gegeben sein, in deren Ooefficienten ausser numeriscben Bestandteileu 
nur die Invarianten entbalten sind. An Stelle von (8) treteu 

jetzt die Gleicbungen: 


(13) 


pl, (?0 


: 9' W + + ^4 

6ip' {u) + ill) -4* 4“ ^4 


etc. 


Die Bemerkungen fiber die Ooefficienten der Gleicbungen (13) iiber- 
tragen sick vom Falie n = 3 ber obne weiteres, wie man denn ofFen- 
bar aucb ganz allgemein bei der elliptiscben Normalcurve Ordnung 
wiederuin entsprecbende Verbaltnisse antrifft. Wir baben iibrigens 
um so weniger Veranlassung, bierbei nocb ausfiibrlicber zu verweilen, 
als das kanoniscbe Ooordinatensjstem fiir unsere spateren Zwecke der 
engeren Modultbeorie nicbt entfernt eine gleicb wicbtige Bedeutung 
besitzt, wie das nun zu bespfecbende „singulare^^ System. 


§ 4. Das singulare Coordinatensystem fiir die ISTormalcurve 
Erste Einfiilirung der Grossen 

Mit Riicksicbt auf sein l^erbalten gegeniiber der Modulgruppe 
konnten wir das kanoniscbe Coordinatensystem der Normalcurve 

*) Etwas anders ist die Verallgemeinexung des kanoniscben Coordinaten- 
systems in „l:sformalcnrven“ § 7 dnrclagefuhrt. 

Man vergl. Mer die nocb mebrfach zu nennende Arbeit von Hrn.Biancbi, 
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Ordiiuiig aucli als dasjenige der ersten Stafe bezeiclmen. Es hat sich 
aher des weiteren gezeigt, dass man in iibersiclitliclier Weise ein 
aiideres Coordinatensjstem far die aiifbaueu Icann, welches eine 
gleich innige Beziehuug zur Stufe aufweist; wir Tverden dieses 
neue Coordinatensystem als das singtilcire benetinen. Im Falle n = 3, 
den wir wieder zunaclist besonders betrachten^ liandelt es sicli einfacli 
urn die sogenannte Hesse’sche Normalform der Carvengleiclmag. Die 
letztere lautet bekanntlicli: 

(1) + X/ + A7 + 6aX,X,X,2 = 0; 

wir haben dabei die Coordinaten, wie es liinforfc allgeineiii bei Zu- 
grundeiegung des singidareji Coordiiiatensy stems gescliehen mag, durcli 
den Buchstaben X bezeiclmet. 

Um an dieser Gleicliung die allgemeinen tiberlegungen von § 1 
and § 2 zu specialisieren, so bemerke man zunachst, dass sich die 
aller Collineationen der in sich unter Zugrundelegung der Xa ausserst 
einfach darstellt. Es wird namlich (1) erstlich bei den sechs Per- 
mutationen der X^, welche eine Untergruppe bilden, in sich iiber- 
gehen, ansserdein aber bei der aus XJ = entspringenden Gq, 

welche mit der Gq zusammen die G^q bilden wird'^). Man sieht^ dass 
das Coordinatendreieck der Xa diircli alle aclit^elm Collineationen der 
in sich transformiert tvird. und eben deshalb milssen die neun Schnitt- 
punkte desselben mit der von denen ilbrigens zufolge leichter 
Rechnung keine zwei coincidieren, ein System von neun Punkten der 
bilden, das durch alle in Rede stehenden achtzehn Collineationen 
in sick ubergefiihrt wird. Man wird sofort vermiiten, dass wir hier 
mit dem System der neun Wendepunkte der zu thun haben, nnd 
beweist solches in der That aiif Grand bekannter Satze liber Ourven 
gter Ordnimg durck Berecknnng der Hesse'schen Curve von (1), ftlr 
welcke wir die Gleichungsform gewinnen: 

+ X/ + X/ - • XoX, X, = 0. 

Es ist nun ein bekannter Satz aus der Tkeorie der ebenen Ourven 
dritter Ordnung, dass sich die neun Wendepimkte auf vier Weisen 
durck je drei gerade Linien ausschneiden lassen, und man benennt 
diese vier Tripel von Geraden als die vier Wendedreieclce der Og. Indem 
das Dreieck cler X^ zu iknen gehort, finden wir vor alien Bingen das 
m—- 

liter die Nonnalformen driUer und funfter Stufe des elli^tischen Integrals enter 
Gattung , Math. Ann. Bd. 17 (1880). 

Die Specialfalle = 0 und g^ = 0 lassen wir hier der Kiirze halber ausser 
Betracht. 
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Resnltat, dass tmser singulares Coordinatmdrekck der ernes unter vier 
coordinierten ist Wir konnen daraufhin leielit die Anzahl aller singii- 
lareu Cooxdinatensysteme selbst bestiinmen^ indem wir abzalilen, wie» 
yiel Sabstitutionen XJ == Cot aiis (1) wieder eine Gleicliiiiig derselben 
Gestalt herstellen. Offenbar aber darf man' zu solcbem Zwecke erst- 
licb jedes Xa mit einer beliebigen multiplicativen dritten Einlieitswurzel 
verselieu, was filr die Quotienten der Xa neim Moglichkeiten giebt. 
Coinbinieren wir dieselben mit dea seeks Permiitationen der Xa, so 
entspringen bei festliegendem Dreieck nock 54 versekiedene Systeme^ so 
dass die GesamUalil aller singuldren Coordinatensysteine filr die Normal- 
curve drifter Ordmmg sich m 216 lerechnet. 

Statt kier librigens Yon 216 Ooordinatentransformationen zu reden, 
konnen wir ein erstes System auck festkalten und nun die entspringen- 
den 216 Substitntionen als eine Gruppe von Collineationen der 
Ebene anffassen. Indem dann (1) bei einer Untergruppe G^^ in sick 
selbst tibergekt, entspringen insgesamt zwolf untersekiedene Glei- 
ckungen (1); d. h, der Coefficient a ist eine mvdlfwertige Grosse^'"). Um 
die nail ere Bedeutung derselben aufzudecken, stellen wir die nack- 
folgende Betraclitimg an. 

Wenn wir von einer Yorgelegten allgemeinen Gleicliungsform der 
Cg durek eine der 216 Substitntionen zur Hesse’seken Normalform 
gehen, so wird dabei a jedenfalls eine komogene Function nullter Di- 
mension der ursprunglichen Coefficienten werden. Stellen wir also 
gleick fest, dass a als Bwblfivertige Function der absoluten Invariante J 
allein betracMet tveyxlen liami, Des nakeren gelingt es leickt^ alle zwolf 
Werte a in einem unter iknen auszudriicken. Erstlick werden bei 
der G 54 , welcke das Coordinatendreieck der Xa in sick transformiert, 
offenbar neben a selbst nock die beiden Werte ci = Qa, a = Q^a 
treten. Weiter aber miissen wir vom Dreieck der Xa den Ubergang 
zu einem zweiten Wendedreieck finden und merken zu dem Ende als 
die Coordinaten Xa der neun Wendepunkte an: 

(2) (-l,p%0), (9% 0,-1); ^. = 0,1,2. 

Sebreiben wir also z. B. 

(3) 7t • Xa = Aq -j- 


*) Die bei dieser Auffassung eintretenden zwolf Curven gelioreu ubrigens 
alle dem sog. syzygetischeii Buscbel *an, das sicb aus Grundcurve und Hesse- 
sclier Curve linear zusammensetzt (vgl. Clebsck-Lindemann, VorUsimgen iiber 
Geometrie I p. 505); im barmoniseben Dalle werden jene zwolf Curven zu je zwei, 
im aquianbarmoniseben zu je dreien identiseb. 
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so liaben wir offenbar im Dreieck der wieder eiii Wendedreieck. 
Aber die Collineation (3) fiibrt von (1) zur neuen Gleicbung: 


-f A7 + AV + 6 = 0, 


und da die letztere wieder die Hesse'sclie Normalform bat, so geliort 
die Operation (3) der G^iq an. Eine neue Gestalt des in Kede stelien- 
den Coefficienten lese man aus der letzten Gleicbung ab und gewinnt 
nun sofort als dessen samtlicbe zwblf Gestalten: 


( 4 ) 


a — 


CIQ 




Da baben wir nun die zwdlf TetraedersithstifuUonen wieder ge- 
wonneii, weun aucli noch iiicbt direct in der Gestalt von I p. 615. 
Um die letztere zu erlialten, kann man entweder 


( 5 ) 



Oder 


a = 


1 

2 


setzen, welcbe doppelte Moglichkeit offenbar in dem Umstande be- 
grundet ist, dass die Tetraedergruppe nicht nur in sicb, sondern aucb 
in der Oktaedergruppe ausgezeichnet entbalten ist. Wir bebaupten 
nun, dass filr uns die zweite Pormel (5) die zutreffende ist, dass also 
der Coefficient a, mit dem Factor — 2 verseJieoz, als Function der ratio- 
nalen Invariante «/, direct die Tetraederirrationalitdt | in der von uns 
seinerseit gewdlilten Fixierung vorstellt, Man findet namlicb als Aus- 
driicke der Invarianten Sy T im Anschluss an die Form (1) (cf. Sal- 
mon 1. c.): 

S^a- a\ T^l — 2Qa^ — ^a^. 

Rechnen wir dies vermoge der zweiten Gleicbung (5) auf § uni und 
reciirrieren auf (3) p. 247, so ergiebt sicb: 

J __ 645 '^ + 8)3 


womit in der That die Tetraedergleicbung (I p. 104 (1)) wiedergewon- 
nen ist. 

Die welcbe wir soeben als Collineationsgruppe der X« ge- 

waiinen, entstebt zufolge des gerade erbaltenen Ergebnisses, abstract 
genommen, durcb Combination der der Collineationen von Cg in 
sicb mit der nicht- bomogenen Tetraedergruppe Man wolle be- 

merken, dass soldier weise gerade diejenige G^iq erzeugt wird, die wir 
oben (p. 2 u. f.) fiir die Betracbtung der elliptiscben Functionen dritter 
Stufe zu Grunde legten. Indem wir namlicb die Gi^ mit der einzel- 
nen Substitution der Periode zwei: u ^ — u combinieren, entspringt 
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eiae init tier liomogenen Tetraedergruppe lioloedriscli isomorplie 
Gruppe. Hierzu liat daBn iiocb die Gq der Operationen 

U = ii 

2 u komnien, und das ist im wesentlichen gerade diejenige Gruppe Gg, 
Bill "welclie es sieli a. a. 0. aucli bandelte'^'). 

§ 5. Darstellnng der bei der Cl auftretenden Xu durch (j-Prodnete 
und transformierte 

Die am Scliliisse cles vorigen Paragraplien hervorgetretene Be- 
deutung der Tetraedergruppe fiir das singulare Coordinatensystem der 
soil jetzt aucli ausserlich dadurcli zur Evidenz gebracbt werdeii^ 
dass wir fiir die Xa Darstellungen in der Gestalt (1) p. 238 wirklicb. 
liersfcellen. Da wir mit (?-Producteu der Residuensumme Null arbeiten 
wollen, so bekommen die neun Wendepunkte der 0^ die transcenden- 

ten Argiimente ti == , und man kaun den einzelnen Wende- 

punkt diircli das Symbol (2^ u) cbarakterisieren. Immer solclie drei 
Wendepunkte werden dann auf einer geraden Liuie liegen, fiir welclie die 
Summe der drei A, wie aucb die der ^ durcb 3 teilbar ist, und es 
lassen sieh daraufhiii leickt die yier Wendedreiecke der durcb eine 
eigenartige scbematiscbe Zusammenstellung der Symbole (A, cba- 
rakterisieren Sofern wir nun an der iiblicben Fisierung des Haupt- 
moduls |(o) festbalten wollen, ist durcb die zweite Formel (5) § 4 
bereits ein ganz bestimmtes unter den vier Wendedreiecken zum Co- 
ordinatendreieck der Xa berangezogen; und wir bebaupten, dass wir 
das riebtige treffen, indem wir: 

(1) Xu {u) = Cu (JaO (u) 6ul (u) 6 u2 (^0 

scbreiben, wo die die im vorigen Abscbnitt Kap. 1 (p. 23) zu 

Grunde gelegte Bedeutung baben. 

Man bemerke namlicb, dass das Hermit eingefiibrte Xu(u) als 
Function von u im Periodenparallelogramm nur an den drei Stellen 
(cc^ 0)j (a, 1), (ccj 2) verscbwindet. Indem wir aber statt der einfacben 
^-Function gleicb die gebraucben, sind in (1) gegentiber dem 

Unter Gebrauck der Xo, Xj, Xg lemen wb in der Gqig ®i^® neue ternare 
Gruppe linearer Substitutionen kennen, wie wir eine solcbe ternare Gj^qq am 
Scblnsse von 1 bei der 7^®^ Stufe erbalten batten. Diese G^iq ist explicite wobl 
znerst von Hrn. Camille Jordan aufgestellt worden in der Abhandlung iiber end- 
licbe Grnppen ternarer linearer Substitutionen im 84*®^ Bande des Crelle’schen 
Journals (1878). 

Of. Clebscb-Lindemann, VorJesimgen iiber Geometrie I p. 507. 
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frilberen Ansatze ( 1 ) p. 238 nocli gewisse Exponentialfactoren liinzuge- 
koinmen. Solclies ist ja oknedies erforderlicli, da in ( 1 ) die Residuen- 
summe nnr erst bis anf Vielfacbe von niit Null ideutiseli ist. 

Dass aber die Quotienten der durcb (1) definierten Xa tbatsaclilicli 
um (D^ wie cd^ periodiscli sind, belegt man sofort anf Grund der Por- 
inel (7) p* 24. Endlicb beweisen wir anf gruppentlieoretiscliem Wege^ 
dass die dnrcli (1) begriindete Answahl nnter den vier Wendedreieeken 
gerade mit der frilberen Pixierung der Grosse | ilbereinkomnit. Es 
sind namlieb die vier innerbalb der Gjg gleiebberecbtigten Unter- 
gruppen eindeutig den vier Wendedreieeken zugeordnet, und zwar 
in dem Sinne^ dass bei der einzelnen das zugeborige Wendedreieck 
in sicb iibergebtj wabrend die drei anderen cycliscli permiitiert wer- 
den. Dies ist so gemeint, dass z. B. durcb die Substitution S der 

Wendepunkt ^) = in 2 -f- tibergelit; und nun 

tlberzeuge naan sicb, dass gerade das Dreieck der durcb (1) gegebenen 
Xa der aus S entspringenden G^ zugebort. Dieses aber musste aucb 
der Pall sein; denn es ist |(cd + 1) = und der Ubergang von 

I zu erfolgte vorbin gerade durcb eine solcbe Collineation, bei 
der das Coordinatendreieck in sicb tiberging. 

An die Pormel (1) reiben wir jetzt eine neue wiebtige Darstellung 
von Xa> Die Nullstellen des einzelnen Xa liegen an den drei Stellen 

jgg Periodenparallelogramms ; eben die- 

€> O O 

selben Nullpunkte weist aber aucb die Function: 


6 



CC COj 
__ 


b? 


G), 


3 / 


anf, wo wir reebter Hand mit den 0-Teiiwerten, gebildet fiir die 


transformierten Perioden baben. Anf Grund bekann- 

ter Satze schliessen wir, dass dieselben von den Xa jeweils nur um 
Exponentialfactoren abweicben; und damit entspringt fiir’ die Xa die 
neue Darstellung: 

(2) (m) = 0 ao (m 1 > y) ; 


wobei die cj "von u unabhangig, die Ga{^i') aber ganze rationale 
Punctionen von u sind. 

Die baben wir so zu bestimmen, dass der Quotient der 

reebten Seiten von (2) und (1) doppeltperiodiscb ist; er ist dann sogar 
constant, d. i. von u unabbangig, da er im Periodenparallelogramm 
allenthalben endlicb ist. Des weiteren sind die Constanten cj und 
damit aucb die Ca der Pormel (1) so zu wablen, dass die Quotienten 
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der Xu aucli wirklicli gegeniiber den Operationen u = u -i ^ 

diejenigen linearen Substitutionen erfalirenj welcbe wir im vorigen Para- 
grapben aus der Hesse’sclien Normalform der Curvengleichnng direct 
ablasen. Hierdurcli siiid dann nattirlicb nur erst die Quotienten der Ca 
bestimmtj und nun wird sicb zeigen^ dass ivir iiher diese Coefficienten Ca 
in AhliangigJceit von ahsolut der art verfilgen honnen, dass das em- 

zelne Xa (ds Function von g}^ die Folle einer Modulforni dritter Stiife 
spielL Indem wir die Ca so fixieren, dass die j geyade 

Functionen ilirer drei Argumente sind, werden die Xa gegeniiber den 
Operationen der homogenen Haiiptcongruenzgruppe dritter Stufe ahsolut 
unveranderlicb sein. Sie werden aber gegeniiber den 24 modulo 3 
incongruenten Substitutionen selbst eine ternare Griippe Yon 24 &ub- 
stitutionen erfabren, welche ebendesbalb lineare-liomogene Gestalt liaben, 
weil sie geonietriscb nicbts anderes bedeuten^ als den Ubergang von 
einem singularen System zii den ubrigen. Durcli die Auswalil der Ca 
lasseii sicb demgemass die zu solcben Functionen ihrer drei Argu* 
mente coi, cog gestalten, deren Verhaitnisse bei Ausilbung der 216 
Substitutionen: 

=u -j ^ 3 ^ (mod. coi, (O 2 ) 

(d/= aoi + = yc?! + (mod. 3) 

direct jene ternare Gruppe G 216 Darstellung briugen, welcbe wir 
Yorbin als die Gruppe der 216 Collineationen der Ebene der X« 
deuteten. 

Alle diese Aufgaben werden wir desbalb nicbt speciell ausfiihreu, 
weil wir sie obne viel Mebraufwand von Eecbnung sogleicb ganz all- 
gemein fur beliebige n erledigen konnen; aus den entspringenden all- 
gemeinen Resultaten lassen sicb dann durcb einfacbe Specialisation 
n=3 die im vorigen Absatz aufgeworfenen Fragestellungen beantworten. 
Merke man' iibrigens gleicb jetzt an^ dass aus der singularen Glei- 
cbungsform der Cg eine eigenartige Darstellung des Hauptmoduls § 
durcb die drei Xa entspringt; wir gewinnen da ersicbtlich: 

,,, , , (X, + X,+ X2) (X, + ^x, + 0^x0 (Xo + c^x, + c a:,) 

i— . SXoX.X^ 

und konnen von bier aus nacb Einfiibrung der endgiiltigen Ausdriicke (1) 
vermoge eines leicbten Grenziibergangs die frilber scbon auf anderem 
Wege gewonnenen Pormeln (7) p. 30 wiedererbalten*). 



*) Wegen dieser Form el fiir | sebe man das Nabere bei Biancbi 1 . c. 
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§ 6. Einfiilimng des singularen Coordinatenpolyeders der fiir 
die elliptiselie Hormaleurve Gn beliebiger Ordnuiig. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen sollen uns jetzt znr Riclit- 
schnur dienen, um anch bei den hoberen n singulare Coordinaten- 
sjsteme fiir die Normalcarve On festzulegen. In zweckmassiger Ver- 
allgemeinerung reihen wir den neun Punkten {X, der anf der Gn 
diejenige einfach nnendlicbe Schaar von Systemen zu je Punkten 
dieser letzten Curve an^ welcbe durcb die Argumente: 


mit beliebigem , aber fest gewahlten Parameter markiert sind. Im 
AnscUuss an Formel (1) p. 254 denken wir uns die eben angegebenen 
Argumente u bei stebendem % in ein quadratiscbes Schema ge- 
bracbt, in dessen Horizontalreiben gleicbe X und in dessen Vertical- 
reiben gleicbe ^ steben. Indem wir dann die Argumente der einzelnen 
Horizontalreibe als die Residuen fiir n zu bildende <5'-Producte ansetzen, 
werden die Residuensummen ubereinstimmend bis auf Vielfacbe der 

Perioden den Wert {viUq + aufweisen. Immer wollten wir 

aber mit (^-Producten arbeiten, deren Residuensummen ganzzablige 
Verbindungen der Perioden vorstellen. Dieser Anforderung genugen 
wir mm in der Weise^ doss wir fur ungerades n einfach — fiir 

gerades n aber Uq == ^ -f- ^ schreiben, wobei im letzteren Falle fiir 

die Wabl des Uq die Glattung weiterbin auftretender Formeln mit mass- 
geblicb war. Indem wir nocb statt der kiirzeren Scbreibweise die 
ausfiibrlicbere ^ benutzen^ bei welcber der Teilungsgrad n immer 

n ’ n 

gleicb mit in die Bezeicbnung der Indices bineingenommen ist, er- 
scbeint uns scbliesslicb die folgende Verallgemeinerung der Formeln (1) 
des vorigen Paragrapben als eine zweckmassige; 


( 1 ) 


n — 1 


■^05 (^) — Oa jLi 1 j 0 ^ 2 ) ; 




n = 1 (mod. 2); 


Xa(u) = Ccc TJ [i, 1 I n = 0 (mod. 2). 

Die Quotienten dieser fiir allgemeines n definierten n Grossen 
sind wirklicb doppeltperiodische Functionen von u mit den Perioden 
Og* Indem wir aber weiter unten nacbweisen wollen, dass die 
Xa des einzelnen n ein System von linear-unabbangigen Functionen von 


Klein-Fricke, ModulfxmctionGn, II. 


17 
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tij © 1 , CO.-, darstellen, werden wir sie in der That zu einer Coordinaten- 
bestimniung im fiir die Normaleurve On yerwerten konnen. Urn 
das Coordinatensystem vollig anszugestalten, miissen wir, wie schon 
angedeutet, die Qiiotienten der von ti unabhangigen Grossen Ca fixieren ; 
es soil das im folgenden Paragrapken gesclielien, wo es sick darum 
kandeln wird, die Coliineationsgruppe der Normalcurve in sick 
mit Htilfe der Xa analytisck darzustellen. Die absolute Fixierung der 
die wir gleiclifalls in Aussicht nakmen^ leisten wir erst im fol- 
genden Kapitel, welckes die Wirkung der Modulsubstitutionen auf die 
Xa zum Gegenstande der Untersuckung kat. Yorab nock eine Reike 
geometriscker Bemerkungen tiber das durck (1) festgelegte Coordi- 
natenpolyeder. 

Die unmittelbarste Analogic zum Falle 3 liegt offenbar fur 
die ungeraden n vor. Hier wird die Normalcurve von den n Ebenen 
des Coordinatenpolyeders in denjenigen Puiikten geschnitten, wel- 

cken die Argumente u = zukommen. Sie entsprechen genau 

den neun Wendepunkten der und mogen als die j,singiildren^^ 
Punkte (A, ft) der Cn benannt werden (die wir natiirlick ebensowokl 
aucli bei den Curven Cn, gerader Ordnungen n besitzen). Die geome- 
triscke Bedeutung der singularen Punkte erkellt aus dem Aberschen 
Tkeorem oder (was hier auf dasselbe kinauskommt) aus dem Hermite- 
scken Safze, wonack immer n solcke Punkte der Cn in einer „Ebene^^ 
des jRn — 1 liegen, fiir welch e die n Argumente u in Summa eine ganz- 
zaklige Yerbindung der Perioden liefern. Die singularen PunMe der 
Cn lesteJien demgemdss aus jenen Stellenj in welchen eine Ebene mit der 
Curve n consecutive Punlkte gemein liat^ d. i. die Cn (n — l)-fach beruhrL 

Wie sick bei einem einzelnen Wendedreieck der Cg auf den drei 
Seiten alle neun Wendepunkte fanden, so werden durck die Ebenen 
Xa = 0 im Bn^i auf der Cn wieder die gesamten singularen Punkte 
ausgeseknitten. Fiir n = 3 gab es nur vier solcke Dreiecke, und die- 
selben waren alle insofern miteinander gleickberechtigt, als sie bei 
Ausiibung von Modulsubstitutionen auf die in den X^ enthaltenen 
Argumente ojg in einander iiberfuhrbar waren. Hoher kinauf werden 
aber die in dieser Hinsickt vorliegenden Yerkaltnisse sehr viel mannig- 
faltiger. Durck je (n — 1) Punkte der On lasst sick eine „Ebene“ des 
JJ„_i legen, und waren jene (n — 1) Punkte der On aussckliesslick sin- 
gulare, so wird dies ersicktlick auck vom n^^^ Scknittpunkt gelten. 
Nun konnte man als allgemeinstes Problem stellen, dass wir aus 
n Ebenen dieser Art Coordinatenpolyeder aufstellen sollen, wobei dann 
aber jeder singulare Punkt auf einer und nur einer Ebene liegen miisste. " 



V, 1. Einfulirung der elliptisclien Normalcurven. 


259 


So lasst sich das Problem offenbar ancb fiir gerade n fassen, unci da 
liat sich (wie wir hier noch nebenbei anfiihren) fiir den nacbsten Pall 
n = 4: gezeigt, dass die Gresamtzahl moglicher Tetraeder dieser Art 745 
ist, die nun aber beziiglich ibres Verhaltens gegentiber der Modul- 
gruppe keineswegs mehr alle mit einander gleichberechtigt sind*'^'). 

Einen noch hoheren Grad der Allgemeinheit warden wir erreichen, 
wenn wir auch solche Ebenen zu Aufbau des Coordinatenpolyeders 
zuliessen, die in einzelnen singularen Punkten die beriihren diirften, 
aber auch tibrigens nur singulare Punkte auf der Cn ausschneiden; 
dabei wiirden dann im Gegensatz zum Voraufgehenden nicht mehr alle 
singularen Punkte der On von den Ebenen des einzelnen Polyeders 
ausgeschnitten. Ein solches Coordinatensystem liegt z. B. fiir n — ?> 
der bekannten Gleiehungsform : 

(2) (flji + ajg + — QlXyX^x^ = 0 

ZU Grunde; es sind hier die drei Seiten des Dreiecks solche Weude- 
tangenten der Curve^ deren drei Beruhrungspunkte in einer Geraden 
(namlich in der durch -f* % + ^ dargestellten) liegen. Die Ver- 

allgemeinerung eines solchen Systems fiir die Cn wird man sofort in 
mannigfal tiger Weise durchfiihren konnen^'*'). 

Es ist nun an sich ein Problem von grossem Interesse, den weiten 
hier vorliegenden Spielraum der Einzeluntersuchung einer ausfuhrlichen 
Discussion zu unterziehen. Auch fiir die Theorie der irrationalen In- 
varianten der Normalcurven, d. i. fiir die Modulfunctionen hoherer 
Stufen, mochte man auf diesem Wege aufs neue eigenartige Kesultate 
erzielen konnen, indem man z. B. auf die Substitutions coefficienten Acht 
giebt, die beim Ubergang von einem zum anderen System eintreten^ des 
ferneren auf die Coefficienten in den Gleichungen, welche geeignet sind, 
die Cn algebraisch darzustellen u. s. w. Gleichwohl werden wir uns doch 
damit begniigen miissen^ in (1) ein erstes, und zwar besonders brauch- 
bares Coordinatenpolyeder fixiert zu haben, dem nun vorab allein unsere 
Besprechung gewidmet ist. 

Anschliessend fiigen wir auch noch einige Bemerkungen fiber die 

*) Die 16 „singulareii“ Punkte der tragen aucb den Namen der „Wende- 
beruhruDgspurikte‘‘. Die bei ihnen eintretenden Verhaltnisse sind gerade in dem 
im Texte gemeinten Sinne ansfiihrlicli dargestellt in der Leipziger Dissertation 
(1881) von Hrn. Lange „ titer die 16 WendetemhrungspunJcte der Baumcurre 
vierter Ordnung erster Species^^ (abgedruckt im 28. Bande der SchlSmilck’sclien 
Zeitschrift). 

Vgl. hierzu die Untersuchung von Hrn. Scbonflies in Bd. 36 der Matb. 
Ann. (1888); es werden dort besondere Con figuration en betracbtet, die sich in An- 
lehnung an die Normalcurve 0^ definieren lassen. 


17 * 
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fiir gerades n gegebene Formel (1) hinzu. Hier sind es gar niclit die 
smgularen Punkte der Cn, welcbe wir durch die Ebenen des Ooordi- 
natenpolyeders ansscbneiden; vielmehr treten an ihre Stelle diejenigen 
Punkte der deren Argumente u aus denjenigen der smgularen 

Punkte jeweils durcb Zufugung des Teiles ^ der Periode ent- 

springen. Dass man aber durcb diese Abanderung des bei ungeradem 
n befoigten Gedankengangs fiir die geraden n den denkbar besten An- 
scHnss an die bei ungeraden Ordnungen n entstehenden Resultate ge- 
winnt, wurde allererst von Hrn. Hurwitz in einer nocb ofter zu 
nennenden Arbeit durehgefiibrt 

Sollen wir einen Augenbliek beim Palle rz- = 4 verweilen^ so 
kniipfen wir daran die folgende geometriscbe tJberlegung: Ein ein- 
zelner singularer Punkt der babe das Argument Uq] wir zieben von 
ibm aus die zwolf Transversalen der (O 4 nacb denjenigen singularen 
Punkten, deren Argumente von Uq um beinen der vier Betrage 

n 

2 

verscbieden sind. Insgesamt entspringen so 96 Transversalen, die 
wir zu Tr^ern von ebensovielen Ebenenbiischeln machen. Jedes der- 
selben enthalt vier Tangentialebenen, und die 4-96 Beriibrungspunkte 
coincidieren zu je acbt in 48 Punkte der Q, welcbe die „eigentlichen^^ 
Periodenacbtel zu Argumenten u baben. Die fraglicben 48 Punkte zer- 
legen sicb nun in drei Systeme zu je secbzebn Punkten, und die Argu- 
mente des einzelnen Systems entsteben aus denen der singularen Punkte 

einfaeb durcb Zufugung der Betrage ^ bez. , Wie wir 

scbon allgemein bemerkten, liegt das zweite von diesen Systenien dem 
Coordinatenpolyeder ( 1 ) zu Grunde, und man konnte hier hochstens 
nocb fragen, warum niebt das erste oder dritte jener doch coordiniert 
stebenden Punktsysteme zur Verwendung kam. Man iiberblickt aber 
sofort, dass wir zum ersten System gefuhrt waren, wofern wir von 
^-Producten der Bauart ^ 0 , • • • ausgegangen waren, zum dritten 

endlich bei Verwendung von Producten der Art (?«,o < 5 'a+ 2,2 

Die solcbergestalt bei Einfiihrung der Xa begangene TJnsymmetrie 
wird aber spater durcb Ausubung der Modulsubstitutionen auf die Xa 
von selbst zum Fortfall kommenj eben diese Operationen werden nam- 
licb den Ubergang vom Coordinatenpolyeder ( 1 ) zu jenen gleichbe- 
recbtigten vermitteln. 

*) Man sehe Math. Ann. Bd. 27 p. 183 ,, t^hev endlielie Grupjoefi lineafBT Suh- 
stitutionen^ welche in der Theorie der ellipiischen Tmnseendenten auftreten^^ ' 
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Wir unterlassen, die gleicten Ausfiilirungen nocli besonders ftir 
beliebiges gerades n zu wiederholen, da sie sicb in der That aufs 
leicMeste iibertragen lassen. Ubrigens ist es bei dieser Saehlage eine 
nicM Yollig folgereclite BezeichnungsweisG; wenn wir nicht nur fiir 
ungerade, sondern anch bei den geraden n von einem durch (1) fixierten 
singiildren Coordinatenpolyeder sprechen; jedoch wollen wir diese Aus- 
dracksweise der Gleichmassigkeit zuliebe ungeandert beibehalten. 

§ 7, Vorlanfige ITormierung der Ausdruck der Oollineations- 
gruppe 6^2 dnrcli die Xa. 

Unsere nacliste Aufgabe ist^ die Quotienten der von w unabhangigen 
Grossen Ca in (1) § 6 zu bestimmen, und wir leisten dieselbe gleicii 
im Verein mit der Darstellimg der der Collineationen der Curve 
Cn in sich. Es ist zweckmassig, hierbei von einer neuen Ausdrucks- 
weise der Xa auszugehen^ derjenigen namlich, welche wir fiir n = 3 
in der Formel (2) p. 255 angaben. Wir ziehen, um diese Formel zu 
verallgemeinern, zuvorderst die beiden Formeln (1) des vorigen Para- 
graphen in die eine zusammen: 

n — 1 

(1) Xa(j'^') Ua jf / 1 *^2); 

in welcher wir 

(2) £ = 0 Oder = i 

gesetzt denken, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Des weiteren 
merken wir uns sogleich fur die durchzufuhrenden Reclinungeii, welche 
Veranderung die Xa(u) bei Vermehrung des u um Perioden erfahren. 
Der Quotient von Xa (u) und der Potenz der ursprunglichen 
O-Function ist periodisch um co^, (man vgl. aueh die Formeln (2), 

(3) in I p. 158), und ehendeshalh wird Xa\u) sich bei Vermehrung 
des ti um Perioden ebenso verhalten wie (u), woriiber man I p. 156 
(9) nachsehe: 

(3) Xa (u -f nil cug) 

— ( — + + 2 / • Xa (u). 

Weiter sind die Nullpunkte von Xa(ti) in dem zu coi, co^ ge» 
librenden Periodenparallelogramm der w-Ebene an den Stellen 

(4) “ + d 1 j ■ • • » ^ 1 

gelegen. Eben dieselben Nullpunkte weist aber auch die durch Trans- 
formation Ordnung entspringende Function: 
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(5) i ?) 

n 

auf, nnd da Unstetigkeitspnnkte im Periodenparallelogramm "weder bei 
ilir nock bei Xa anftreten, so ist der Quotient von (1) und (5) in Ab- 
liangigkeit von u eine Exponentialgrosse. So gewinnen wir allgemein 
den scbon bei = 3 formulierten Ansatz: 

(6) Z. 00 = in i G),, . 

{-«,€' "v ' 

n 

Wie wir scbon damals andeuteten, habeii wir Q{ii) jetzt so zu be- 
stimmenj dass die rechte Seite von (6) bei Vermebrung des u urn 
Perioden das durcb (3) gekennzeicbnete Terbalten zeigt, eine Bestim- 
mung des G, die sicb bis auf eine additive Constante nur in einer 
einzigen Weise treffen lasst. Das Verbalten des auf der recbten Seite 
von (6) entbaltenen (^-Factors berecbnet man obne Miibe aus den be- 
zuglicben frtiberen Formeln; um die Bezeicbnungsweisen auseinander 
zu balten, benenne man dabei notigenfalls die transformierten Perioden 

~ besonders als und bezeicbne die ibnen zugeborigen und 

mit ibnen cogredienten Perioden des Integrals zweiter Grattung ent- 
sprecbend durcb ladem wir u einerseits um sodann um 

Gjg vermebren, erbalten wir als die beiden von G(ii) zu fordernden 
Bedingungen nacb kurzer Zwiscbenrecbnung: 

I (? + tOi) — G(u) = (ii + 

\g (u — G (m) = (m + — w%). 

Zufolge der Legendre’schen Relation fur die transformierten Perioden 
besteht 

(8) ~ _ wfj)— nr)^ 

^ ^ 2cOi 2t0j 

identiseh, und wir wollen den gemeinsamen Wert der rechten und 
linken Seite von (8) in einer auch sonst*) gebrauchlichen Bezeicb- 
nungsweise durcb G^ benennen. Daraufbin nebmen die Pormeln (7) 
die neue Gestalt an: 

G (ti + Oj) — G (u) = — G^- 
G (u + Oj) — G (m) = — G^. (2ub}^ + 
und man siebt, dass dem Exponenten in (6) einfacb die Bedeutung 
G-^'U“ zukommt. Als neue Da/rstellung der lEia gewinnt man soc 

) Man sebe z. B. die Dissertation von Felix Muller, De transformatione 
functionum eUi^ticarum, Berlin 1867 . 
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( 9 ) 


Xa (m I Wi , COg) = fla e- 

It ' 



Oder ojiich misfilhiich tmter Pdlelcgang aiif die tirsprungliclie (S- Function 
selbsf: 


Vi — ^ Vi 


(10) Z.(«) = 




■aa^e 


(«±L» 


/^±1 
\ n 


■ >7 i 4* 


H a-{-sn , iuh 

“"■+ ' 


?) 





(x-\- sn 
n 




!3 


€0 


1} 



Wir denken ubrigens durch diese Formel die Xa zugleicli fiir solche 
ganzzahlige a definiert, die uicht im Intervall 0, — 1 ge- 

legen sind. 

Uin jetzt die Veranderung der Xa gegeniiber den 2n^ Operationen 


tl = + + 


Xco^-{- ^ CO2 

n 


in Erfabrung zu bringen, bemerke man erstlicb, dass Xa (w + 

offenbar die n'amlicben Nnllstellen im Periodenparallelogramm aufweist, 
wie Xa^x(u). Der Quotient beider Punctionen wird also als Function 
von u eine Exponentialgrbsse sein, und wir gewinnen von (10) aus 
nacb kurzer Zwiscbenrecbnung als Ausdruck derselben: 


a 


a 





JSier ersclieint es im SinblicTz auf welter folgende Formeln mechndssig^ 
liber die Quotienten der aa folgende endguUige Festsetmng 0u treffen: 

(11) Uc = (— 1)“” e ^ ^ -X, 

ivobei % eine von u unabJidngige Function der Ferioden bedeutet, deren 
Bestimmimg Gegenstand einer s^dtereii Untersuclvimg ist. Nacb dieser 
Festsetzung erbalten wir als die gesucbte Veranderung des Xa bei 

Ausfiibrnng der Operation u = u 


( 12 ) 


X,(^i+^) = (- 1)»^ 


X fji (a 4 - 


Des weiteren bat Xa (u + offenbar dieselben Nullpunkte wie 

Xa (u)y so dass wiederum der Quotient dieser beiden Grossen eine Ex- 
ponentialfunction von u ist. Die Binzelrecbnung weicbt kaum wesent- 
licb von der soeben durcbgefiibrten ab und ergiebt das Eesultat; 


%i 7 ta 

X„(m + 5) = (- l're~~e^ 
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Durch WiederholuBg dieser Formel entspringt die etwas allgemeinere: 


(13) 


%i7t 



X,(u). 


Besonders einfacli erledigt sich endlich die Operation %{ = — w; 
Za(— «) Bat die Nullstellen mit gemeinsam^ und der Quo- 

tient Beider Functionen ist sogar constant, namlicB gleicli ( — 1)”. 

Wir stellen die Resultate, wie sie aus den berechneten Formeln 
fast unmittelbar entspringen, tabellariscB zusammen und numerieren 
die mitzuteilenden GleicBungen besonders, um sie weiterbin leicBt 
citieren zu konnen: 


(I) 4- n (‘2^) j 

(II) h) = (-!)« 


(HI) 




(IV) 


X,(w) = (-!)»“ 




Die erste dieser Formeln entspringt aus dem Yergleich von (3) und 
(12), wenn wir einerseits % = — 1, = 0 und andrerseits A = — 

setzen. Die dritte Formel ist das Eesultat der Combination von (13) 
und (12), und endlicB folgt die letzte aus (.12), wenn wir dort erstlich 
a = 0, sodann aber >1 = — a scBreiben. 

Die CoUineationsgruppe der Normalcurve Cn in sich lasst sick 
daraufbin aus den folgenden drei Operationen erzeugen: 

2i7ta 

(14) • Xq; = X/i—o; ; “^2 ’ Xce-I- i , 5tg • = C ^ X^;* 

Hierbei sind die drei Proportionalitatsfactoren, und die 

unteren Indices der X diirfen zufolge (I) beliebig modulo n reduciert 
werden. 

JeUt gelingt auch leicht nachfrdglich der Beweis, dass die n Grbssen 
Xa(u) unmbglich unalhmgig von u einer linearen Identitdt: 

(15) CqXq (u) -f- CiXj (“w) -f" * * • + (u) — 0 

mit nicht dur chgeh&itds verschwifid&nden Coefjicienten c genUgen hbnnen. 

Bestande namlich. eine Identitat (15), so wiirde dieselbe auch riclitig 
bleiben, wenn wir auf die X irgend eine der Operationen (14) aus- 
iiben. Man wende nun (i% — X) Male die zweite Substitution (14) an, 
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WO 2 irgend eine gauze Zalil aus dem Interval! 2, n ist, und 
erhalt : 

(16) + . . - = 0. 

Ubt man auf diese Gleicbung nacli einander {n — 1) Male die dritte 
Operation (14) aus und addiert alle (n — 1) entspringenden GleicliuDgen 
zu (16) hinzu, so kommt ofifenbar die Identitat ncxX^iti) — 0, was 
Ca = 0 erfordert. In (15) sind also notwendig alle Coefficienten mit 
Null identisch. 


§ 8 . Reilienentwicklungeii fiir die Fnnctionen Xa(tt | co^) 
bei beliebigem n, 

Zur Vorbereitung fiir spater anzustellende Recbnungen scHiessen 
wir an die Form el (9) des vorigen Paragraphen analytisclieDarstellungen 
der Punctionen Xa(u | cd^) in Gestalt von Potenzreihen und fuhren 
zu dem Ende in der soeben citierten Form el zunachst die Functionen 'O’ 
ein. Indem wir die ungeraden n von den geraden sondern und mit 
den ersteren beginnen, schreiben wir uns die erste Form el (4) in 

I p. 161 fiir die transformierten Perioden o. , — aiif: 



wobei wir die weiterbin nocli oft vorkommende Bezeichnung A durcli 

(2) A(oJi, = A (cji, 


erklaren. Bei der Bedeutung von 6?^ kommt jetzt erstlicli fiir X^: 


( 3 ) 


Xo(m I OJj, Wg) = X 




nun 




Die Formel (IV) fiihrt von bier aus zu einer entsprecbenden Darstellung 
der iibrigen Xa, wobei wir auch die Bezeicbnung s von I p. 156 wieder 
aufnebmen: 


(4) Xa{u I (Ui, = 



'O’, 




Die in I p. 160 fur die -Function gegebene ReihenentwicMung 
schreibt sich unter Gebrauch der Bezeicbnungen e und r in 
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(2 m 4-1)'^ 2 4- ^ 


( 5 ) 




um. Setzen wir diese Entwicklung in (4) ein, so kommt iiacli kiirzer 
Zwisehenrechnung als Beihmdarstellimg der Xa{u | coi; im Falle 
eines linger aden n: 


(6) F:a(u I 01, 02) = 






2 (-!)“»• 


(( 2 ct 4 - 1 )^^-~ 2 «)“ (2m4-l)w — 2 q: 


0 


Fiir die geraden n kniipfen wir in entspreckender Weise an die 
vierte nnter den Formeln (4) I p. 161, welclie fiir die transformierten 
Perioden die Gestalt annimmt: 


hi 7t 


ra "i.iX"!”,, J)-«* ■ 

Fiir Xq kommt nun einfacli: 


CO,y S /— 

ln% ^ 


^ (nu% \ 




( 8 ) 


Xq (it I 01 , © 2 ) = oc • ■ 


und von da aus vermoge (IV) allgemein: 


'd’c 




n Jjo 
-2o)« ‘ 


(9) Z„(m I cji, Cg) = « . ^4- 

T / <0., 8 /— ^ \ 00^ ^ / 

Benutzt man endlich fiir die Reihenentwicklung: 

CO 

(10) 

m= — CO 

SO mits^mngen fur die Xa im Falle eines geraden n die Darstelhmgen: 


(11) Xci(u I 01, 02 ): 




®2 fi/X 

y m =:— .00 

2n7c ^ 


00 (mn — 

. ^mn — a 


Man wird tier zugleich den Grand benierkt liaben, warum in Pormel 
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^ 5 Z JT! 

(11) des vorigen Paragraphen recliter Hand der Factor e ^ auf- 
genommen wurde^'). 

Aucli Potenzentwicklungen nacli u warden wir fiir die melir- 
facli zu gebrauclien haben, Wir sclireiben dieselben allgemein in der 
folgenden, weiterhin immer wieder zu benutzenden Gestalt: 

( 12 ) Xa (u) — 0a y a” ^ OOa w a ^ “I" * * * 

nnd baben in den bier auftretenden Coefficienten 0a, Va etc. Punctionen 
der Perioden allein, deren nabere Untersucbnng eine unserer Hanpt- 
aufgaben sein wird. Einige Bemerkungen iiber dieselben entspringen 
aus der Formel (II) § 1, nacb welcber Xa{— u) mit 
identiscb ist. In der That folgen fiir ungerade n die Identitaten: 

(13) 0 n — ci 0 a} yn — a — • Pa, — a — a CtC. 

nnd also insbesondere: 

(14) 0 Q = Oj = 0, == 0 etc., 

wogegen wir fiir gerade n die folgenden Identitaten gewinnen: 

(15) 071 — a 0a} a pa, ^71 — a etc., 
sowie daraus im speciellen 

(16) ^ 0 = 0 , yn = 0, iVq = 0, tVn = 0 etc., 

2 2 

Gleicbnngen, auf die wir nocb haufig zuruckkommen werden. 

§ 9. AufsteUnng der linear-tinabliangigen, zwiscben den 

allgemeinen Xa bestebenden quadratiscben Relationen. 
Bereits in § 2 des gegenwartigen Kapitels (p. 245) baben wir 
von linear-nnabbangigen Placben zweiten Grades im Ranme 

Bn — i gebandelt, welcbe ansreicbend waren, die Normalcurve Ord- 
nnng On rein darzustellen. Unter Zugrundelegnng des singnlaren Co- 
ordinatensy stems der Xa konnen wir leicbt die Gleicbnagen dieser 
Flachen angeben, indem wir an die woblbekannte e'-Relation: 


Hatten wir iibrigens an Stelle des bei geraden n wirMicb zur Verwendung 
gebrachten (j-Productes (1) p. 257 eines der beiden p. 260 erwabnten Producte 
gebraucbt, so ware Mer an Stelle der Function -O-g entweder -O’q oder auf- 
getreten. 
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6 («1 + *0 G (2«1 — %) 0 (ti-i + Ui) 6 ('Hg — itj 

+ ® («1 + Ws) ^ (% — “s) («4 + M2) ^ (M4 — “2) 

+ <J («! + 4(4) 0 (t«i M4) 0 (% + Mg) 0 {u.^ — Mg) = 0 

aiikniipfeu 

Man denke sick diese Formel (1) filr die transformierten Perioden 
c»i, “ gebildet und seize fiir die Argumente Ui die naclifolgenden 


speciellen Werte ein: 

(2) M^=2 + 

£ in der Bedeutung des vorletzten Paragrapken (cf. Formel (2) da- 
selbst) gekrauckt. Durck Zusatz gewisser Exponentialfactoren fuhre 
man demnackst an Stelle der einfacken <?-Punctionen die kez, die 
Xa ein; nnd es trifft sick, dass die drei Glieder der Relation (1) gerade 
ukereinstimmend den namlicken Zusatzfactor erfordern. Indern wir 
iibrigens von der abkurzenden Schreibweise : 

(^) • (®ij 


■ jii (j^i j ^2^ — / 


Gebrauch macken, entspringt durck die gekeunzeicknete Umformung 
aus (1) die gewiinschte Relation zwiscken den Xa in der allgemeinen 
Gestalt: 

(4) Q ^ 0^4— 0:3 ^ "f" Xa^^a3 Xa4-l-a2 * — ^ q 

« ’ » ’ 91 ^ 72 ^ 

n ^ ’ 

Falls n eine nngerade Zakl ist, wird mit ( — l)'^Zo:(0) d. i. im 

Sinne von (12) § 8 mit ( — ly^a proportional; kier konnen wir also 
(4) nock in die Gestalt umsckreiben: 

“h Xaj^^cf^Xcc^^ai * ^a4 — = 0. 

Dies sind mm die qiiadratischen Belationen mischm den X^, soweit sie 
sich unmittelbar aiis (1) ergebm. 

Wir kaben nun zu untersucken, wie viele linear -unabkangige Re- 
lationen in der allgemeinen Gestalt (4) entkalten sind. Die Summe 
s == cc ^ der in (4) entkaltenen quadratiscken Verbindungen X^X^ 
ist fiir alle drei Glieder der in Rede stehenden Gleickung die namlicke. 


Man seke Schwarz, Formein und LehrsdUe zmi Gehrauclie der elUpti- 
sdien Functionen (Artikel 38) sowie Weierstrass in den Berliner Berichten 
yon 1882. 
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In der That werden ja anch infolge der dritten Operation (14) p. 264 
in der einzelnen qnadratischen Relation immer nur Glieder mit gleichem 
5 enthalten sein, wie auch auf der anderen Seite eine einzelne nnserer 
Relationen als lineare Oombination jedenfalls nur solcher Relationen 
darstellbar ist, die alle das namliche 5 wie jene liaben. Die quadrati- 
schen Verbindungen der X von gegebenem s sind nun 


XoX, 




x,X 


und deren Anzalil ist^ sofern wir n vorerst als eine migemde Zalil an- 
nehmen, offenbar — . Da lassen sich vermbge (4) durch die beiden 

ersten Verbindungen alle — iibrigen in der Gestalt: 


( 6 ) 


XfXs—i == “}“ ^i^x^s—1 


darstellen; in der That wahle man zu diesem Zwecke die ai den Con- 
gruenzen : 

(7) 20^1=14“^’ — 5, (^2= — = — ^4= — (mod.n) 


gemass. Fur stehendes s erhalten wir solcherweise — - — offenbar linear- 
unabhangige Relationen, und also den verschiedenen Werten s ent- 
sprechend deren im ganzen • 

Bei geradem n haben wir zu unterscheiden, ob s ungerade oder 
gerade ist. Im ersteren Palle haben wir die verschiedenen Ver- 
bindungen XqXs, X 2 Xs-^ 2 j X„_2^5— n+2; H^d wir driicken auf 
Grund von (4) und (7) in X^X^, Xs—iX^ die iibrigen — Ver- 
bindungen in der Gestalt (6) aus, was den ^ Werten s entsprechend 
- ^ linear -unabhangige Relationen giebt. Bei geradem s wenden 

wir fiir die ungeraden i die bisherige Wahl (7) wieder an; fiir die 
geraden Werte von i aber setzen wir: 

(8) 2%=2-|-i — s, a;2 = — — ^4= — + (mod. 

und lassen an Stelle von (6) Relationen der Gestalt: 

(9) X,X,^, = c,XoX3 + d,X2X,^2 

■w I 2 

aus (4) entspringen. Da man aber fur die geraden 5 leicht je — 
verschiedene quadratische Verbindungen XiXs—i abzahlt, so haben wir 
fiir ^ = 5 = 0 (mod. 2) insgesamt ^ linear-unabhangige quadra- 
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tisehe Relation en in (4) nachgewiesen; deren Gesamtzalil fiir gerades 
n ist also: 


n{n — 4) 
4 


+ 


n {n ~ 2 ) 
_ 


n{n — Z) 
2 


Wir haben somit als Resultat nnserer letzten tlberlegungen: Das voile 
System der quadratiscJien Melationen mvisclien den Xa ist d^ircli die imter" 
scMedenen Formeln (4) leB. (5) gegelen"^). 


§ 10. Dentung von Problemen ans der Teilnngs- und Trans- 
formationstlieorie vermittelst der Nornaalcnrven. 

Im Voranfgebenden sind die Grundlagen der Tbeorie der ellipti- 
scben Normalcnrven insoweit entwickelt, als wir dieselben weiterbin 
fiir die Zwecke der Modulfunctionen brauchen werden. Ehe wir in- 
dessen diese letztereu Zwecke weiter verfolgen, verweilen wir nock 
einen Aiigenblick bei einigen Problemen der Teilungs- und Trans- 
formationstbeorie, welcbe mit Htilfe der elliptiscben N.ormalcurven Gn cine 
zwanglose geometriscbe Interpretation finden. Man konnte iiberbaupt 
den Versucb macben, auf Grundlage der Normaleurve Ordnung 
eine planmassige Darstellung der Tbeorie der doppeltperiodiscben 
Functionen zu entwerfeii"^*) **^), wo wir dann freilieli nur erst in den nieder- 
sten Fallen n das Material in etwas ausgedebnterer Weise explicite 
durcbgebildet finden wiirden**^**^^). Inzwischen zieben wir die Grenze fiir 
unsere Betracbtung sebr viel enger^ indem wir nur die Bedeatung der 
oben besprocbenen beiden Arten der Coordinatensjsteme der Cn fiir 

*) Fiir w = 5 sind die quadratischen Eelationen des Textes von Hrn, Bianchi 
in der melirfaeli genannten Arbeit (Math. Ann. Bd. 17) auf directerem analytiach- 
geometrischen W ege abgeleitet. Eben diese Eelationen fur n = 6 sind iibrigens auch 
von Halphen behandelt worden; man sehe dessen Abhandlnng j^Sur la reduction 
des equations differentielles liniaires aux formes integrdbles^^ j in der uberhaupt die 
fur nngerade n anffcreten (Bd. 18 p. 289 der „Memoires ^presentes d VAca- 
demie des Sciences de Paris^% 1883). 

Man vgl. namentlich die Tendenz des schon mehrfach genannten Auf- 
satzes von Klein, Vher unendlich viele JSformalformen des elliptisclien Integrals 
erster Stufe, Berichte der Miinchener Akad. vom Juli 1880, abgedr. Annalen Bd. 17. 

Fur n = B entsprechen der im Texte ausgesprochenen Idee ganz be- 
sonders die Entwicklungen von Hrn, Pick, ZurTheorie der elliptischen Functionen, 
Math. Ann. Bd. 28 (1886). Es werden dort die elliptiscben Functionen als Co- 
varianten zweier FanMe der Formal- betrachtet und speciell fiir p{u), p {u) 
dementspreckende Darstellungen explicite angegeben. Hieran reihen sich Unter- 
Buchungen fitr 4, die Halphen im zweiten Bande seines oft genannten 
Werkes, sowie Hr. Pick in den Wiener Berichten von 1888 gegeben haben. Vgl. 
ubrigens das Citat in I p. 2. 
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gewisse Fragen der Teilungs- und Transformationstlieorie aufweisen 
wollen. 

Vor alien Dingen stelit das Imnonisclie Ooordinatensystem der Cn in 
engster Beziehung zur Teilung Ordnmtg ersta}' ' Stufe, wie wir sie 
im Kap. 1 des vorigen Abschnitts fassten. Wir werden dabei angeleitet^ 
nicbt Dur p (u) imd p'(u)j sondern simultan immer gleich alle {n — 1) 
Grrossen p'iu), p"(ti)f die wir zu Ooordinaten der setzten, 

der Teilung Ordnung zu unterwerfen; es hat dieser Umstand seine 
wichtigen, sogleich nocli hervortretenden Folgen. Handelt es sicli jetzt 
um das allgemeine Teilungsproblem, so sind bei demselben die Coor- 
dinaten irgend eines Curvenpunktes mit dem transcendenten Argumente 
li gegeben, und wir haben die Aufgabe, von Mer mis die Coordinaten der 
Curvenpimhte mit den Argumenten 


( 1 ) 


r U , 

Ih h 

n ' 


n 


m lerechnen. Hier ist denn die gleichzeitige Betrachtung aller (n— 1 ) 
Grossen p{u)y p'(u), p"(u), ... besonders vorteilhaft; es entspringen 
namlich die Punkte (1) aus einem unter ihnen durch die in der 
Collineationsgruppe G 2 «a enthaltene Untergruppe Dementsprechend 
konnen wir alle Losungssysteme des allgemeinen Teilungsproblems 
in einem unter ihnen linear darstellen, wobei freilich neben und ^3 
auch noch die speciellen Teilwerte px,^^ adjungiert zu denken 

sind. Zu diesen letzteren und damit zum speciellen Teilungsprohlem 
Ordmmg gelangen wir durch die Substitution = 0; dieses Problem 
kleidet sich jetzt soforfc in die Aufgabe, die Coordinaten der singu- 
Idren Punkte im kanonischen System anmgeten. Die specielle Drei- 
teilung kommt also au£ die Bestimmung der 9 Wendepuukte der in 
kanonischer Gestalt gegebenen O 3 hinaus*) **^), die specielle Vierteilung 
aber auf die Bestimmung der 16 Wendebertihrungspunkte der ent- 
sprechend gegebenen Raumcurve vierter Ordnung vom Geschlechte 1 . 

Fine ahnliche Analogic besteht weiter zwischen dem Transform 
mationsprohlem Ordnung und der Aufsuchung der singuldren Coor- 
dinatensysteme der (X. Es zeigte sich oben^ dass es insgesamt vier unter- 
schiedene Wendedreiecke der G^ giebt; dieselben fanden wir in § 5 
den vier gleichberechtigten Congruenzgruppen der dritten Stufe in 
dem damals erorterten Sinne eindeutig zugeordnet. Aus den Formeln 


*) Wenn die nicht in kaaonisclier Form, sondern in ganz beliebiger Ge- 

stalt gegeben wird, so entspricht die Aufsuchung der Wendepuukte dem allge- 
meinen Teilungsprobleme 5 vgl. Clebsch-Lindemann, Vorles. iiher Geometrie I, 
5. Abteilung. 



212 


y, 1. EinftiiiruDg der elliptisclien Normalcurven. 


cles nachsten Kapitels folgt aber ganz allgemein, class das singuldre 
Coordinatenpolyeder der me wir dasselbe fixierten, eines ist unter Tjj (n) 
gleiclihereclitigten^ trelclie dann tvieder den Gritppen ryj(n) der 

Stufe Bugeordnet sind. Das sind nun gerade die UntergruppeD, welche 
der Transformation Ordnung zu Grunde liegen; und also werden 
wir sagen bonnen: Der tliergang voni Icanonisclien Coordinatensysteni 
{d. i. dem System erster Stufe) m eineyn einBehien singular en Polyeder liefert 
ein Bild filr die Auff ndnng einer eiuBelnen WurBel einer Transformations- 
gleklmng. Bei diesem Satze wird das Polyeder als Ganzes gedaclit; 
spalten wir dasselbe in seine einzelnen Ebenen, so entspricM d&m^ be- 
haupten wir, eine wllstandige Aufldsitng der TransformationsgleicJiung. Es 
beruht dies anf dem Umstande, den wir bald kennen lernen werden, 
dass sich die verscbiedenen gleichbereclitigten Systeme der Xa, die es 
bei der Normalcnrve giebt, ans einem derselben linear mit numerischen 
Coefficienten berecbnen lassen. Von der anderen Seite gesehen liegt in 
diesen linearen Pormeln ein neuer Ansatz zur Bebandlung des Trans- 
formationsproblems selbst, und es verlolinte sicb wolil um so mebr, 
demselben gelegentlicb nachzugeben, als dabei eine Eeibe anf das Trans- 
formationsproblem beziiglicber Entwicklungen Jacobies, die sonst 
isoliert zu stehen scheinen,: in ein allgemeines Bezieliungssystem ein- 
geordnet werden. Wir kommen bierauf im nachsten Kapitel gelegent- 
lieb zuriick. 



Zweites Kapitel. 

Die Grossen Detraclitet als FEiictioiieii der Perioden 

Unserem eigentliclieii Zweeke, namlicli Beitrage zur Tbeorie der 
Congruenzmocluln zu gewinnen, soli jetzt claclurcli expHcite Rechnung 
getragen werden, dass wir die im vorigen Kapitel eingefulirten Grossen 
in ihrer Abhangigkeit von den Argumenten co^j in Betraelit ziehen. 
Dabei erledigen sicli diejenigen Functionen ohne weitereS; welclie 
beim Aiifbau des Jcanonisclien Coordinatensystems fur die Normalcurve 
On Verwendung fan den: sie bleiben als Grossen der ersten Sfcufe bei 
der Austibung irgend welcber Modulsubstitutionen direct unverandert. 
Ganz anders verbalten sich die Grossen Xa, anf welcbe wir das sia- 
gulare Coordinatensysteni grilndeten; bei n = 3 fiihrten dieselben un- 
mittelbar zur dritten Stufe bin, und wir werden ganz allgeruein ftlr 
beliebiges n zu analogen Resultaten gelangen, wie wir sclion im 
vorigen Kapitel gelegentlicb andeuteten. Hierbei ist es vor alleni er- 
forderlicli, den in den bisherigen Definitionsformeln der Xa nocli iin- 
bestimmt gelassenen Factor % endgiiltig zu fixieren; und indem wir 
dies am Beginn des gegenwartigen Kapitels erstlicb ftlr ungerade n und 
sodann fiir gerade in eigenartiger Weise leisten, erzielen wir dadurcb 
ftlr die sp'aterbin festzustellende Wirkung der Modulsubstitution T auf 
die Xa besonders einfacbe Resultate. 

Die Mebrzahl der anzustellenden Betraclitungen hat fiir die Tbeorie 
der elliptiscben Normalcurven ihren geometrischen Sinn. Schon bei 
n — 3 fanden wir, dass die Ausiibung gewisser Modulsubstitutionen 
den tJbergang von einem ersten singularen Coordinatensystem zu den 
(ibrigen, mit jenem gleichberechtigten bedeutete. Man wird bei be- 
liebigen analoge Verlialtnisse antrefPen; aber wabrend dieselben fiir 
Qi = S von der rein geometrischen Seite her direct iibersehbar waren, 
werden wir auf eine ahnliche Deductionsweise bei allgemeinem n wegen 
der Vielseitigkeit der uns entgegentretenden geometrischen Verhillt- 
iiisse von vornherein verzichten mussen. Es schien dieserhalb ratlich, 

Ivloia-Fricko, Modulfanctioncu. II. IS 
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YOU einer Einfiiliruiig der vorzunehmenden Untersuchuiigeii unter einem 
der Tlieorie der elliptisclien Normalcnrven entlelmten geometrisclien 
Bilde ganz abziaselien (vgl. indes weiter unten § 9). 


§ 1. EndgUltig© AiiswaM Tind Darstellimgen fiir den ^nsatzfactor % 
der Xa{u } 03 ) im Falle eines nngeraden n. 

In § 7 des vorigen Kapitels waren die Xa der einzelnen Ordnung n 
erst bis auf einen gemeinsamen von u unabhangigen Factor % bestimmt, 
den wir nnnmelir im Falle eines nngeraden n als Function der Perioden 
in der folgenden Weise festlegen wollen^): 

(1) 


Anf Grand beziiglicber friiberer Satze erkennt man vermoge der zweiten 
Gestalt des % in dieser Grosse eine eindentige Modulform; ibre Di- 

mension ist -(m — 1), und sie wird zufolge der in (2) p. 265 ange- 

gebenen Bedeutnng von A der Stufe entweder absolut oder ad- 
jungiert zugeboren. 

TJm Tiber den letzteren Punkt sogleicb naber zu entscbeiden, -wollen 
wir jene Formelsysteme verallgemeinern, welche uns oben (p. 68) 
den Zusammenhang der Grosse (1) mit den Teilwerten der p'- und 
der o*Funetion im Falle einer Primzablstufe angaben. An Stelle der 
damaligen functionentbeoretiscben ScHussweise ist es zweckmassig bier 
eine analytiscbe Ableitung treten zu lassen, und wir kniipfen zu diesem 
Ende etwa an die von (8) p. 28 ker bekannte Formel: 


( 2 ) 


^ 0 , = 



sr 


n 



(l 
) * \ 


1-r^ V‘ 


Wir betonen dabei ausdrucklich, dass der Teilungsgrad fur die in 
diesem und den beiden folgenden Paragrapben eintretenden Teilwerte 
die beliebige ungerade Zabl n sein soil, und braucben im ubrigen s 
bis auf weiteres in der Bedeutung der Einbeitswurzel: 

2i7t 

(3) £ = e~, 

da in der That die im vorigen Kapitel unter (2) p. 261 erklarte Bezeich- 
nung £ weiterHn nicht mehr zur Verwendung kommt. Man bilde jetzt 

die Formel (2) fiir die Zahlwerte ft = 1, 2, und multipli- 


=*") Cf. Klein, „Kormalcurven‘‘ p. 34 u. f. 
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ciere die GleicliuBgen init einander. Dabei fassen sicli die reclits 

auftretenden Factoren in leicht ersiclitliclier Weise znsammen^ und 
man gewinnt die Gleichung: 


( 4 ) 


IT-o. 








Was bier auf der recbten Seite steM^ ist zufolge I p. 154 (1) nichts 
anderes als die eindeutige Modulform: 

r ~ 2 4 yrrr ~ 1 

nnd also kommt (unter c in (4) und (5) eine numerische Constante 
verstanden) die Identitat: 


n — 1 
2 


( 6 ) 






Die bier recbts auftretende Modulform soil nimmebr dadurcb eindeutig 
fixiert werden, dass wir fiir dieselbe bei cj = ioo den jNabemngswert 


n — 1 
2 


(l^) ’ positiv gerecbneter Wurzel f/n vorscbreiben, worauf 

man die numeriscbe Constante ersicbtlich aus der Gleicbung 


c-2 


n 


Sin 


\17C 


= (-i) ^ 


bestimmen wird. Das Quadrat des links auftretenden Productes bat, wie 
man leicbt aus der zu n geborenden Kreisteilungsgleicbung abliest, den 
Wert dieses Product selbst wird also, insofern es nur aus posi- 


n — 1 


tiven Gliedern bestebt, den Wert l/Ji* : 2 ^ baben. Solcherweise er- 
giebfc sicb als JBe 0 iehung der 6-Teilwerte 0U der driften Wurzel' aus der 
in (1) gegebenen Modulform: 

n — 1 


( 6 ) 


!4 2 


*) Diese Formel findet sicb zuerst bei Fie pert, Zur Transformationstheorie 
der elUptischen Functionen, Crelle’s Journal Bel. 87 p. 199 u. f. (1879). 

18 
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Aiidererseits liaben wir wiclitige Bezieliuugen der Grosse (1) zu 
den Teiiwerten voii p('n) imd welclie wir aber iiiclit direct, son- 

dem von Formel (6) aus ableiten wollen. Zu deni Ende gelien wir 
anf die beiden folgeuden Formeln zuriick: 


(7) = 


f ~ ® + »-’) fu) = — . 

G- ■ c- (n ? S V ; G‘^(2i) ^ 


die erste nnter ilinen wurde scbon in I p. 158 (4) namliaft gemaclit; 
ziir Terifieation der zweiten bemerke man, dass der recbts steFende 
Quotient doppelt-periodiscli ist, im Periodenparallelogramm die ricli- 
iigen Null- und Unstetigkeitspunkte, sowie bei u == 0 das ricbtige 
Anfaiigsglied der Potenzentwicklung nacb w aufweist. Indem man fiir 
n bez. V gewisse Teile der Periode einsetzt nnd liernacb Zahler 
imd Nenuer der einzelnen entspringenden Formel mit einem geeigueten 
gemeinsamen Exponentialfactor versieht, erlialt man die Darstellungen: 


( 8 ) 


Po, 2, a Po, fi 


^0, 3/t 


^0, fi V, 2/i ^ 




^ ^0,2^4 

^o\,4 ‘ 


Man bilde die zweite dieser beiden Gleicbungen fiir ^=1^2, 


und multipliciere alle entspringenden Formeln mit einander. Dabei 
komnit man infolge des als ungerade vorausgesetzten n im Zahler bis 
auf einen numerischen Factor wieder auf das in (6) recliter Hand ge- 
scliriebene Product zuriick. Den numerischen Factor aber bestimmen wir 
etwa diircli Naherungsrechnung bei o = i oo (cf. die Formel (4) p. 13) 
Oder aucli unter Benutzuiig von <?o, n_« = ^o ,/4 und finden solcliergestalt 
die Eesultate: 



= i ^4 = 1 


Will man mit der ersten Formel (8) ahnlich verfaliren, so muss 
man dock bemerken, dass das im Zahler der rechten Seite auftretende 
Product nur dann auf das Product (6) zuriickkommt, ivenn n relativ 
prim gegen 3 ist. Indem wir fiir den Augenblick an dieser Voraus- 
setzuiig festhalteii, reihen wir den Formeln (9) nacli kurzer Zwischen- 
rechnung nocli die folgenden an: 


n — l 
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Als besonclers wiclitiges Ergebnis, mit deni zugleicb die eiiigangs 
aufgeworfene Frage ilire Erledigung findet^ zielien wir axis den gewon- 
nenen Formeln: Bie Modidform (1) geJiort fiir alle nngerciden n absolut 
ziir Stiife; ein GMclies gilt aiicli nocli von der dritten Wiirzel aus 
derselbeiiy solald die ungtrade Zalil n p'm gegen 3 ist Dass dieser letz- 
tere Ziisatz aucli notwendig ist, beweist man durcli Anwendung der 
Formel (4) p, 25 auf die rechte Seite der Gleicliiing (6). 

§ 2, Darstelliangen der normierten Xcc(ii | und Bestimm-ang 

ihrer Stufe im Falle eines ungeraden n. 

FTacli diesen einleitenden Bemerknngen iiber den Zusatzfactor 
durcli welclien wir die Xa endgiiltig normieren wollen, sclireiben wir 
uns nunmebir aus (9) und (11) p. 263 fur unsere ungeraden n die fertige 
Gestalt der ab. Wir finden: 

(1) {ii I ©a) = (— If i/A . ^ (m 1 (0, , 5) • 

Daran reilit sicli als Darstellung durcli die Function 

n u- 

(2) Xa (ll I Oi, COs) = (— 1)“ • -i— ;= 

sowie endlich die Reilienentwicklung: 

(( 3/77 4 ~ 1 ) — (2 777 + 1 )^^ 


Die solo! lergesf alt normierten Xa gehoren als homogene Functionen ihrer 
drei Argiimente it, co^ der Dimension — - 'K Um aber die 

Stufe dieser Xa zu bestimmen, bringen wir iiocli einige weitere Dar- 
stellungen fiir dieselben durcli die Functionen p, p' zur Ableitung^ 
Darstellungen, welcke aucli fiir die Entwickungen des folgenden Para- 
graplien von Bedeutung sind. 

*) Die Betracbtung der in (2) entbaltenen transformierteu < 0 - 1 -Function ist 
naturlick keineswegs neu. Dagegen ist wokl die durcbgefiihrte formentlieoretisclie 
]v[orinierung zuerst von Hrn. Klein gegeben worden; man seke ausser den 
„Normalcurven“ iibrigens auch die Note ,,Uher gexoisse Teilwerte der 
Math. Ann. Bd. 17 (1881). Der wesentliche Yorteil der Normierung kommt erst 
weiter unten durch das einfache gruppentheoretiscbe Verhalten der zur 
Evidenz. 
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Man weiss bereits ans dem vorigeii Kapitel^ dass der Quotient 
<?’■(««) eine doppeltperiodisclie Funtion, und zwar (w — 1)*®“ 
Grades, ist. Da sie ubrigens eine gerade Function von u ist und 
nur in den Eckpunkten der Parallelogrammteilung unstetig wird, so 

wird sie eine ganze Function ("-y”) Grades von piu) sein. Wir 


kaben aber direct die Darstellung: 


(4) 


«(«!%. 5) 


n — 1 
__ 


(y^(w I 03i,G)2) 


TI 


denu man bemerke, dass aucb die Nullpunkte der linken Seite von (4) 
mit denen der recbten coincidieren, und dass iiberdies wiederum die 
Anfangsglieder der beiderseitigen Reihenentwicklungen nach to ilber- 
einstimmen. Aus (1) und (4) folgt nun mit Riicksicht auf Formel (9) 
des vorigen Paragraphen: 

n— 1 


(«) 


x.(« I .,) - (- .)=?' »■(..) -). 


und also gewiunen wir unter Gebraucli von (IV) p. 264 allgemein: 




n — 1 


/ acoA 


Po„ 


(6) X^iu I CO,) = (- 1)"^ 2 <0 W • 77 

'' 5 “ 0,/6 / 

Weiter folgt aus (7) p. 276 nacb kurzer Recbnung: 

Setzt man dies in (6) ein und benutzt zur Entfernung der ^<?'-Teilwerte 
die erste Formel (9) des vorigen Paragraphen, so eutspringt folgende 
Darstellung der Xat 

1 n — 1 

2 _'2_ 

(7) (m 1 cji , (Da) = (— 1)“ JJ (Jo, f, Yl ^“.1^ W , 

/*==! n — 1 


Dass sick von Her aus Formeln iiber die Beziehung des singularen Co- 
oidinatensystems der ziim kanonisclien entwickeln Hessen, wird man leicht 
bemerken; doeh wurde man dann das letztere Coordinatensystem. mit den hohe- 
ren Potenzen von p{%) und nicht mit den hoheren Ableitungen dieser Function 
aufbauen mussen. Aucb batten wir, um diesen Ansatz obne Mtibe zur vollen 
Duxcbbildung zu bringen, allgemein auf die erst spater festznstellende Wirkung 
der Modulsubstitutionen auf die X^ Bezug zu nebmen. 
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welclie die erste Formel (1) p. 257 in definitiver Gestalt giebt Um 
endlicli nocb eine letzte geringe Modification niit Formel (6) vor- 
zunebmen^ betracbte man vorerst das Product 

n — 1 


( 8 ) 


\p(“ 


in dem a nicht gerade gleicL. 0 sein moge. Bei 11 = 0 wird der 
ZaMer desselben (n — l)-fach unendlicb; einer der Factoren des Nen- 
ners aber einfacli zu Null, so dass wir dortselbst einen n-facben Un- 
stetigkeitspunkt des ganzen Productes (8) vorfinden. In gleicher Weise 

ergiebt sich bei ^ ein ^^-facber Nullpunkt, wahrend sicli (8) iibrigens 

allentbalben im Periodenparallelogramm endlicb und nicht verscbwin- 
dend erweist. Dieserbalb ist (8) bis auf einen von ti unabbaugigen 
Factor mit der Potenz des Quotienten 6a,o(u) : 6(ti) identiscb, welcbe 
letztere ja gleicbfalls doppeltperiodiscb ist (cf. (4) p. 25). In der Tbat 
kann man denn aucb die bier gemeinte Formel leicbt direct dadurcb 
berstellen, dass man die in (8) auftretenden ^^?-Differenzen vermoge (7) 
p. 276 einzeln durch die 6 ausdriickt; man fiiidet so endgultig: 


( 9 ) 


>K^)=n 


P(m) - Px,o 


( acoA 


P;.,o 


Multiplicieren wir diese Formel mit (6), so kommt als letzte Dar- 
stellung der X.a die folgende; 


( 10 ) 


01,0)2) 


n — 1 

= (-!)“ 





} 


an welche sicli filr den Specialfall « = 0 die Formel (6) direct an- 
scbliesst. — 

Die Frage nach der Stufe der Grossen ] co^ beantwortet 

sich jetzt miibelos. Da auf der recbten Seite von (10) nur Grossen 
erster und Stufe steben, so ergiebt sicb, dass di6 Xa Fcdle 
eines tingeraden n aJbsolut 0 ur Stufe geJidren, Dieser Satz ist aber 
nur erst ein vorlaufiger und wir werden bestimmen wollen, welches 
die Congruenzgruppe Stufe derjenigen Substitutionen ist, die zu- 
gleicb alle n Functionen in sicb uberfiibren. Es ist aber das 
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System der Nullpunkte von Xx im Periodenparallelogramm gegeben 

(lurch 

(11) ir + f*-?. 

Soli also Xx(i^- I ccG}^ + /3g?2, 'yco^ + (5'c92) = ^x(u | co^) sein, so 
muss das Piinktsystem: 

(19\ ^(^^1 +pgQ 2 ) r ^ = {Xa + lir)co, , 

bei beliebigem stehenden Werte I ftir ^ = 0, 1, . . ., n — 1 gebildet^ 
von ganzzabligen Verbindungen der Perioden abgesehen auf das Sy- 
stem (11) zuriickfiihren. Dies ist offenbar immer und nur dann der 
Fall, wenn kee 1, y = 0, (mod, n) ist, vroraus d = 1 eine unmittel- 
bare Folge ist. Aus einer spater hervortretenden Thatsaclie (dass sick 
namlich die Xa gegeuilber einer beliebigen Modulsubstitution linear 
reproducieren) ist aber der Schluss zu ziehen, dass die bier gesucbte 
Congruenzgruppe, deren Substitiitionen zugleicli alle n Xa unverandert 
lassen, eine ausgezeiclinete ist. Wir folgern soinit /3 = 0 und daber 
das Resultat: Bei migeradem n Meihen die Xa(u | co^) insgesamt erst 
gegeniiber den SiibstUntionen der liomogenen Hauptcongnien^grn/pjge Skife 
des Index n(p(ii)xlj(n) unverandert {cf. 1 p, 460). 

§ 3. Die Modnlformen Stufe 0a j 'ija, etc. und ihre Beziehung 
zu den Teilwerten im Falle eines ungeraden n, 

Geboren die Xa{u) zur Stufe, so muss ein Gleiches von X«(0), 
d. i. von ibren Nullwerten, sowie aucb von den Nullwerten ibrer Ab- 
leituugen nacli u gelteu. Diese Nullwerte siiid aber gerade die Coeffi- 
cienten 0a j ija etc. der Reibenentwicklung: 

Xa (u) = 0a + y + tVa ^ ^ + • • • , 

welclie wir bereits unter (12) p. 267 angabeii; in den 0a, ya, Xa 
iL s. 10 , besit 0 €n ww also Ilodulformen der Stufe, mid 0 tmr ersichk 
Itch der Eeilie nach von den Dimensionen — ^ 

Zufolge der bereits p. 267 entwicMten Belationen (13) und (14) haben 
t^ir !L_ tvcsentlich verschiedene Grbssen 0 a, ebenso viele Xa etc.; dagegen 

gkU es Moduln tja, Wa etc. Die biermit gewonnenen Modnlformen, 

') Um Mer Yerwecbslungen mit dem Substitutionscoefficienten a zu ver- 
meiden haben wir fiir den Augenblick den unteren Index der Functionen X durch 
i bezeichnet. 
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and insbesondere die 0cc, gelioren zu den eiiifaclistenj deren wir iiber- 
liaupt liabliaft werdeii konnen, iind wir zielien betreffs derselben dieser- 
lialb sogleicli eine Reihe von Folgerungen, welclie sicli aiis den For- 
melii der voraufgebenden Paragraplien uDmittelbar ergeben. 

Erstlich baben wir fiir die 0cc aus Formel (1) des vorigen Para- 
graph en die Darstellung: 

(1) (“i; = (— 1)“ V ^) > 

^ n ’ 

oder aucli aus Formel (2) ebendaselbst: 

( + — 

(2) 0a{c3^, tOg) =~T= {ciCOTt, r'‘), 


woran sicli die Reihenentwicklung schliesst: 


(3) 


, («! , CO2) 


(- 1)' 




V-^v^‘ 

y ^ ^ 


CO ((2m + lpi — Sof)"^ 

^ T ^ 


Audi fiir die ya lassen sich aus (3) p. 277 fast immittelbar Reilienent- 
wicklungen nacli r liernelimen, namlicli: 

(4) !/«(»!, <02) = 



( — ((2 m + l)n — 2c^ r 


wabrend entsprecbende Entwicklungen fiir die Xa etc. ein wenig com- 
plicierter ausfallen wegen des Exponentialfactors, der sicli in Formel (3) 
p. 277 vor dem Summenzeicben findet. 

Die Formeln des vorigen Paragraplien geben uns weiter einige Atis- 
drilclce fur 0a und durch die Teilwerte des Teihmgsgrades. Wir 
zieben erstlich aus (7) p. 278: 

n — 1 n — 1 

2 y 2 

(5) 0 a— { 1)“ j[ j|[ 

f.i = l n — I 


Weiter folgt fiir « = 0 wiederum aus (7) p. 278 iinter Benutzung vou 
(9) p. 276: 



«— 1 
n—l 2 


(- 1) ^ = ^ 11 


/t = l 




P'o.fi 


(6) 
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Formel (6) p. 278 ergiebt als zweite hierher gehorige Darstellung der 


n — 1 



0 C( 


Wenn mau will, kann man bier nocb den Factor 6^,0 auf Grand von (9) 
p. 279 entfernen. Diese Formel beisst namlicb fur m = 0: 

n — 1 




a,0 ■ 



WO jedocli im Producte rechter Hand der Wert A = + a ansziilassen 
ist; in liblicher Weise haben wir diesen Umstand durcb einen oberen 
Index am Productzeicben angedeutet. Durcli Ausflibrung des ange- 
deuteten Grenzilbergangs kommt: 

n — l 

( 8 ) Pa, 0 J J (Pa, 0 0 ) = ~ ; 

f=l ^cc,0 

wir unterlassen jedocb, den hiermit gewonnenen Wert von in 
in Formel (7) nocb ausfiibrlicb zn substituieren. 

Auf der anderen Seite 'kann man die Teilwerte durch die Ifodul- 
formen Ba etc, ausdriicken. Um dieses zu leisten, betrachte man die 
Summer 

( 9 ) 

fi = Q 

wobei a eine der Zablen 1, 2, . ^ — 1 sein soil, Z(u) aber das 
elliptische Integral zweiter Gattung (1) I p. 165 bedeutet, Zufolge 
der Formeln (2) ebenda stellt (9) eine doppeltperiodiscbe Function dar, 
und zwar, wie man siebt eine solcbe Grades^ deren n Unstetigkeits- 
punkte im Parallelogramm mit den Nullpunkten von Xq(u) coincidieren. 
Nacb dem Hermite’scben Satze muss also eine Darstellung existieren: 

n — 1 

(10) 

fi = 0 

Zur Bestimmung der Coefficienten c seize man m — ^ an Stelle von 
' n 

u in (10) ein, benutze fur die recbte Seite Formel (13) p. 264 und 

multipliciere die entspringende Relation mit es ergiebt sicb: 
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( 11 ) 


^ £-(,« + !) 


fl=sO 
n — 1 




(ft 4- i)(i 








1 — cc 


x^iu) 


X,(u) 

Zieht man (10) von (11) ab und benutzt I p. 155 (2), so folgt: 


( 12 ) 






0 


als lineare Ideiititat zwischen den X. Da alle Coefficienten derselben" 
verschwinden miissen, so ergiebt sicli Cq ans Cq(6 '^^ — wahrend 
unter den tibrigen Ci einzig Ca von Null verschieden isi Zur Bestim- 
mung von Ca entwickle man (10) rechts und links nacb Potenzen von ii. 

Das Anfangsglied der linken Seite ist — reclits aber 

^ ° ^ ' 2/o 

Um die endgiiltige Formel noch etwas allgemeiner zu gestalten, schreibe 
man {u — an Stelle von u und findet solchergestalt;: 


n — 1 

(13) X 




-f- ft-®. 




Vt 


2/o^a+;i(“) : 


0. 


Die Formel (13) differentiiere man nun fiir il — 0 nach li; und 
erhait so: 


(14) 


n — 1 

X"“'‘ 




Vo 




du 


dX^ 
* du 


f) 




Hier entwickele man rechts und links nach ansteigenden Potenzen 
von u. Linker Hand treten als Coefficienten gewisse Summen liber 
Teilwerte auf, rechts aber rationale Verbindungen der ya etc. 


*) Die liier gewonnene Formel ist (naturlich in ganz anderer Bezeicbnnngs- 
weise) scbon von Jacobi anfgestellt nnd der sogen. nmgekebrten Transformation 
zn Grande gelegt; cf. „ Suite des notices sur les fonctions elli^tigues^'‘ IV, Crelle’s 
Journal Bd. 4 (1829) oder Ges. Werke I p, 271 u. f. Die Umsetzung der Jacobi- 
schen Formel in die entsprecbende fur die von Weierstrass eingefiibrten Functio- 
nen ist von Hrn. Kiepert in einer scbon bei Gelegenbeit genannten Arbeit ge- 
leistet, cf. ^^Transformationsgleichungen und Bivision der elliptischen Fumtionen^^ 
Crelle’s Journal Bd. 76 p. 34 u. f. (1873). Man sebe iibrigens aucb Frobenius 
und Stickelberger, liber Addition und Multiplication der elliptischen Functio- 
nen^ Crelle’s Journal Bd. 88 p. 146 u. t (1879). ■ 
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Diircli Identisclisetzen cler Absolutglieder, sowie andrerseits der Coeffi- 
cienten von « entspringen die beiden folgenden Relationen: 


n — 1 

ll5) 

li = l 






, 2 = 




die abeFj wie wir wiederliolen, nnr fiir die Werte « = 1^ 2^ . . w — 1 
giiltig sincL Uni eiitsprecliende Formeln fiir a = 0 zu gewinneDj 
kiiiipfeii wir fiir die ^^Teilwerte an Formel (5) p. 278, die wir wieder 
links nncl reciits nach Potenzen yon ti entwickeln. Der Vergleicli der 
Ooefficienten yon u and recliter und linker Hand ergiebt uacb 
knrzer Eecbnung: 


(16) 


n — 1 



Da encllicli yA,— « = — FV.w ist, so ist fiir die p'- Function einfacb: 


n — 1 



Nun fiilirt eine einfaclie Combination der zuletzt erlialtenen Relationen 
auf die gesiicliten Ausdriicke der Teil werte yon p' in den 
‘ija etc. 5 wir finden namlicb: 


(18) 


n — 1 





Entsprecliende Darstellungen der Teilwerte p'z^^u mt niclit- 

verschwindendem A wird man aus (18) durcli Austibung geeigneter 
Modulsubstitutionen herstellen. Wie dieselben auf die Modulformen 
0a etc. wirken, wird bald der Hanp.tgegenstand unserer Untersucliung 
sein**^'^). 


Es scMiessen sick diese Relationen denjenigen Formeln an, durcli welcke 
Hr. Kronecker die Teilwerte der Functionen sin® am u vermoge der Wurzeln 
der Jacobi’ecken Modular- und Multiplicatorgleichungen ausdriickt; sieke die 
Berliner Monatskerickte von 1875 p. 498 u. f. 

Betreffs der sogenannten AbeTscken Relationen zwiscken den Teil- 
werten von p, p', welcke aus der Formel (13) des Textes abgeleitet werden kon- 
nen, verweisen wir auf die beziiglicke Note von Hrn. F. Engel in den Berickten 
der KgL Sacks. Gesell. der Wiss. vom Jakre 1884; man seke auck „Normalcurven 
p. 43 (Note). 
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§ 4. Endgiiltige Auswalil und Darstellnng fiir den Znsatzfaetor z 
der Xa(ii j im Fall© eines geraden n. 

Indem wir nns anscliieken, die Untersucliungen der letzten Para- 
graplien aucli fiir gerade n durdazufiihreiij legen wir mit Hrn. Hur- 
witz* **) ***) ^') der in (11) p. 266 nocli unbestimmt gelassenen Grosse z bei 
den geraden Ordnnngen n die nacbfolgende Bedeutung imter: 

(1) 5c = Va • A = j/A ■ • 

Dass diese Auswabl des jc eine zweckm*assige, in gewissem Sinne sogar 
die einzig zweckmassige ist, soli weiter unten auseinandergesetzt war- 
den. Zunacbst bemerke man, dass die so fur x gesetzte Modulform 
( — 3)^®^ Dimension der Stufe adjungiert ist, indem sie bei Anwen- 
dung einer modulo n mit der Identitat congruenten Modulsubstitution, 
allgemein gesagt, eine multiplicative 8*® Einlieitswurzel annimmt. Wek 
dies der Wert dieser Einheitswurzel ist, warden wir vor alien Dingen 
bestimmen wollen und Miren zu dem Zweck fiir % eine solche Dar- 
stellung ein, die den Hiilfsmitteln unserer fruberen Dntersucbimgen 

obne weiteres zuganglicli ist, was von fA. A nicbt gilt. 

Die Formel (2) p. 274, welclie sowobl fiir ungerade wie gerade n 
gilt, bilde man fiir ft = 1, 2, . . oi — 1, multipliciere alle (n — 1) 
Gleicliungen mit einander und zielie die recbts auftretenden Producte 
wieder iiach demselben Principe wie oben (p. 274) zusammen. Es 

foigt*’*-i*); 

n — 2 



wobei der numeriscbe Factor wieder vermoge der Kreisteilungsglei- 
cbung bestimmt wurde. Aus (2) ergiebt sich weiter: 

2 

(3) fA^ = — y^‘-ft'A-0li\-]j[6l,,, 

\ 2/ f.L — I n 

und hier ist der reehts in Klammern gesetzte Ausdruek von eineni 
numerisclien Factor abgeselien mit dem reeiproken Werte von \/X{X — 1) 
identisck Indem vsrir diesen reeiproken Wert in (3) einsetzen, 

*) Math. Ann. Bd. 27 p. 195. 

**) Bei den Teilwerten miissen wir hier uherall ausdriicHich den Teilnngs- 
grad mit in die Bezeichnung aufnehmen. 

***) Man vergl. die Pormcln p. 29 n. f. 
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reehts und links die Quadraiwurzel ziehen und den numerisclien Factor 
alsdann durck Annakerung an a) = ioo bestimmen, entspringt als ge- 
■sriinsekte Darstellung von %■. 


n—2 


(4) 


, VA-A = (— 1) 2 1/2 • 






n 


^0,^* 


Urn eine nunmelir auszuiibende Substitution der homogenen Haupt- 
congruenzgruppe Stufe als solcbe gleicli kenntlich zu macben^ 
scbreiben wir ibre Coefficienten in der Gestalt : 


(5) « = + j3 = 6n, y = cn^ 8 = cln'-\-l. 

Die Yeranderungen, welcbe alsdann die einzelnen Bestandteile der 
rechten Seite Yon (4) erleiden, wird man nacb Formel (16) in I p. 627 
bez. (11) I p. 674, sowie endlicb nacb (2) p. 24 berecbnen. Wir 
finden die nacbfolgenden Kesultate; 


( 6 ) 


1/A^ = ln{b+c-!ra)YK, 

— (<pK + 2<J+(25+c)(»a+l)) 


yx {X —l) = e s 




n—2 

2 


n(n — 2) 




icd-\-c-\-d) — 


C7ti (n — l)(n — 2) ^ 


fi=sl n 


n<t 

ix = l n 


Passt man diese Pormeln nacb Massgabe der recbten Seite der Glei- 
cbung (4) zusammen, so ist es fur die auszufiihrende Zwiscbenrecbnung 
zweckmassig, zu unterscbeiden, ob n durch 4 teilbar ist oder durcb 4 
geteilt den Rest 2 lasst. Im Scblussresultat zieben wir beide Falle 
gleicb wieder in eins zusammen und finden so als Yeranderung von 

kA.A bei Ausiibung der durcb (5) gegebenen Substitution: 


(7) fe A'= (— . ^{nb+nc-noa-c).^^=^^ 

Im Gegensatz zu den bei ungeraden n gefundenen Yerbaltnissen 
ist sonacb bier der Zusatzfactor % keineswegs absolut zur Stufe 
geborig, sondern vielmebr zur Stufe 8n, wie man leicbt bemerkt. 
Desbalb sind aucb Darstellungen des jetzigen % durcb p- oder p'- 
Teilwerte, die etwa den Formeln (9) und (10) p. 276 analog gebildet 
waren, nicbt moglicb. Man mocbte zwar versucben, vermoge der 
aus (8) p. 276 zu gewinnenden Gleicbung: 


( 8 ) 


Po, fi (|?0, 2fi ^^0,^) 



fur alle durcb 3 nicbt teilbaren Zablen n die Formel: 
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(9) jf j( ^o,V (Fo, 2/. — po,/i) = + jfJ 

ia=:l /t==l ^0, 

zu benutzen; inzwisclien kommen wir dock von Her aus vermoge (4) 
nur zu y A • Aj nicht aber zu 


§ 5. Darstellnngen der normierten Xa(u | osg) imd Bestimm.tmg 
ihrer Stufe im I’alle eines geraden oz. 

Durck die gesckekene Auswakl des k sind die Xa in den Fallen 
gerader Zaklen n zu Jiomogenen Funetionen ( — 2)^®^ Dimension der drei 
Argumente u, g^worden. Als ausfukrlicke Darstellungen fiir 

dieselben kaben wir erstlick die beiden folgenden: 


• A. 1 1 

n'^2' 2 



(1) Xa(u I Oi, Og) = ^ 






(2) Xa(u I CO 


1 ? 


“ 2 ) =]/■ 


2 UTt 8 


j/A • 




/nu - 




). 


woran sick die Keikenentwicklung sekliessen moge: 


( 3 ) 


x^(u I (0,, c,) 


Vdk 

g2 cOj^ 





{mn — c)^ 

/y- 2n ^mn — a . 


Eine Darstellung der Xa durck die ^i;?-Function; wie wir sie fiir die 
ungeraden n in (6) p. 278 leisteten, lasst sick auck jetzt okne Miihe 
durckfukren. Wir finden erstlick fiir X^{%f), wie man leickt bestatigt: 

n — 2 
2 

( 4 ) = "« • jfT 2 .+ 1 ), 

^ W ^=0 V 2 ' 2n j 

und sodann durck Anwendung von Formel (IV) p. 264 allgemein: 

n — 2 

(5) Xa (U\ (Di, CJs) = ^^0 ff2,0 (m) U ( F (« — — f*! 2^ + 1 

^t = 0 \ 2’ 2^^ 

Durck Benutzung der ersten Formel (7) p. 276 gelangt man von kier 
aus wieder zum urspriinglicken (^-Product (1) p. 257 fiir die Function 
Xa zuriick. Dock unterlassen wir diese und sonstige Umsetzungen 
der Xa und kniipfen unsere weitere Besprechung an die bislang ge- 
wonnenen Formeln. 

Um die Stufe der Funetionen Xoi(u | coi? (^ 2 ) bestimmen, miis- 
sen wir gegenwartig eine etwas ausfiikrlichere Betracktung anstellen 
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imd beiieuiien, uni Collisionen der Bezeicliiinrigen zu meiden^ fur den 
Aiigeiiblick den Index der Functionen X durcli L Indem wir daim 

iiocli die AbMirzung A=A + y benutzeU; liaben wir als Verscliwin- 

dungspuiikte von X),(;u) im Periodenparallelogramm die nacbfolgenden 
anzumerken : 


( 6 ) 


r £»! ! 2 a + 1 

n ' 2 71 


= 0 ; 1 , • • •; n — 1 . 


Soil jetzt Xx(;u | + dci?2) = Xx(ii) sein, so scliliessen 

vir gerade wie vorliin bei den ungeraden n (p. 280), dass das System 
der Pimkte: 


0> (t + -1?^) ». + 


Yon ganzzaliligen Verbiudungen der Perioden abgeseben, wieder auf 
das Punktsystem (6) zuruckkommen muss. Indem also insbesondere 

(« — 1) ^' , y(2/x + i) 

‘ 2 71 


filr beliebige ganzzalilige A, ft eine ganze Zabl vorstellen muss, baben 
wir als notwendige Bediugungen a = 1 (mod. n) und y = 0 (mod. 2^^). 
Eine weitere unmittelbare Folgerung ist d = 1 (mod. und es folgt 
eudlicb /3 = 0 (mod. 2 n) vermoge der scbon wiederholt genannten 
Tbatsacbe, dass diejeiiigen Modulsubstitutionen, welcbe zugleicli alle 
Xe in sicli transformieren , eine ausgezeicbnete Untergruppe bilden. 
Uni diese ausgezeicbnete Untergruppe aber soil es sicb bier allererst 
bandeln. 

Indem die gefundenen Bedingungen: 

(8) o: = d = 1 (mod. oi), ^ = y = 0 (mod. 2n) 

augenscbeinlicb dafiir binreicbend sind, dass das Punktsystem (7) mit 
dem in (6) gegebenen identiscb ausfallt, wird bei einer bierber geborigen 
Modulsubstitution das Product auf der recbten Seite von (5) absolut un- 
verandert bleiben. Ein Gleicbes beweist man ftir den Bestandteil (31^q{u) 
sofort vermoge (2) p. 24, so dass die Wirkung der in Rede steben- 
den Modulsubstitution auf Xa dieselbe ist, wie auf: 



Um aber die Veranderung der Grosse zu bestimmen, benutzen 
wir die scbon in (5) p. 286 eingefubrte Scbreibweise unserer ModuU 
substitution und setzen des genaueren: 

( 10 ) ^ = nb==2niQy y = nc = 2ncQ] 
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die liier gebraucMen Zalilen ay Sq, Cqj d geniigcE alsdann der Bedinguug 
(11) n ' ad a d — a d^Oy (mod. 2). 

Den (J-Factor anf der recFten Seite von (9) bezeiclinen wir^ als zu 

den transformierten Perioden gehorig, durch 6i i nnd finden aus (2) 

2’ 2 

p. 24 als Wirkung der auszuiibenden Substitution: 


( 12 ) 


G 1 1 


(- 1 )' 


Co “}~ Cq d 




-f- 


• 01 


2 ’ 2 


Indem wir nun aucb nocli die Formel (7) p. 286 beranzieben^ kommt 
als Yerandernug von Sq nacb leicbter Zwischenrecbnung: 


(13) 


(_ (^o+c«- 




Hieraus liest man die Schlussresultate ab, und zwar erstlicb: 

1st n durch 4 teilbary so sind die Xay als Functionen der Ferioden 
betraclitefy Moduln der 2n^®“ Stufey indem sie insgesamt erst bei der durch 
(8) charaloterisierten Untergnippe unverdndert Ueiben, welche sich sofort 
als eine Congruenggruppe Stufe des Index n(p(2n)'^(2n) erweist 
1st dagegen n das Doppelte einer ungeraden Zahl, so folgt aus 
(11) leicbt a~d (mod. 4). Bedeutet' also jetzt h eine beliebige ganze 
Zahl, so haben wir ausser (8) als Bedingung ftir vollig unveranderte Xc,: 


(14) a = d = h (mod. 4), (mod. 2), 

die man nocb in die andere Gestalt iiberfubren wolle: 


(15) a = d = 1 + hriy /3 + Z = + 1) (mod. 4on). 

Daber das weitere Ergebnis : 

Ldsst Uy, durch 4 geteilt, den Best 2, so sind die Xa als Functionen 
der Ferioden mir erst Moduln der Stufe 4n und gehbren als solche ins- 
gesamt m einer ausgemchneten Untergnippe des Index 

“ (p (4n) ijj (An ) . 

In der That zablt man sofort acht modulo An incongruente Substitu- 
tionen ab, welche die Bedingungen (8) und (15) erfiillen. 


§ 6. Einfiibrung der Modnlformen Zay ya etc. bez, 4ai*®^ Stufe 

bei geraden Werten von n* 

Die Nullwerte der X^y sovvie dann weiter die Nullwerte der Ab- 
leituiagen von Xa nacb u liefern jene Modulformen ( — 2)*®"^, ( — 3)^®^ 
u. s. w. Dimension, die wir mit Za, ya etc. bezeichneten, und deren 

Klein-Pricke, Modnlfixnctionen. IL 19 
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StiifeozaH iiatlirlieli selbst wieder 2n bez. 4n ist, je naclidem n diircli 
4 teilbar oder = 2 (mod. 4) ist. Zu bemerken diirfte etwa nur dieses 
seiiij dass die Quotienien der sowie aucli die der etc., als Modul- 
ftiiietionea jedenfalls immer schoa zu der durch (8) p. 288 charakte- 
risierten CongruenzgTuppe 222*®^ Stufe geboren; es ist dies eine Folge 
des im vorigen Paragrapben bervorgetreteuen Umstandes, dass die 0 ^ 
bei Auwendiirtg einer Substitution dieser Untergruppe alle zugleicb ent- 
weaer das Zeieben wecbsein oder unverandert bleiben. 

Die Anzalil der verscliiedenen Moduln 0a ist - - - y -, und wir hdnnen 

als sdlclie 0 ^, 0 ^, 0 .^, . , , 0 ,^ tvdJilen; demgegeniiber Jiaben wir ivesent- 
2 

licJi verschiedene Iloduhi ya, ndmlich etwa y^, y ^^ . . 2/«~2 (cf. (15) p. 267), 

~2 " 

Bei den Xay Wa etc. finden wir in dieser HinsicM immer wieder dieselben 
VerJidUnisse ivie bei den 0a und ya- 

Vornebmlicb aber soil es bier gelten, die analytiscben Dar- 
stellimgen zusammeuzustelleu, welcbe fur unsere Modulformen, aus den 
Gleicbungen des vorigen Paragrapben hervorgeben. Wir baben da 

zuvorderst riir die — - — Modulformen 0a{co^j CO 2 ) die beiden Ausdriicke 


durch 

die 

6- und 'O’g-Function: 




Ttia S TEi 


(0 


Za (Oi , 02 ) = fi ^ ” * 

•VA-A-ffa 1 l(tDi, “), 



,T+2’D 

^2) 


Os) =]/^|/A- 

a~ 


Des weiteren aber ergiebt sicb aus (3) p. 287 fiir die die Reiheii- 
entwicklung: 

y - Qo Cinn — aP 

771= 05 

Als Reihendarstellungen der Grossen «/« scUiessen sich an: 

(4) yo. (ojj, © 2 ) — iYii- (]/^ a) ■ ^ (nin — a) r 

^ m= — CO 

wahrend die fur av etc. wieder eia wenig nmstandlicher ausfallen wurden. 

Als eine einzelne Beziehnng der eingefulirten Modulformen zu 
den Teilwerten der 0 - und ^:?-Function ziehen wir aus (5) p. 287 fiir 

0 : > 0 die folgende : 




— pi 2 jl±A . 
2 ’ 2n ) 


( 5 ) 


0 
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Inzwisclien sind fiir die geraden n weitergehende Untersuchungen iiber 
cliesen Gegenstand (wie solcbe mis oben in § 3 p. 281 u. f. fur die mi- 
geraden n bescbaftigtenV zur Zeit noch niclit ausgefulirt. Aucb bat 
es den Anscbein^ als ob die bier vorliegenden Veriialtnisse nicbt zu 
so einfaclien Resultaten fubren mocbten wie in den Fallen ungerader n. 
Wir lassen demnaeb den in Rede stebenden Gegenstand ausser Acbt 
und wenden nns zu neuen wicbtigen Entwictlungen iiber die Xa. 

§ 7. Transformation der Xa dureb Modnlsubstitutionen, insbeson- 
dere durcb S nnd T, im Faile eines -ongeraden n. 

Die bisberigen analytiscben Entwicklungen gaben uns die Mittel 
zu eDtscbeiden^ bei welcben Modnlsubstitutionen die Xa unyerandert 
bleiben. Daraii reibt sicb jetzt die principielle Fragestellung, wie sicb 
die Xa bei Ausiibung der iibrigen Modnlsubstitutionen yerlialten mogen, 
und die Beantwortang dieser Frage ist es, welcbe von den weittragend- 
sten Folgen fiir den Fortg^ang unserer Untersucbungen begleitet ist. 
Wenden wir eine beliebige bomogene Modulsubstitution an und nennen 
das fiir die transformierten Perioden gebildete Xa kurz Xa; so ist 
offenbar aucb eine doppeltperiodiscbe Function Grades, 

und daber ist Xa' nacb dem Hermite'scben Satze eine iineare bomo- 
gene Function der urspriinglicben X: 

n — 1 

( 1 ) = 

mit von w unabbangigen Coefficienten Also der fundamentale Satz: 
Gleicligiiltig 6b n gerade oder ungerade sein mag; erfdhrt das System 
der n Grbssen Xa bei Ausubung einer beliebigen liomogenen Modul- 
substitution selbst eine homogene Iineare Substikiticm. Eben bierin ist der 
scbon wiederbolt benutzte Umstand begriindet, dass diejenigen Modiii- 
substitutiouen, welcbe alle Xa zugleicb unverandert lassen, eine aus- 
gezeicbnete Untergruppe bilden. Mit Riicksicbt auf die vorbin er- 
baltenen Resultate aber zieben wir bier sogleicb den weiteren Scbluss: 
Bei Ausubung von Modulsubstitutionen werden die n Funetionen Xa selbst 
eine Gruppe linearer homogener Substitutionen bilden, ivelche auf die homogene 
Modidgruppe isomorph besogen ist; diese BeBiehung ist von unendlich hoher 
Meroedrie, denn die Xa-Gruppe ist, wie wir gesehen haben, eine endliclie 
Gruppejndmlich eineGn(p(n)yjin) beB.Gncp{ 2 n)yj{ 2 n) oder jo nach- 

dem n ungerade oder durch 4 teilbar oder endlich das Doppelte einer 
iongeraden Zahl ist. Zur naberen Erforsebung dieser X«-Gruppen wer- 
den wir festzustellen baben, welcbes das Verhalten der Xa bei Aus- 
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iibiiDg der liomogenen Substitution en S und T ist; wir leisten diese 

Aufgabe vorab fiir ungerade n. 

Die Substitution S hatte die Gestalt co/ === -f - ^2 ? a?2^=c<52* 

Bei ibrer i^nwendung wird das System der Nullpunkte von in sicli 
transformiert (cf. (11) p. 280), so dass XJ: Xa von u unabbangig ist 
Fiir die Wirkiing von S auf Xa liaben wir damit den Ansatz: 
Xa = CaXaj und es kann Ca nur eine Einlieitswurzel sein, da 
= 1 (mod, n) ist. Dieses bestatigt auch eine kurze, bei G3 = ioo 
durchzufuhrende Naberungsrechnung; setzen wir u == 0, so ist Ba=Ca^aj 
und nun wird -Za an bezeicbneter Stelle in erster Annaberung mit 

— 1 a{n — a) 

02 ^ r proportional, wie man aus (3) p. 281 abliest. JBei 

Aumhiing von S zeigen die Xa sonach das durch 

a {71 — a) 

(2) 

angegehene Verlialten. Die Ableitung der Formel (2) beziebt sich freilich 
nur erst auf die Falle > 0. Es bleibt aber (2) auch fiir ci: = 0 un- 
veriindert in Kraft, wie man etwa aus der Darstellung (5) p. 278 fiir 
Xq ersehen mag. 

Weit langer wnrd uns die Erledigung der Substitution T bescbaf- 
tigen, und wir werden hierbei zuvorderst von den Formeln (I) bis (IV) 
p. 264 einen ausgiebigen Gebraucb zu machen haben. In der Formel: 

71—1 

X^{ll I — OJg, (0^) = X I “iJ “ 2 ) 

f (=0 

setzen wir znnaclist (u + — ) an Stelle von u und finden naeli (III) 
und (I) ” 

1 n — 1 

I — Og, (oj = X = X I (Oj, cog), 

/ 2=0 Ii=0 

wobei tibrigens fiir die linke Seite die speciellere Formel (13) p. 264 
zur Verwendung gekommen ist. Der Vergleicb. der beiden letzten 
Gleicbungen liefert == q = • • • = i, und also wollen wir den 
gemeinsamen Wert dieser Ooefficienten durch c bezeichnen. t)bt man 
dann weiter in 

Zo(tt I — a.,, a)j) = cX X/iiu \ co^) 

die Substitution u -f- fiir u aus, so kommt unter Gebrauch von 
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!IV) unci (13) p. 264 als AnsaU fur die Wirlcung der Siihstitution T 
aiif 

n — 1 

(3 ) Z„'(m) = c2 

Die Grosse welclie wir nunmehr zu bestimmen baben, ist uii- 
abhangig von «; sie ist aber aucliy wie wir sogleicli ziim voraiis be- 
merken, imablidngig von cd iind also mimerisclij und liierin bat man 
den wichtigen Erfolg zu selien, welclier sicb mit den in (1) p. 274 
getroffenen Auswabl des Factors % verbindet. Um Siese Tliatsacbe 
zu erbarten imd zugleicb den numeriscben Wert von c in Erfabrung 
zu bringen, entwickeln wir die Formel (3) fiir = 0 rechts und links 
iiacli Potenzen von u, setzen die beiden Ooefficienten von u selbst 
identiscb und berecbnen daraus fur c den Wert: 

^ n — l 

Va '>1 ’ ^ 2 ) 

a = 0 

Fiir den bier auftretenden Nenner finden wir nach (4) p. 281 



2 


as=sO 


CO n — 1 


■\/TZ (( 27 n+l)w— 2 «)^ 

^ ^ (— — 2a) r 8n 


7t r It ^ 


(5) ^ ya (»!, (»,) = 00 , A 

■7 V m=-cr 


(2m-|-iP 

Sti 


Vor der weiteren Entwicklung der recbten Seite von (4) milssen wir 
jetzt eine eigenartige Reibendarstellung fur ]/A nanibaft macben, welche 
aucb spaterbin nocb baufig zur Verwendung kommen wird. Differen- 
tiiert man die erste Formel (4) in I p. 161 nacb n und setzt hernach 
-ii = 0, so kommt die in Aussicbt genommene Entwicklung: 

(6) ^ K S (“1’ “s) = '^ 1 ' 2 (- * • 

771 s= — CO 

Hierbei ist unter rj die Ableitung der - Function nacb zu 

versteben, und iibrigens wurde die Reihenentwicklung I p. 160 (2) 
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fiir diese Function Ferangezogen. Fiir folgt jetzt aus (4) p. 281 
mit Hiilfe von (6) die Darstellung: 


.30 (2772-{-1)”w 

(‘ J 2/o(.®l; ^ + ’ 

iYK) ^ + ® 

CO 


waiireiid sicli Formel (5) in die nachfolgende Gestalt umsetzt: 

oo (2m + l)^ 

n-i V(-ir(2m + l)r 

.ox .. „x (-1) " ^ 

W X f n — 1 ‘ oo (2 7?2 4-1)^ • 

CO 

Die Summation bezieht sich hier iiberall auf w, welches alle positiveii 
and negativen ganzen Zahlen zu durchlaufen hat. 

Dm nunmehr die rechte Seite der Formel (4) zu bilden, wird man 
(7) durch T transfer mieren und sodann durch (8) dividieren. Das Ver- 
halten von gegenuber T ist in I p. 624 (4) aufgezeichnet; die 

Grosse r wird aber in e tibergeheri; welch^ letztere wir s nennen 
mSgen. Es ergiebt sich dann fiir c die Darstellung: 

c ^ (~ir(2m4-l)r « + ^ 

' (2 m 4-1) “ 

i ^ -n ^ (— (2m + 1) s ^ ^ (2m + 1) r 

Vermoge der nun beendeten Zwisehenentwicklung haben wir c in 
eine durchaus eindeutige, der naheren Betrachtung leicht zugang- 
liche Gestalt (9) setzen konnen. Man benenne jetzt den ersten auf der 
rechten Seite von (9) auftretenden Reihenquotienten abgekiirzt durch 
Q{cd). Es ist alsdann Q^co) eben durch Formel (9) als eine in der 
positiven Halbehene allenthalben eindeutige Function ihres Argumentes 
erklart, deren Bedeutung wir sofort explicite angeben werden. Vorab 
bemerke man gleich, dass Q{i) notwendig gleich 1 ist, da fur co = i 
die beiden Grossen r und s identisch werden, wahrend doch anderer- 
seits die Reihen im Zahler und Nenner von Q im Innern der Halb- 
ebene allenthalben gegen einen endlichen von Null verschiedenen Wert 
convergieren (cf. Formel (6)). Aus der eben citierten Formel ergiebt 
sich nun aber weiter: 
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(2?..^4-ip 


1)'^' (2 m + 1) s 


mid also liat die achte Potenz von Q in einfachster Weise die Be- 
deutiing fiir ^( 03 ) selbst ergiebt sich daraus: 


(11) 


Q{m) = 


K2 


1 


03 y CO 


mit dem Zusatz, dass die „innerlialb der positiven Halbebene'^ ein- 

dentige Grrosse ]/g} offenbar dadurch des naheren zu erklaren ist, dass 

1 -j- ^ 

sie fiir (d — i den Wert annebmen soil; solcbergestalt gentigen 

]/2 

wir in der That der vorliin sclion festgestellten Gleicbung Q(i) = 1. 
Der zweite Factor aiif der recliten Seite von (9) ist jetzt, wie man 
sofort iiberblickt, mit dem reciproken Werte von: 


( 12 ) 



— 1 + i 

1 / 2 "" 


n yTi 

0 Y CO 


identiscb; wo ivir dm ZaMwert der Wursel ]/n ^yositiv mi nehmen lidbeny 
falls wir die soeben fiber l/co getroffene Bestioimung aucb in (12) auf- 
reclit erbalten wollen. Nun ergiebt sicli ms (9), (11) und (12) sofort: 


( 13 ) 



ivomit der ZaliUvert von c bestimmt ist tmd migleich nnsere obige Be- 
liauptung, dass c von gj imabhdngig sei. Hire Bestdtigimg gefunden hat 
Den Wert der Constanten c batten wir aucb nocb in anderer 
Weise in Erfabrimg bringen konnen. Man setze z. B. die recbte Seite 
von (9) mit Hiilfe von (6) und (10) in die Gestalt: 


(14) 


^ ^ YA (co^ , cog) \ n / 

Yn |/A (— Og, Wi) ]/A^^,co2^ 


Um bier die acbte Wurzel der Discriminante zu einer eindeutigen 
Function von macben, wtirden fiir die co^ diejenigen 

Einscbrankungen vorzuscbreiben sein, welcbe wir oben (p. 68) ausfubr- 
licb bespracben. Dabei warden, wie man sich leicbt llberzeugt, diese 
Vorscbriften zur Folge baben, dass in (14) die Quadratwurzel ]/n 
positiv zu nebmen ist. Gegentiber der Operation T nimmt dann |/ A 
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eiiie eindeutig bestiminte 8^® Einheitswurzel an^); aber wir braucben zur 
Dt\stimmimg von c niir cliese Tliatsacbe, nicbt die Einbeitswiirzei selbst 
zii keiinen: cleiin^, wie man sieht, fallt sie aus (14) von selbst heraiiSj 
uod wir kommen ziim Werte (13) zuriick. 

Gelit man andererseits von der Voranssetzimg aus, dass c von m 
iiiiabhaiigig ist, so kanii man vom Ansatz (3) aus aucli folgender- 
massen verfabren. Durcli Wiederbolung der Transformation (3) erbalt 
man fiir Xq ersicbtlicli: 

Zo0< I — (Oi, — Og) = HC®Zo(«t i (»1, O 2 ). 

Bei der Dimension der Xa in ihren drei Argamenten, sowie anderer- 
seits unter Gebraucb von (11) p. 264 folgt weiter: 

3n— 1 

Zo(« ! — Oi, — Cjj) == (— 1 ) 2 Zo(— I Ml, 02) = 

n — 1 

= ( — 1) 2 Zo(m I 03^, O 2 ), 

71 — 1 

SO dass der Vergleicb mit der vorigen Formel ^ cYn = i ^ liefert. 
Das Zeichen ist bier so zu bestiromen, dass durcb Combination von 
(2) und (3) in ST eine Substitution der Periode drei entspringt. Bei 
dieser Reelinung bat man librigens von den sogenannten Gauss^scben 
Summeii Gebraucb zu machen. Umgekebrt aber liegt bier, wo wir den 
Wert der Grosse c durcb functionentheoretiscbe Betracbtung bestimmt 
baben, eine neue Quelle fiir die Berechnung der Gauss^scben Summen 
vor. Wir kommen weiter unten (namlicb in § 10, p. 304) auf diesen 
Gesicbtspunkt nocbmals zuriick. 

Nacli diesen Zwisclienbemerkungen fassen wir bier endlicb die 
Formeln (2) und (3) nocbmals zusammen, indem wir in der letzteren 
fiir c seinen W"ert eintragen. Wir haben als Wirhimgen der er^eugenden 
ModidstihstituUonen S und T auf die Xa die folgenden : 


(15) 

(-S) 

tt{n — a) 

XT A 2 

= a 

n — 1 

. 2~" ^ — * 

(16) 

(T) 



durcli Iteration und Combination dieser Operationen wiirde man alle 
n (f (n) ^ (n) verscJiiedmen Substitutionen der endlichen Xa - Gruppe 
Gn(p{n)'7p{n) herstellen Jconnen^"^), 

*) Es ist dies diejenige 8*0 Einheitswurzel, welche in der Theorie der linearen 
Transformation der -O'- Functionen eine fandamentale Rolle spielt. 

Tragfc man in Formel ( 16 ) fiir die X ibre Ausdrucke in S', ein, so kommt 
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§ 8. Wirkung der Siibstitutionen Sj T auf die Xa bei geradem n. 
Allgemeine Bemerkung iiber die Ziisatzfactoren 

Wir liaben jetzt weiter die Falie der geraden n in entspreclieiideiii 
Sinne zu belmndeln und also vor allem festzustelien^ welclie liiieare 
wSubstitutionen der Xa nunniehr durcli Austibung der Operationeii S 
und T auf die (Di, m ,2 liervorgerufen werden. Da aucli jetzt die Null- 
pimkte YOU Xa durcii die Substitution S in sich iibergefulirt werderi 
(vgl. (6) p. 288), so haben wir wieder den Ansatz 

Xa (tOi + COg, CJj) ==Ca-Xa (cj^, COj) 

und Yerfahren zur Bestimmung you Ca wie vorhin. Man setze also 
u = 0 und bemerke, dass z-a bei co = ^ oo zufolge (3) p. 290 in erster 

Annaherung mit r"" proportional wird. Als Wirkung der Ope- 
ration 8 auf Xa finden wir demgermss: 

( 1 ) {S) = 

Der auftretende Factor ist eine 2n^ bez. Einheitswurzel, je nach- 
dem n durcli 4 teilbar oder das Doppelte einer ungeraden Zahl ist. 
An diesen Umstand kniipft sich die folgende Nebenbemerkung: Da 
sich die Xa bei alien Modulsubstitutionen linear reproducieren, so 
werden iiberhaupt erst die parabolischen Siibstitutionen der Amplitude 
2n bez. An das gesamte System der Xa unverandert reproducieren. 
Mit Riicksicht auf unsere friiheren Satze iiber die Verzweigungs- 
schemata der ausgezeichneten Congruenzgruppen (I p. 412 u. f.) ent- 
springen damit aus Formel (1) uusere obigen Angaben iiber die Stufe 
der Xa aufs neue. 

Auch bei der Substitution T kommen wir hier wieder durch einen 
ahnlichen Gedankengang zum Ziele, wie im Yorigen Paragraphen. Wir 
schliessen zun'achst genau wie vorhin auf den Ansatz: 

n — 1 

(2) Xa{u I — C32, oJ = c(c}) • ^ ] C3j , CJ^) , 

^=0 

WO wir, um die Moglichkeit der Abhangigkeit des c von co zu be- 
tonen, gleich genauer c (co) fiir c geschrieben haben. Um c zu berechnen, 
konnen wir jetzt bereits die Absolutglieder der Reihenentwicklungen 


eine Formel, welclier man bereits in zahlreichen alteren Arbeiten iiber die Trans- 
formation wter Ordnung der -O'-Functionen begegnet. Vgl. die bez. Angaben in 
„Normalcurven‘* p. 54. 
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voH i'2) gebrauclien line! finden solcherweise c aiisgedriickt durcli: 

l3) c (ra) 


_£oj— 

71 1 


^ co„) 


c« = 0 


Den Mer auftretenden Nenner entwickeln wir nach (3) p. 290 in 

cler folneiiden Weise: 




^ (m n — a)- 

^,—17“ 


m == — CO ci~0 


(4) 


n — 1 

«==0 




m- 
1.2 n 


lYahrend andererseits gegeben ist durcb: 



, — a» 


Fdhrt man fiir die acbte Wurzel der Discriminante die im vorigen 
Paragraph en iinter (Q) aufgeschriebene Reilienentwicklung ein^ so 
setzen sieh die beiden letzten Gleichungen in umgekehrter Reilien- 
folge in die beiden naclifolgenden um: 


(6) (< 0 ,, «,) = 2 Vn (- 1)“ (2m + 1) r « • ^ r ^ , 

-/„\2 xn + 1 )* ^ 

(7) ) •^■(— l)”(2)H.+l)r 8 ■^r^\ 


In beiden Pormeln ist Yn mit dem gleieben Vorzeichen behaftet zu 
denken; welches dasselbe istj bleibt Sache der t!rbereinkunft bei Ein- 
Mirnng der normierten Anf Formel (6) iibe man jetzt T aiis und 
dividiere liernach durcli Formel (7). Das Resiiltat ist: 


( 8 ) 


• c (co) 


(- ir (2m + 1) s ® s * 


2 


(2 m + 1)'^ 


(-.l)“(2m+ l)r 




7 


WO s dieselbe Bedeutnng hat wie im vorigen Paragrapben. Die letzte 
Gleichung multipliciere man mit der Formel (9) des vorigen Para- 
graphen, in welch’ letzterer Gleichung wir ftir das dort vorkom- 

n — 1 

mende c den damals bestimmten Wert i ^ :]/n eingetragen denken. 
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Im entspringenden Product schreibe man iiberdies nocli n * oi an Stelle 
der Variabelen q; es folgt solcher gestalt: 


( 9 ) 


a>^ j/n ■ c (n ta) 


(-ir(2m + i)s 8 

(3« + ir- 

ir ^2 m + 1) r « 



Nun ergiebt 'weiter die vierte Formel (4) in I p. 161: 


(lOj 1 


4~ ' 
1/2 


■ 2 (- 


l)m (^2m + 1) r 




yermoge deren (9) die neue Gestalt annimmt: 

Va (— COg , 03i) • CTj {— 032 , COj) 

( 11 ) Yn • c{n(Q) = — 7-3 

j/A (ooi, cOg) (coi, £ 02 ) 

Das Verbalten der' Modulform bei Ausiibung der Substitution T 
berecbnet man aus der Definition dieser Modulform vermittelst der 
Legendre’schen Relation sofort zu ~ ? wie bekannt^ 

Ya' = i Ya ist; c ist demnacli mit der von co imabhangigen nume- 

rischen Grosse identiscb. 

Yn ^ 

Indem wir zusammenfassen, sind fur gerade n die ermigenden Siib- 
stitiitionen der endlichen Gnippe Gn(p( 2 n) 11 /( 2 n) bez. Gn der Xa- 

^ -(p{ln)ipi4.n) 


Siibstitutionen die leiden folgenden: 


(12) 

{S) 

n a~ 

n — 1 

(13) 

(T) 



Man gehe nun nocbmals auf die Zusatzfactoren % der Xa zuruck, 
um yermoge der gewonnenen Resultate die getroffene Ausyrahl der % 
in . ibrer vollen Bedeutung zu ermessen. Sowobl fiir gerades wie un- 
gerades n sind die Substitutionscoefficienten der X^-Gruppen yermoge 
dieser Auswahl der % durchgeli^ds numerisclie Grossen geworden. 
Wollten wir aber jetzt hinterber die Xa noch mit einem gemeinsamen 
Factor bebaften^ der als Function der 05 ^, cOg natiirlicb eine algebraiscbe 
Modulform sein miisste, und verlangen wir yon den so modificierten 
Xu dasselbe einfacbe Verbalten (der ‘rein numeriscben Substitutions- 
coefficienten)^ so wiirde die zugesetzte Modulform sicb bei alien Modul- 
substitutionen bis auf numeriscbe Factoren wiedererzeugen mussen, Dass 



31 ji) Y, 2. Die X,, als Functionen Ton co^, 

iliese Faetoren Einlieitsworzeln sein miisseDj folgert man leiclit aiis 
cleii! Begriff der algebraisdien Modulformen. Im iibrigen aber bemerke 
man, dass die Xa, wie wir sie fruber normierten, fiir keinen im ^Innern^^ 
cler Halbebene gelegenen Qnotienten Oj : identisch, d. i. iinabhangig 

YOU versciiwinden. Um also Complicationen zu meideii, werden wir 
von der soeben liiozngesetzten Modulform gleiclifalis verlangen, dass 
sie im Tnnern der Halbebene allentbalben von Null verscbieden und 
selbstverstandlicli ancb endlicb ist. Die einzigen Modulformen, welclie 
iiiiseren Furderungeii geniigen, sind nun bekarmtermassen ^]/A und deren 
ganze Potenzen. Der Zusatz einer ganzen Potenz von A selbst diirfte 
fur die mis bescbaftigenden Fragen zunachst als folgenlos bezeichnet 
werden. Der Zusatz einer niclit dureb 12 teilbaren Potenz von ‘1/A 
wiirde aber im Falle eines ungeraden n eine Erbobung der Stufe nacb 
sicb zielien"^'), was wir zunacbst jedenfalis vermeiden wolien. Bei 
geraden n mag man obne Erbobung oder Erniedrigung der Stufe der 
Xa eine Potenz von j/A binzusetzen; docb scbeint es aueb bier (spaterer 
Anwendungen wegen) zweckmassig, bei der einmal getroffenen Nor- 
mierung der Xa zu bleiben. 

§ 9. Btiokbezieliiing auf das vorige Kapitel, Pertige Gestalt 
der Xa-Gruppe fur den Pall einer PrimzaM n = q, 

Ist n eine ungerade Zahl, so musste eine Modulsubstitntion, welclie 
Xz bis auf einen Factor in sicb transformiert, die Bedingung ^ — 1 , 
(mod. n) befriedigen, sofeni nur A>6 war (cf. p. 280). Ver- 
langen wir aber, dass X;. bis auf einen Factor nicht gerade in sicb, 
sondern uberbaupt nur in eines der n X transformiert werden soil, so 
ist y (mod. n) die binreicbende und notwendige Bedingung (cf. 
(11) und (12) p. 280), In entsprecbender Weise findet man bei den 
geraden n die Congruenz y = 0 (mod. 2n) als notwendige und bin- 
reicbende Bedingung dafiir, dass die X von Faetoren abgeseben per- 
mutiert werden. 

Diese Resultate lassen sicb in pragnanter Weise ausspreeben, 
wenn wir auf die geometriseben Worstellungen der vorigen Kapitels 
zurtickgreifen. Im Sinne derseTben Mnnen wir die eimelne Xa- Sub- 
stitution : 

»— -1 


*) Sofern niebt gerade n dureb 3 teilbar ist und ]/ A zugesetzt wird. 
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wie tvir sie in den voraufgeJienden Paragra])lien geivannen^ als eine Trans- 
formation des singuldren Coordinatensysterns der Xormalcurve Gn auf- 
fassen, tcobei toir dann offeniar ncf ^nj'ilj^n) beg. ng)(2njip(2n) oder endllch 

^(p{4:ft)ip{4:'n) mit einander gJeicliberechtigte singula re Coordinatensysteme 

geivinnen. Die oben aiisgesproelienen Satze aber besagen alsdanii: AUe 
diese Coordinatensysteme baiien sicli aus mir beg. 'ip(2n) imtersclile- 
denen Coordinatenpolyedern auf^ je naclideni n ungerade oder gerade ist, 
womit cler oben (p. 252) fur n = 3 direct gewonneiie Satz verall- 
gemeinert ist. 

Andererseits konnten wir die Substitutioiien (1) als eine Griippe 
von Collineationen desjenigen Raumes Rn—i in sich interpretiereDy in 
dem wir nns frliber die Normalcurve On gelegen dacliten. Hierbei 
wiirde man sagen mtissen, dass das eingelne Coordinatenpolyeder imnier 
durch die beg, nq)(2n) oder wg)(4n) Operationen einer gewissen 

in der Gesamtgruppe enthaltenen Untergruppe in sich ilbergefuhrt wird. 
Die in Rede stehende Collineationsgruppe konnte man mm weiter niii 
den 2n^ Collineationen der Normalcurve Gn in sich zu einer umfassen* 
deren Gruppe combinieren iind wiirde solcherweise allgemein zu Ver- 
haltnissen gelangen^ wie wir sie oben (p. 252 u. f.) fiir n = B aus- 
Mirlich beschrieben haben*^). Wir gehen auf dieselben bier nicht 
noch eiumal besonders ein imd verweisen aucli betreffs der Beziebung 
dieser Gegenstande auf die fruher (p. 2 u. f.) allgemein den elliptischen 
Functionen zu Grunde gelegten gruppentheoretischen Principien auf 
unsere Auseinandersetzungen iiber n == 3. Vielmehr bleiben wir hier 
einzig bei den Modulsubstitutionen und damit bei den in den vorauf- 
gegangenen Paragraphen gewonnenen Gruppen Gn(pin) 7 pin)- 

Fiir einige unter den mod. n bez. mod. 2n incongruenten Modul- 
substitutionen konnen wir die Wirkung auf die Xa besonders leicht 
angeben. Es sind dies die Substitutionen: 

co' = acoj^ “J- /3cd2 ; 0^2 = (niod. n bez. 2n), 

bei denen, um es nochmals geometrisch auszusprechen, das Coordinaten- 
polyeder der Xa in sich selbst transformiert wird. Bei der bekannten 

Dabei ware es wohl zweckmassig, der geometrischen Betracbtung nicht 
die elliptische Curve zu Grunde zu legen, welcbe durch die Verhaltnisse der 
vorgestellt wird , insofern man allein das u als einen Parameter betrachtet, son- 
dern gleich das sweifaeli ausgedehnte Gcbilde^ welches durch die Verhaltnisse der 
X^^ definiert wird, insofern wir in ihnen alle drei (homogen vorkommende) Grossen 
tCj coj , oog als Parameter ansehen. Dieses Gebilde geht dann durch die samtlichen 
Operationen der im Texte genannteu Gruppe in sich iiber. — Im Falle n — S 
flint das in Rede stehende Gebilde schlechtweg mit der Ebene der X^ zusammen. 
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Wirkmig cler Substitution S (ef. Formel (15) p. 296 iind (12) p. 299) 
werdeii wir namlieli alle cliese Xe-Substitutionen leiclit liinscbreiben 
konneiiy wenn wir angegeben haben, wie sicb bei Ausiibung von 

(2) cD/ = ac3i ., coj = a—^ (b .2 f (mod. n bez. 2n) 

verb ill tj eine Operation; die wir fiir den Augenblick U nennen niogen**^). 
Die Faiie ungerader n beliandeln wir nnn auf Grand der Darstellnng 
(10) p. 279 fur die X,,; wir seben unmittelbar; dass der Substitution U 
die Xc.’ Substitution 

(3^1 Xa = + Xa « 

entsprecben muss, wobei der moglicberweise eintretende Zeicbenwecbsel 
von den p'-Teilwerten in (10) p. 279 herriibrt. In der That ist das 
noch unentsehieden gelassene Vorzeicben in (3) identiscb mit dem frag- 
licben Yorzeicben in der Formel: 

^ a — 1 n — 1 

S^O.au = zt. I J ,11 • 

,u = l ,« = 1 

Fiir gerades n gelangt man vermoge einiger Zwisebenrecbnuugen auf 
Grand der Formeln von p. 287 gleicbfalls wieder zur Gestalt (3) der 
Xc “Substitution U. Dass ubrigens fur die vorgelegte Modulsubstitution 
das Vorzeicben der reehten Seite von (3) unabbangig von a fiir alle 
n Grossen X^, dasselbe ist, scbliesst man leicbt ans friiberen Formeln. 

Setzt man namlicb in Xa{u) == Ic • Xaa(u) fur u den Wert a + ~~ ? 

so kommt unter Benutzung von (12) und (III) p. 263 n. f. nacb kurzer 
Reehnung X^—i — kXa(a—i)’-i man balte diesen Umstand fiir spater fest. 

Das fraglicbe Vorzeicben in (3) bez. (4) wollen wir jetzt nicbt mebr 
allgemein, sondern nur in demjenigen Falle bestimmen, der von jelier 
unsere besondere Beriicksicbtigung verdient bat, namlicb fiir nngerade 
Primzablen n = q* Fiir diesen Fail bemerke man, dass mit 1, 2, • • •, 

aucb ein System von - Zablen durcblauft, von denen 

keine einer anderen, sowie aucb keine einer negativ genommenen an- 
deren modulo q congruent ist. Ist daber = + 1 oder = — 1, je 
nacbdem der absolut kleinste Rest von modulo q positiv oder 

negativ ist, so werden die Zablen afieu, modulo q reduciert, 

Man wird die jetzige Substitution U kaum mit der iin ersten Bande 
p. oS u. 1 so benannten Modulsubstitution verwechseln. 
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voii cler Eeilienfolge atgeselien auf 1, • • - j ziiriickkommen. Da 

liberdies 

y^O, a n y^O, a IX 

istj so ergiebt Formel (4): 

Q — ^ 1 g — 1 g — 1 

2 ' 2 2 2 

(^) JT ‘ ~ ~ i jl7 ^ ^ 

n—l — 1 .« = 1 Lf=i\ 


walirend andrerseits, wie wir eben sakeri^ 

Q — 1 9 — 1 9 — 1 9 — 1 

2 ^ 2 2 2 

\ J ® DT ' TX “ 1 i Q) ) 

(.1 = 1 /^ = 1 a — 1 u = 1 

9-1 

2 ^ 

jif e„ = a 2 = (i) ^ (mod. 2) 

^ = 1 

ist,, unter (^y) Legendre^scke Zeiclien yerstanden. Im Falle einer 

ungeraden FrimmJil 7 i — q ist daher die WirJcimg der Ilodulsuhstitution 
U mif die angegelen ditrcJi die Formel: 


(6) X.'=(|)Z.„. 

Wahlen wir also^ was zweckmassig ist^ a als Primitivwiirzel von q, 
so gilt in (3) fiir diesen Fall das nntere Zeiclien. 

Bei der wohlbekannten Structur der zur liomogenen Hauptcongrnenz- 
gruppe Stufe geborenden endliclien lasst sich jetzt die 

gesamte Gq(q^-.i-) der Substitutionen iibersicbtlicli aufscbreiben. 
Bereits in I p. 705 liaben wir fiir q — 1 die gesamten incongruenteii 
Substitntionen aus U in der hier in Betraclit kommenden Weise 

hergestellt. Genau wie damals bilden wir jetzt: 

(7) = v = 0,lr-,q-2 


Oder explicite gesclirieben: 

(8) 

\0, a-^ )’ 


S^TSf‘U'' = 


/a?’ I, — 1) 

ar'^ g, 


y (mod.g) 


und baben damit die gesamte Gruppe der mod. q ineongruenten Sub- 
stitutionen angegeben. Bieser Aiifmhhmg entsprechend fmdet man als 
fertige Gestalt der Xa-Gnippe fur ein primmMiges n = q: 

a{q — a) 
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q-l 

rY" c(?—a) 8(q — ^) 

(10) (S^JS'T”) Z/=(-lV'-'-^ > £ ‘ 2 

' Vi ^0 

Hierbei sind die nnter (9) aufgefulirten Substitutionen diejenigen, welclie 
das singulare Coordinatenpolyeder der Xa in sicb transformieren. 


§ 10. Exciirs iiber die Summen von Gauss. 


Aus den Uberlegungen am Anfang des Kapitels wussten wir, class 
die Substitutionen S imd T durcli Combination und Wiederbolang 
nur zu einer endlieben Zahl unterschiedener neuer Substitutionen fiib- 
ren konnen. Mittlerweile liaben wir die Coefficienten der Sub- 


stitutionen Sj T aus der Irrationalitat Yn und Einheitswurzeln auf- 
gebaut und mussten daraufhin aucli ausserlich die Endlichkeit der 
Xft-Gruppe aus Eigenscliaften dieser Substitutions coefficienten einseben 
konnen. Statt dessen dtfrfen wir aber aucb die Sadie gerade um- 
kelireu und aus der Endiielikeit der X^-Gruppe Eigenscbaften der 
Substitutionscoefficientcn der Xa-Substitutionen folgern. Thatsachlicli 
hat dieser Standpunkt Interesse; denn wir erbalten solchergestalt jene 
Relationen wieder, welche Gauss in der Theorie der Ereisteilung auf- 
stellte, und die sich auf die sogenannten Gauss^schen Summen be- 
ziehen^). Die Kenntnis dieser Summen ist ohnedies fur uns wiinschens- 
wert^ und wir benutzen dieserhalb die vorliegende Gelegenheit, die- 
selben abzuleiten 

Indem wir zuvbrderst n als eine beliebige ungerade Zahl voraus- 
setzen, berechnen wir uns aus (15) und (16) p. 296 durch Combination 
die Wirkung der Substitution {ST) auf X«. Die entspringende For- 
mel wiederholen wir einmal und finden insbesondere fur Xq: 

n — 1 


( 1 ) 


{ST8T) 



Nun ist ST8T= T8-^, und also muss die Substitution (1) ideiitiseli 
sein mit der nachfolgenden : 


( 2 ) 


{T8-^) 




n — 1 



]/n 




s ^ 


Man sebe die Original schrift: Summatio quarumdam serierum singular imi^ 
Ges. Werke, Bd. 2 p. 9, sowie weiter Dirichlet-D edekind, Zahlentheorie, 
Supplement 1. 

Die im Texte zu gebende Entwicklung der Gauss’scben Summen riihrt 
vom Herausgeber her. 
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Setzen wir also z. B. di© in (1) iind (2) rechter Hand als Coeffici©!!- 
ten von Xq eintretenden Ausdriicke einander gieicli^ so folo’t: 


( 3 ) 


(— 0 2 Yn 


2‘ ■ ■ 

tt==0 


Das einzelne Glied dieser Eeilie andert sicli niclit, wenn wir a um 
ein \ ielfaehes von n andern. Hiervon niaclien wir Gebrauch, indem 
wir a~2d substituieren imd nun d ein Sestsystem mod. n durcli- 
laufen lassen. TJnterdriicken wir dann gleieli wieder den oberen Index 
bei ct und scbreiben statt - des s ausfiibrlicb seine Bedeutungj so 
Icommt als Gans^sclie Summenformel im Falle dues -ungeraden n: 

(4) (- yV 


a~0 


wobei ]/}i naturlicli gerade wie in den - Substitutionen positiv zu 
nehmen ist. 

Ganz ahnlicb vei’fahren wir ini Falle einer beliebigeu geraden 
Zahl n. Aus (12) und (13) p. 299 entspringt durcb Combination als 
Substitution (STy fur Xq.- 


(ST ST) x;: 




n — 1 / n — 1 2 

a=0 




wahrend man andrerseits fiir TS~'^ die Gestalt findet: 


(TG-i) X; = ^a 


Indem man liier wieder die beiden Coefficienten von recliter Hand 
identiscli setzt^ entspringt als eine Gauss'sche Summenformel fiir gerades n 
die naclifolgende: 


(5) 


^ 

V~2 


Yn 


n — 1 

ci;=0 


Oder in etwas anderer Gestalt: 

( 6 ) - Yn = e ^ ^ e '' 


Offenbar konnen wir Pormel (5) aucb in die Form setzen: 


1 V 

¥2/ 

a==0 


0 2n 


Scbreiben wir bier statt 2n gleicb wieder so wird n eine heliehige 
durch 4 teilbare Zahl sein; fur alle diese n gilt die Form cl: 

K lein-Fxicke, Modulfuiictionen. II. 20 
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_ ?l£^ a"- 

(7) (1 + i) Yn = ^ e ” “ . 

<V = 0 

■ Die Formel (4) pflegt man znnaclist in einer etwas anderen Ge- 
stalt aiiziigeben. Sclireiben wir im Anschluss an Diricblet-Declekind L c. 



a = 0 


SO ist es derWert von g}(2, jz), welcben Formel (4) angiebt^ wogegen 
man fiir gewobnlicb zunaebst q)(1^7i) zu bestimmen pflegt. Wir 
wollen Mer aber im Anschluss an diese Bemei'kung unsere Entwicklung 
fill* die iingeraden n dahingehend etwas weiter ausdehnen, dass wir 
ilberhaupt den Wert von (p{p, n) fiir irgend welches gegen n relativ 
prime p angeben wollen; in der That werden wir spater die entstehen- 
den Formeln notig hahen. Wir miissen dabei schrittweise verfahreUy 
indem wir n erstlich als ungerade Primzahl sod^nn als Potenz q^' 
einer ungeraden Primzahl q, endlich als beliebige ungerade Zahl an- 
nelimen. Zugleich miissen wir bei dieser Entwicklung noch neben 
dem gewobnliehen LegendiVschen Zeichen das gleicbfalls in der Theorie 
der quadratisclien Reste gebrauchte Jacobi’sche Zeichen benutzen, an 
dessen Definition wir hier kurz erinnern. Ist die Zerlegung der un- 
geraden Zahl n in ihre Primfactoren durch 

n — q ‘ q * q' • ’ • 

gegeben, wo natiirlich die q^q'^^-- in beliebigen Reihen identisch 
sein diirfen, so schreiben wir mit Jacobi'^*): 

p) ©=-(f)(f) (?)•■■- 

p dabei in der bisherigen Bedeutung einer beliebigen gegen n primen 
Zahl gebrauebt. Die Gesetze, welcbe fiir das Jacobfscbe Zeichen (9) 
gelten, sebe man in Diricblet-Dedekind p. 104 u. f. der 3. Anfl. 
nacb; wir merken insbesondere an; 

/ 1 / 2 \ 

(“) . (!)-(->) ’ . 

des weiteren aber die fiir ungeftades p giiltige Formel: 

(11) ©(f)-(-i)^''-^. 

welcbe das verallgemeinerte Reciprocitatsgesetz zum Ausdruck bringt. 
Nacb dieser Zwiscbenbemerkung kebren wir zu nnserer vorbin 


Man sebe die Monatsbericbte der Berliner Akademie von 1837. 
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aufgeworfenen Frage Dacli dem Werte von (p(jPj n) zurilck imd waHen 
n ziivorderst als iingerade Primmlil n = q. Hier bestelit die Gleicliung: 



wie man im Falle eines quadratisclien Restes p von q nnmittelbar 
sielit; walirend man bei einem Nicbtreste p nur auf die Identitat 

1 + ^ + [-£2—1 = 0 zu reciirrieren brancht. Setzen wir p = 2, 

so folgt aus ( 12 ) nnd ( 4 ): 

2-— 1 2 — 1 
9(2,g)==i* • 9(l,e) = (— ij =* Yq,. 


Indem wir liierans 93(1,3) berecbnen, dann aber gleicb aufs neiie (12) 
anwenden, entspringt das Resnltat: 

( 13 ) Vi- 

1st zweitens PrimmMxJotem 3^' mit 2^ > 1 , so zerlegen wir die 
Reihe (p{pj 3’) in zwei Teile, wie folgt: 


r) 


=2- 


+ 


jV-S-l 2 


Hierbei beziebt sicb die Summe fiber a auf alle 3’'"“^ (3 — 1 ) modulo 3^ 
incongruenten nnd gegen 3 relativ primen Zablen a. Die Zahlen pd^ 
durchlaufen dabei mod. 3^ zweimal das System derjenigen 

-ig—i(g_ 1) 


Zablen, die in Bezug auf 3 im quadratiscben Cbarakter mit p iiber- 
einstimmen ^‘). Eben dieserhalb kann die fraglicbe Summe bei wecb- 
selndem p nur zwei verscbiedene Werte annebmen, deren einen wir 
erbalten, wenii wir fur jp einen Rest Ji von 3 einsetzen, wahrend der 
andere fur einen Nicbtrest p — N entspringt: liberdies siebt man 
leicbt, dass die beiden in Rede stebenden Werte nur im Zeichen unter- 
scbieden sind, ein Umstand, auf welchen wir sogleich zuriickkommen. 
Vorab setzen wir die letzte Gleicbung in die Gestalt: 


2 in 


( 14 ) 


9 iP, 




■i- a- 9 (j>, 


und zieben aus ( 13 ) den Scbluss, dass (p(p,g) bei wecbselnden aucb 
nur die beiden Werte (p{jR, 3) und (p{N, 3) annimmt, wabrend q){p, 1 ) 
direct gleicb I isfc. Durcb Recursion folgt jetzt aus ( 14 ): Audi 93 (p, 3') 


') Cf. Diricklet-D edekind, p. 81 u. f. der 3. Aiifl. 


20 =^= 
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rdmmt lei jedem heliehigen v den ivechselnden Werten p gegenilber nur 
die 'Zwei Werte g)(R,(f ) und (p(Nyq^') an. 

Um diese Werte zu bestimmen^ folgern wir aus (14) die nene 
Eeciirsionsformel : 

(15) <p{Pi, r£) + q)(N, £’) = q { (p(B, q'’-^) + (piN, £-^) } 
mid erinnerii zugleieli an: 

q) + q>{N, q) = 0, (p(E, 1) + (p(N, 1) = 2. 

Hier ist also zu imterscheiden^ ob v gerade oder ungerade ist^ sclirei- 
ben wir derunach v = 2ii bez. == 2 , 0 - + 1, so liefert (15): 

(16) (p{B, + (p(N, q^f^) = 2q^^, 

(17) . (p(B, q^i‘+^) + (p{N, = 0. 

Da das Quadrat einer ungeraden Zalil mod. 8 mit 1 congruent, ist^ so 
folgt aus (4) als Wert von einfacb d. i. gerade die 

Halfte der recbten Seite von (16). Man bat also aus (16) und (17) 
den Scbluss zu zieben: 

95 (-V, £) = (— l)’'g)(-R, q'), 

wofiir wir aucb sebreiben konnen: 

2 ”) = 

Kebren wir zur Bezeicbnung qd — zuriick, so tritt jetzt reebter Hand 
das Jacobi’scbe Zeicben ein: 

(18) 9(29,m) = (|-) 9(l,w). 

Hier setze man endiicb = 2, benutze den aus (4) bervorgebenden 
Wert von (p{2^n), sowie andrerseits die Pormel (10). Es ergiebt sicb 
daraufbin der Wert g}(l,^Q, sowie dann weiter durcb nocbmalige 
Benutzung von (18) die fur Primmhlpotenmi n allgemein gultige Formel: 

(19) 9P(P;«) = ^ ^ ^”5 

dieselbe begreift die Gleicbung (13) als Specialfall in sicb. 

Die Sacblage ist nun die, dass die Formel (19) uberhaupt fur beliebige 
ungerade ZaJilen n in QiilUg'keit hleibt. Sind namlicb m und n ungerade, 
relative Primzablen und p prim gegen mn^ so wird die ganze Zabl y 
gerade ein voiles Restsystem mod. mn durcblaufen, wenn wir 

y = fna n§ 

setzen und a ein voiles Restsystem mod. ^ aber eiii solcbes mod. m 
durcblaufen lassen. Daraus folgt: 
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( 20 ) cp{[Knin) = ^i 





mp 

e 


li i rt 



2 i 7t 
1/1 

7 




a. i Li -J 

woftir wir aucli sclireiben konnen: 

( 21 ) <p(lh ~ n) • m), 

Man seize mm, class (19) tur unsere jetzigen m, n giiltig sei; alsdaiin 
ist offenbar Formel (21) in anderer Gestalt geschrieben: 


^ (p, «,„) = (™) ( « ) ,;(VT - (V)' (JL) 

^ ^ ^ ^ \n/ \ ml \mnl ^ 

Wenclet man bier endlieb nocb Formel (11) an, so folgt: 


9 (i^, ^ Ymn, 


womit unsere Bebauptung der allgemeinen Gtiltigkeit von (19) filr 
imgerade Zablen n sicb bestatigt bat. 

Analoge Entwicblungen bonnte man an die filr gerade n gilltigen 
Formeln (6) und (7) kniipfen; wir baben dies aber flir unsere ferneren 
Zwecke nicbt unbedingt notig. 


§ 11. Isomorphe Beziebnng der X^-G-rappe anf sich selbst fcei 
Ersatz von s dnrch 

Als eine erste Anwen clung cles eben beendeten Excurses liber die 
Gauss’scben Summen entwickeln wir bier eine bemerkenswerte Art, 
die X«-Gruppe boloeclrisch isomorpb auf sicb selbst zu bezieben. Wir 
milssen zu clem Zweck wieder eine kleine aritbmetiscbe Betracbtung 
vorausscbicken. 

Die Coefficienten der Xa-Substitutionen entbielten an irrationalen . 
Bestandteilen neben den Einbeitswurzeln im Falle eines ungeraden 

n — 1 

n aucb nocb die Irrationalitat (— i) ^ bei geradem n jedocli 

einfacb Yn, Wir Icdnnen diese leiden Irrationalitdten selbst tvieder diircJi 
Einheitstvimeln ausdruclzen, Bei ungeradem n gescbiebt dies einfacb 
durcb Formel (4) cles vorigen Paragrapben; bei geradem n konnten 
wir die Formel (6) braucben, zieben indessen einen indirecten Weg 
vor, Man nenne namlicb m den grossten ungeraden Teller von n und 
scbreibe n — 2^ • m; man seize alsdann im Falle einer geraden Zabl v: 



dagegen flir einen ungeraden Exponenten v: 
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Da -m ungerade ist, so konnen wir jedesmal die letzte Klammer in (1) 
iind (2) durcli Einlieitswurzeln ausdriicken; insgesamt ist also in 
(1) bez. (2) ein Ausdrnck Yon ]/n in bez. Einheitswurzelii 

gewonnenj je naclidem n durcb 4 teilbar oder das Doppelte einer 
nngeraden Zalil ist. 

n—l _ 

Fillirt man mm die fiir (— i) ^ Yn bez. Yn angegebenen Ans- 
driicke in die Xa-Substitutionen ein^ so sincl die Coefficienten dieser Sub- 

2 in 2i n 

sUMionen mimeriscli rational ans der Einheitswurml e ^ oder e~^ oder 

2 i n 

aufgebaiit, je naclidem n ungerade oder durcli 4 teilbar oder endlicli 
das Doppelte einer nngeraden Zalil ist. Man wolle jetzt fiir den Augen- 
blick Yon der Bedeutung der Xa als Functionen Yon Og ganz 

absehen, fasse diese Grossen Yielmehr nur als Variabele auf^ welclie 
die charakteristiselien, eine Gruppe bildenden Substitution en mit nume- 
risclien Coefficienten erfabren. In diesen Substitutionen denken wir uns 

2 i 7t 2 in in 

darm die gerade zu Grunde liegende Einlieitswurzel e bez. e ^ 

2in 2in 

dufch irgend eine andere primitive Einlieitswurzel / ' ~ bez. i ' ^ etc. 
-des gleichen Grades ersetzt, und man wird alsdann obne weiteres aus 
der Irreducibilitat der Ereisteilungsgleicliung den Scbluss ziehen, d(x&s 
die so ents^yyingenden neuen X.a-Stibstitiitionen tviederum eine Grtippe hilden, 
ivelcJie mit det- urspriinglichen Xa-Oruppe Moedriscli isomorph ist*). 

Um wenigstens die Erzeugenden dieser neuen Jfa-Gruppe ausfubr- 

n — 1 

lich anzugeben^ werden wir die Irrationalitat (— i)~ Y^ bez. 
doeh niclit explicit durcli ihren Ausdruck in Einkeitswurzeln ersetzen 
wollen*, wir iintersucken Yielmehr gleich, wie sick die fragliche Irra- 
tionalitat bei dem vorzunebmenden Ersatze der Einheitswurzel verbalt. 
Fiir ungerades n geben die Entwicklnngen des Yorigen .Paragraphen 

. ^ — 1 2in 

bier unmittelbar die Antwort, dass (— i) 2 bei Ersatz von e~^ 

2 in 

durcb e ” den Factor ^-^j^ebommen muss; die Erzeugenden 8, T 
der neuen Gruppe sind also fur ungerades n: 


") Dieser Eraatz der Einheitswurzel in dm Substitutionscoefficienten duroh 
eine primitive Einheitswurzel desselben Grades wurde zuerst von Hm. Kron- 
ecker verwandt, und zwar in der Theorie der Jacobi’schen Gleichungen; man 
sehe Kronecker’s Mitteilungen iiber algebraiscbe Arbeiten in den Berliner Monats- 
benchten von 1861. 
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(3) 


(^) 

[T) 


a (a — Cl) 

"V ' 2 IT 


T'=-l V 




Ini Falle eines geraden n ist nattirlicli p iingeradej unci hier miisseii 
wir vorerst auf die Formeln (1) und (2) zuriickgreifen. Um aiif (1) 

2i7Z 2ijt m—l 

einzugehenj so wird beim Ersatz von durcb e offenbar i ^ 

p — 1 m — 1 Jn — 1 

den Factor ( — 1) ^ * bekommen, ( — i) ^ Ym aber den Factor 

. Die Irrationalitat Y ** gsbt also in sicb selbst, multipliciert mit 


(4) 


(- 1 )“ 


©=(?)=£) 


iiber, wobei man die in (4) vollzogene Um gestalt ung dieses Factors 
sofort vermoge (11) p. 306 verificiert. Von (2) ans kommt man durcb 
eine analoge Uberlegung leicbt zu dem gleicben Resultat und bat also 
als Erzeugende der neuen X^-Gruppe im E'alle eines geraden n: 


( 5 ) 


(^) 

Z.' — /'(“‘'■’I 

(T) 





Es ist nun sebr bemerkenswert; dass die Substitutionen der neuen 
aus (3) bez. (5) entspringenden Xa-Gruppe in ibrer Gesamtbeit von 
den Substitutionen der urspriinglicben Gruppe gar nicbt verscbieden 
sind; einzig die Anordnung ist eine andere geworden, so dass tvir liier 
gerade so viele isomorplie Besiehungen der Xa-Gmppe auf sicli selbst 
Icennen gelernt lioieny als es mod. n be 0 . 2n oder 4^^ incongruente, gegen 
den Zahlmodiil n be 0 . 2n, An relativ prime Zalilen p giebt Die Merbei 
eintretende Frage aber ist^ ob diese isomorpbenBeziebungeii der Xa-Griippe 
auf sicb selbst von der Art sind, wie wir sie in I (cl p. 261) durcb 
Transformation vermoge der Modulsubstitutionen berstellten; wir werden 
fiir diesen Fall bernacb offenbar aucb sagen konnen, dass die fraglicbe 
Beziehung der X^- Gruppe auf sicb selbst durcb Transformation mit 
einer in dieser Gruppe selbst entbaltenen Substitution darstellbar ist. 
Dm bieriiber zu entscbeiden, bemerke man, dass beim einzelnen jp der 
Substitution 8 ibre p^^ Potenz zugeordnet ist. Die Transformation 
konnte also nur durcb eine solcbe Modulsubstitution V gescbeben sein, 
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die derselben Untergruppe r^{n) angeliort, wie /S***). Da iiberdies S 
natiirlicli mit sicli selbst gleicliberechtigt ist, so werden wir V als 
eine Modulsnbstitiition anuelimeri durfen, die modo n bez. (im Falle 
eiiies geraden n) mod. 2n mit 

= (D2=da)2 

congruent ist Transformiert man jetzt die nrspriingliclie Gruppe durcb. 
dieses so folgen aiis (3) p. 302 nacli leicliter Zwisclienreclinnng 
als Erzeiigende der transformierten Gruppe die Substitutionen (3) bez. 
(5)j wenn wir uns in denselben an Stelle von p gescbrieben denken. 
So liaben wir das Resultat erbalten: Ntir wenn p mod. n mit einem 
Quadrate congruent istj Idsst sich die dem p migeliorige isomorpiic Be- 
milling der Xa- Gruppe auf sich selbst dnrch Transformation vermbge 
einer Hirer eigenen Substitutionen herstellen. Ist also im speciellen n eine 
Primzalilj so kann die Halfte aller (n — 1) isomorphen Bezieliungen in 
der liiermit gekennzeiclineten Weise bewirkt werden. Erwabnen wir end- 
lieb nocb als besonders einfacbe Eigen scbaft der Primzablen n der 

Form 4A -f- 3; dass ftir sie die nocb riickstandigen Beziebungen 

durcb Transformation vermoge gewisser Modulsubstitutionen meiter 
Art erzielt werden konnen**^***'*'’). 

§ 12. Die Substitutionsgrappen der Modnlformen Pa tind die 
bei tingeradem n auftretenden biqnadratisehen Relationen der 

Die einfacben gruppentbeoretiscben Eigenscbaften der Functionen 
Xa(ii I cjf)} welcbe wir mittlerweile aufgefunden baben^ liefern uns 
nun aucb fiir die Modulsjsteme Xa etc.^, die wir aus den 

ableiteten, wicbtige Eigenscbaften. In der That entspringt obne weiteres 
der fiir alles Polgende fundamentale Satz: Tedes der fraglichen Systeme 
von tMtodidformen substituiert sich bei XusUbung einer beliehigen JMtodul- 
substitution geschlossen linear mit numerischen Goefficienten. Wir wollen 
diesen Satz fiir die einzelnen Modulsjsteme specificieren, indem wir 
dabei insbesondere jedesmal die erzeugenden Substitutionen S und T 
der entspringenden Substitutionsgruppe nambaft maehen. 

Urn wieder mit den ungeraden n zu beginnen, so batten wir bier 
eistlicb das System der - IKodulformen n^^^ Stufe 0^ (pu von der 
Dimension - . Die Wirkung der Substitutionen S und T giebt 


*) Man seke die Entwicklimgen in I p. 460 u. f. 
**) Man vgl. kierilber I p. 445. 



Vj 2. Die als Functionen von 313 

man verinoge der Gleicliiingen (13) p. 267 aiis (15) unci (16) p. 296 
ieicht an; wir finden: 

. c^0^ — a) 

( 1 ) (8) = a 

n — 1 

(2) (T) - Yn . = h- 2 

f(=l 

Daran reiht sicli das System der Ifodiilformen y^, yi, . . . ; yn — i 
von der Bimension — ~ — . Ilir Verlialten gegeniiber S iind T ist ge- 

2i 

geben diircli: 

(3) ('S') yd = a ® Va, 

il — 1 

_ n — 1 / ^ 

(4) (T) Y n ■ yd = i - [yo + ^ 2/,s 

V ii=i 

Es ivst liier welter die Frage, ob die aiis (1), (2) bez. (3), (4) ent- 
springende Gruppe linearer 0a‘’ bez. ^/a-Substitiitiouen auf die X^-Gruppe 
lioloedriscb oder meroedriscli isomorph bezogen ist. Soli letzteres der 
Pall sein^ so mnss in der Gncp-ip der modulo oz incongruenten bomo- 
genen Modiilsiibstitutionen eine ausgezeiclinete Untergruppe entlialten 
sein^ deren Substitutionen samtliclie 0a bez. ya iinverandert lassen. Es 
folgt aber aus der Eigenart der Xa (vgl. insbesondere (II) p. 264 und 
(3) p. 267) leiclit, dass diese ausgezeiclinete Untergruppe nur aus den 
Substitutionen und 1 bestehen kann, unci gegeniiber zeigen die 
0a, ya das naclifolgende Verbalten: 

n~\-l n — 1 

(T-) = (_ 1)— , yj = (_ l)-^2/. , 

wie aus Hirer Dimension obne weiteres folgt. Darin liegt das Re- 
sultat: Ist n eine linger ade Zahl der Form n = Ah 1, so ist die 
^a- Gruppe von der Ordnung ncp(y%)'il)(n) , die y a- Gruppe dber von der 
Ordnung -} 2 ;n(p(n)f{n) ; ist n — Ah — 1, so hahen wir umgelcehrt eine 
Ba- Substitutionen und eine Gncpxp von y a- Substitutionen. Dass 
die bier wiederbolt auftretende mit der Gruppe modulo n unter- 

scbiedener nicbt-bomogener Modulsubstitutionen boloedriseb isomorpb 
ist; braucben wir baum nocb zu betonen. 

Piir die Modulformen Xa, Wa etc. kommen abwecbselnd immer 
wieder dieselben Verbal tnisse zu Tage, wie bei 0a und ya* Wir braucben 
demnacb bier^ sowie aucb sogleich bei geradem n^ die soeben aus- 




;-)14 Functionen von co^. 

gesprociienen Satze niclit noclimals fur die Wa etc. besonders zu for- 

mulieren. — 

Bei geradem n kennen wir erstlicb das System der — Modid- 

formen (—27"" Dimension % der Stufe 2n he 0 . 4n und 

2 

sciireibeu aus (12) iiud (13) p. 299 unter Eucksichtiialime auf (15) p. 267 
als Wirkung der Substitution en T auf dieselben ab: 

n Or 

(5) (S) 

2 

(6) (T) - yii ■ sj = ^0 + (- 0“ + 2 (®“'' + • 

2 1^=1 

Daran reibt sicli das System der - Orossen y^^ y^^ . . . ; y n —2 der 

^ 2 

Dimension — 3 und der Stufe 2n be0. An, filr welcbe wir entsprecbend 
das Verbalten finden: 

71 . 

(7) (S) 2,; =£8 +2 2/,, 

n — ^ 

2 

(S) (T) Yn • i/J = 2 • 

i^=i 

Hier ist die 0 crOriip])e stets liemiedriscli, die ya-Gnipjge aher holoedrisch 
isomorph auf die Gruppe der Xa - Siibstitutionen be0ogen. — 

Unter unseren beiden Arten von Modulsystemen ? ya sind es 
namentlicb die ^a-Systeme; welcbe sicb durcb ausserordentlicb einfache 
Eigenscbaften auszeicbnen; wir werden das bei unseren spateren Unter- 
sucbungen nocb wiederbolt erfabren. Dieser Umstand ist wobl nament- 
licb darin begrilndet, dass die 0a im Innern des Polygons Stufe 
nielit nur allentlialben endlicli sondern aucli von Null verschieden shuf 
wie aus ibrer Darstellung durcb die '^-Functionen (cf. Formel (2) p. 281 
und (2) p. 290) obne weiteres bervorgebt. Hieriiber binaus zieben wir 
gleicb nocb fiir die zu den ungeraden n geborenden 0a ein wicbtiges 
Ergebnis aus den in (5) p. 268 aufgestellten quadratiscben Relationen 
zwiscben den Z’«(^i). Indem imr ndmlich in den hiermit citierten For- 
meln u — 0 scJireiben, ergeben sicli biquadratische Melationen, durch ^oelclie 
die 0a der ungeraden n an einander gelmupft sind; die allgemeine Gestalt 
dieser Belationen ist: 

(9) ^OTo— «| Ofj “f* ^«i+or3 0a^-—ax “f" 

“f" ^an-{-a^ — or^ ^«3 — % ^ • 
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Wir werden spilter wiederliolt anf diese Formel ziiriiclikommen mid 
werden in ihr insbesondere fiir n = 1 eben jene biquadratiscbe Glei- 
cliimg wiedererbalteiij durcli welcbe wir in I die bei der siebenten 
Stufe ausfiihrlicb untersuctite Curve 4^®^ Ordnung der 0a darstellten 
(cf. I p. 701). 

Man konnte nimmelir wieder o’anz unabbanm^ von der functionen- 
tlieoretiseben Bedeutung der 0aj Va an die Gestalt der Substitutioneii, 
welcbe die einzelnen Grossensysteme erleiden, ein Reihe von Betracli- 
timgen kniipfen; wir konnten z. B. das in obigen Formeln anftretende b 
wieder durcli ersetzen etc. Wir unterlassen das Mer nnd fiigen nur 
iioch ein paar historiselie Bemerkungen binzu. Naturlich tritt keine 
einzige dieser Gruppen als solcbe in expliciter Gestalt in den altereii 
Arbeiten auf, da friilier der Gruppenbegriff nicbt lierrschte. Gleickwolil 

ist zii betonen, dass fiir die Gruppe der Grossen bei ungeradem n 

bereits in Jacobi^scben Entwicklungen alle Ansatze beisammen sind; 
man selie die des notices siir les fonctions elliptiques^^ von 1828^), 

wo Jacobi Grossen — i angiebt, aus denen sick 

die Wurzeln der Multiplicatorgleiclning in einfaclister Weise zusammeu- 
setzen**’"*^); aus den beziigliclien Formeln Jacobfs wilrde man unsere 
2 /t,-Substitutioueu der Gestalt nacli oiine weiteres entwickeln konnen'*"*”*'). 
Dem gegenilber ist die ^^-Gruppe, in welcber die Differen0en 
den Typus fiir die Substitutionscoefficienten abgeben, erst durcli Hrn. 
Klein aufgefunden worden. Man bemerke in der That, dass wir Mer 
fiir n = 5 einfacli mit den IlcosaedersubsUkitmien 0 u tJmn lidben (cf. I 
p. 631 (10)), dass ivir andrerseits fiir n = 1 direct anf jene terndren SitM 
stitutionen 0uriicldcommeny tvelche die in I untersncJiten drei Aloduln 0a 
der Skife erfaliren (cf. I p. 705). Es sind dies die beiden Falle 
der in Rede stelienden Substitutionsgruppe der 0a ^ die sick zuerst 
dargeboten baben. Dass es aber moglich sei, die Formeln der 0a- 
Substitutionen, wie sie von diesen beiden particularen Fallen lief be- 
kannt waren, fiir beliebige ungerade n zu verallgemeinern (wo alsdann 
die Gruppe (1), (2) entsprang) wurde von Hrn. Klein im Verlaufe der 
Abliandlung ,ytjber die Auflosung gewisser Gleiclmngen vom tind 
S^^^.Grade^^ Math. Ann. Bel. 15 (1879) angegeben. Das Substitutions- 


Werke Bd. 1 p. 255 u. f. 

Man sehe fiir n = 6 die Entwicklungen in I p. 645, fiir n = 1 aber 

I p. 723. 

Vgl. aucli die verschie denen Ausfiihrungen iiber „Jacobi’sclie Gleichimgen^^ 
in Ikos. p. 147, 149, 212. 
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Die als Functionen von co^, ca. 


V, 2 . 

system cler Xa iind damit die Zusammengeliorigkeit der Siibstitutioiis- 
gnippeii der ■ und Grossen ergab sicb alsdann aiis der Tbeorie 

der Xormaiciirven. Endlicli koniiten die bei geradem n eintretenden 
rf,." und f/tf-Gruppen aus den beziiglicben Entwicklniigen von Hrn. Hur- 
witz*'*') iiimiittelbar abgeleitet werdeu. 


Die Frage, welclie sicb an die durelilaiifenen Entwicklungen iiii- 
inittelbar anscbliesst, ist iiiin^ wie sicb die jetzt auf analjtiscbem Wege 
(namiicb aiis iliren Reibenentwickliingen) definierten Moduln 0a, ija, 
sowie dann auch weiter die Xa etc. in den niedersten Fallen n zu den 
in I xibscbnitt 3 studierten Modulformen dieser Stufenzablen n ver- 
lialten mogen. Inzwiscben scbieben wir diese Untersuebung hinaus; 
deniij obscbon namentlicb die 0a tiberall Modulformen von besoiiderer 
Einfacbheit sind, so giebt es docb nocb andere sebr einfacbe und dem- 
nacb besonders wielitige Moduln Stufe^ deren Keniitnis wir uns 
jetzt vorab verscbaffen wollen. 

'■■) Man sebe die 260 geuannte Abhandlung. 



Drittes Kapitel 

BildiHg iieier Fniictioiieii SMe diircli liiliiieare Verbiidaiigeii 

der 

Die von den elliptiselien Normalcurven gelieferten Functioneu Xa 
liaben wir in erster Linie deslialb betracbtet^, um aus ihnen Modul- 
formen 0a, tla etc. von einfacbem gruppentlieoretisciien Verbalten ab- 
znleifcen. Wir werden jetzt neue Functionen 7%^^^ Stufe von ii, co^ 
bilden^ aus denen wir dann bernacli in genau entsprecbender Weise 
Modulformen Stufe lierstellen. Diese neuen Functionen und Modul- 
formen Stufe werden sicli in gruppentheoretiscber Bezieliung aufs 
directeste an die Grossen des vorigen Kapitels anscbliessen, wie denn 
uberbaupt betont sein mag^ dass die X^-Gruppe in ihrer allgemeinen 
Gestalt von § 11 des vorigen Kapitels, sowie im Anschluss daran die 
viererlei verschiedenen Gruppengestalten von § 12 ebenda hinfort die 
fundamental ste Rolle spielen werden. 

Was die Herstellungsart unserer neuen Functionen angeht, so 
werden wir dabei nicht etwa aufs neue fremde Hiilfsmittel heranholen: 
die Functionen Xa sind es vielmehr selbst, weiche in eigenartigen 
Nlmearen Verbindungen die fraglichen Functionen iiefern. Wir werden 
diese bilinearen Ausdriicke sogleich (in § 1) an ein paar einfachsten 
Beispielen erlautern, um danach die allgemeine Bildungs weise derselben 
vorzubringen. Die fiir diese EntwicHungen in Betracht kommenden 
Litteraturnachweise werden wir zwischendurch namhaft machen. Wir 
bemerken jedoch gleich zum voraus, dass die bisherigen Xa und des- 
halb auch die 0a, y a etc. sich ungezwungen selbst wieder in den Kreis 
der neuen Grossen einordnen; es handelt sich also im Grunde nur um 
eine Erweiterung der bisherigen Resultate. 

Ein anderer Gesichtspunkt kommt hinzu: Die mialytisclmi 
stellungen der Xa, ^a, Va etc., wie sie durch die Formeln des vorigen 
Kapitels gegeben werden, sind noeh nicht in solchem Grade durch- 
gebildet, dass sie die einfachste erreichbare Structur aufwiesen. Es 
ist vielmehr erst in diesem Kapitel^ -^o wir fur die gesamten zu be- 
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tracliteiideii Grossen Stufe ausserst durclisiclitige analytisclie Bil- 
duEgsgesetze augeben werdeii, welcbe in einer merkwiirdigen Be- 
ziebung zu den gammliligen iindren giiadmtisclien Formen stehen. Es 
muss jedock sogleicli gesagt werden, dass diese Beziebung zu den 
binaren qnadratiscben Formen wesentlicb mitbegrxindet ist durcb den 
particiilaren Ent^ricklungsgang, den unsere Darstellung nimmt. In der 
That wiirden uns tnlineare X^-Verbindungen in ganz gleicber Weise 
zu fernciren quadratiscben Formen binfiibren u. s. w., wie wir denn aucli 
eine einzelne d’-Reihe mit den j^undren^^ quadratiscben Formen in Be- 
ziebung setzen konnen. 

Die allgemeineFrage naeb analytiscben Bildungsgesetzen derModiil- 
formen ist iibrigens nocb in mebreren anderen Arten der Bebandlung 
zuganglich, nnd wir mogen bier die Gelegenbeit benutzen, einige bisto- 
rische Bemerkungen in dieser Ricbtung einzuscbalten. 

Vor alien Dingen: Wabrend wir bier stets mit Potenzreiben nacb 
r arbeiteU; konote man auch fiir die Moduln boberer Stufen solche 
Entwicklungen naeb Teilbrucbreiben anstreben, wie wir sie in I p. 151 
fiir ^2 g-d angaben. Wir wiirden uns so denjenigen Massnabmen 
annabern, welcbe Hr. Poincare**^*) ganz allgemein in der Tbeorie der 
automorpben Functionen zur Ver wen dung bringt. Der Grundgedanke 
dieser Entwicklungen, etw^a fiir unsere Hauptcongruenzgruppe Stufe 
ausgesprochen, ist der folgende; Man wable eine rationale Form 
^(^1? ^2) bilde, alien unendlicb vielen Substitutionen 1 , 
der r«(n) entsprecbend , die Ausdrucke F{(d^,(d.^), F 
Fiv^ip^, Og)), — . Haben wir F{(d^, CO2) so auswablen konnen, dass 
die Summe aller dieser Ausdrucke eine absolut convergente Reihe dar- 
stellt, die iiberdies als Function von ^2 nicbt identiscb verscbwindet, 
so wird uns diese Reihe eine Modulform Stufe darstellen. — Diesen 
Ansatz, der fiir die allgemeine Tbeorie der automorpben Functionen 
von grosster Bedeutung ist, insofern man nocb kein anderes durcb- 
greifendes Bildungsgesetz fiir dieselben besitzt, konnten wir in unserem 
Falle umgeben, da uns die Tbeorie der doppeltperiodiscben Functionen 
durcbgebildete Hiilfsmittel obne weiteres zur Verfiigung stellte. Wir 
wiirden eben, um Formeln zu baben, mit denen man beqiiem rechnen 
kann, bei allgemeinen Stufenzahlen mit den Poincare^sehen Reiben 
immer erst nocb diejenige Umwandlung in Potenzreiben nacb r vor- 
nebmen.miissen, welcbe Hr. Hurwitz fiir die erste Stufe an den spe- 
ciellen Eisenstein'scben Reiben wirklich vollzogen bat^'^Q, 

*) Man sebe die bez. Nacbweise in I p. 762. 

Man vgl. den ersteu Teil der in I wiederbolfc genannten Arbeit von Hrn. 
Hurwitz in Bd. 18 der Matbem. Ann. (1881). 



V, 3. Xeue Functionen Stufe aus BilmearverbindnDgen der 319 

Ferner aber: ist es nns auf irgend welclie Weise gelinigen^ Modul- 
formen Stufe zu bilden^ so geliugt es leicbt^ aus ilinen solcbe 
Grosseu zusammenzusetzen, welcbe bei den Substitutionen der j co^ 
ibrerseits die Substitutionen der Xa (oder verwandte Substitutionen) 
erleiden. Es gesebiebt dies durcb ein einfacbes eonibinatoriscbes 
Principj welches Hr, Klein in Bd. 15 der Math. Ann. (1879) aufstellt*'’"')^ 
und von dem dann aucb Hr. Poincare bei seinen aligemeineren Unter- 
sucbungen Gebraucb macbt*'^*'^’) ; man hat bei Anwendung desselben nur 
zuzuseben, dass die entstebenden Ausdriicte nicbt identiscb verscbwinden. 
Den biermit bezeiebneten Ansatz bat beziiglicb der X^ und verwandter 
Grossensysteme Hr. Morera in Bd. 25 der Math. Ann. verfolgt (1884), 
indem er als Ausgangsformen Stufe die Teilwerte irgend welch er 
doppeltperiodiscber Punctionen wablt*'^*"^'*''). Inzwischen scbeint es, dass 
einige der von ibm ‘ aufgebauten Ausdrilcke identiscb verscbwinden; 
jedenfalls ist die Sacbe nocb nicbt so weit entwickelt, dass von bier 
aus der directe Ubergang zu unseren Xa etc. moglicb ware. 

Die mannigfacben Entwicklungen endlicb, durcb welcbe Hr. Kron- 
ecker neuerdingsf) die Tbeorie der Modulfunctionen bereicbert bat, 
konnen wir leider nur nennen. Dieselben steben allerdings in unmittel- 
barster Beziebung zu unserer Gesamtauffassung; indessen wiirde eine 
ausfiibrlicbe Besprecbung zu weit von unseren zunacbst vorliegenden 
Zielen ablenken. 

§ 1. Die zvrei- und drei-gliedrigen Bilinearverbindungen Ba 

der Xa . 

Da wir weiterbin imnier mit den Xa verscbiedener Ordnungen n 
zu thun baben, so ist es notwendig, das n mit in die Bezeicbnung der 
Function Xa aufzunebmen; wir wollen in diesem Sinne des genaueren 
X^^ scbreiben, so oft es zur Unterscbeidung wiinschenswert ist. 

Wir versteben jetzt zunacbst unter n eine beliebige ungerade Zabl 
und zieben- die zwei Grossen X^^\ sowie andrerseits die 2n Functionen 
beran. Wir bilden uns dann den folgenden zweigliedrigen Aus- 


Uebcr die Auflosung gewisser Gleicliungen siehenten und achten Grades. 

Acta Matbematica. Bd. 6. 

tiber einige Bildungsgesetze in der Theorie der Teilung und Transformation 
der elliptischen Functionen. 

f) Man sebe insbesondere die neueien Bande der Monatsbericbte der Berliner 
Abadeniie (seit 1885), in welcben Hr. Kronecker die gemeinten Untersucbungen 
in einer grossen Eeibe kleinerer Mitteilungen entwickelt bat, die immer den 
gleicben Titel Theorie der elliptischen Functionen^'" tragen. 
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druck^ der in jeder dieser beiden Grossenreilien linear nnd bomogen ist: 

< 1\ 17(2) •y[2») f 1^(2) Y'(^^) 

|lj Ao Aga -f- Ai A2 o5+?»* 


Uni an das Wort Bilinearverbindung zu erinnern, bezeiclinen wir diesen 
Ansdruck knrz durcb Bay des genaueren aber (und zum Unterscbiede 
von weiterbin eintretenden Bildimgen abnlieber Art) durcli Als 

Arguniente der Grossenreibe denken wir die namlicbeiij 

wie in Dagegen ist wtinschenswerty das Argument u in der einen 

unserer beiden Xa-Reiben nicbt sogleicb mit dem Argamente u in 
den Grossen des anderen Systems identiscb zu setzen. Indem Ba 
solcbergestalt eine Function der vier Grossen u^y u^y cjiy g? 2 be- 

balten wir uns eine etwas grossere Beweglicbkeit fur unsere analy- 
tischen Massnabmen vor. Wir konnen jetzt z. B. gleicb fur sicli 
gleicb Null setzen und legen also fiir die nabere Untersucbung die 
Grossen vor: 

( 2 ) = + 


wo Sq und 0^ die beiden zu n = 2 geborenden Moduln des vorigen 
Kapitels siud. 

Man uberzeuge sich erstlicb, dass es gerade n unterschiedmie Gh-ossen 
Ba giebt; denn indem wir den unteren Index in (2) urn n yermehren, 
wird nach Formel (I) p. 264 die Grosse B^ unverandert bleiben. 

Wir untersucben demnachst, welches Yerhalten die w Grossen Bu 
bei der Austibung der Modulsubstitution T zeigen. Die Grossen 
substituieren sich hierbei in der folgenden Art: 

wabrend man das Verhalten der aus der Formel (13) p. 299 ab- 

zusehreiben hat, indem man in derselben 2n an Stelle von n setzt. 
Es geht demgemass Ba durch T fiber in 


Ba 


■ 2-}/« 


2«-~ 1 


/i'=0 J 


2i7t 

wobei £ die gewobnte Bedeutung von e ” hat. Da aber n ungerade ist, 
so ziebt sich die recbte Seite der letzten Gleicbung sofort zusanmien in 



und damit folgt das Ergebnis: 
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Bei Auslibuno; von S zeis^en unsere Grossen s, X das Yerhalten: 


Tti 


"^0 ? 


3^1 




( 2 «) 


Tti a- 

gT + Tr.xi; 


Man findet also als Wirkung von S auf die Ba- 
(4) Ba = ^6“"- • Xt+ 


Es tvird sicli demgemdss B^ his auf einen Factor rejyrodiicieren, wenn 
ivir iiber die tmgerade Zahl n jeM noch die fenm'e Voraussetmng maclien^ 
class sie von der Form {4Ji + 3) ist; in der That wird nun 
(5) (S) Ba' 


Sclion jetzt ist deutliclij dass sich das System der Ba gegenuber 
alien Modulsubstitutionen gesclilossen linear substituiert. Wir konimen 
aher gerade 0 it 0 ur Xa-Gruppe aus § 11 des vorigen Kap.^ tind 0 war 0 ur 
Gnippe mit p — 2 0 urilc\ tcenn ivir die Ba nocli mit dem Factor 
normieren; Potenzen der zwolften Wurzel ans A werden wir ja den 
Modulo eines einzelnen Systems immer zusetzen diirfeOj oboe die 
weseiitlicbe Eigensehaft eines solclien Systems (sieh gesclilossen linear 
zu substituieren) dadurcb zu storen. Zum Beleg der ausgesprocbenen Be- 
bauptung nenne man die normierten Ba etwa Ba, eine Bezeicbnung^ 
die wir in der Folge bei abnlicben Gelegenbeiten immer wieder ver- 
wenden wollen. Es findet sicb alsdann mit Rilcksicbt auf I p. 624 (4): 


( 6 ) 


(S) 

(T) 


BJ = 


n — I 

yn 


das sind aber in der That die Substitutionen (3) p. 311 fiir 9^ = 4/^ + 3 
und p = 2. Fassen wir demnacb zusammen: Fur alle ungeraden Zalilen 
n der Gestalt ^^ = 4 / 2 - + 3 erfaliren die mit A“t normierten Bilinear - 
verhindungen : 


0 ) 




die Xa-Suhstitutionen mit p = 2. 

Wir versuehen nun, ahnliclie Entwicklungen mit cZragliedrigen 
Xa-Verbindungen anzustellen. Zu diesem Ende nebmen wir n prim 
gegen 3 an und bilden uns genau nacb Analogic von (1) den Ausdruck: 

(p) Ao Asa -f- Ai JXza^n “T A2 + 

wobei wir jedocb gleich wieder das Argument der ersten Grossen- 
reihe X^a gleieb Null setzen. Dann werden, wie wir wissen (p. 267), 
Xi^ imd — einander gleich, und zwar gleich der einen, fiir ^^ = 3 

Ivlein-Fricke, Modulfimctionen. H. 21 
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auftretenden Grosse walireud einfacli verscliwindei Es gilt also, 
die Ausdrticke: 

(9) Ba = - Xf:Ln) 

der naheren TJntersucliung zu unterziehen, als deren Anmlil man so- 
gleklh louder n abmJdi 

Die Formeln (1), (2) p. 313 nelimen fiir den vorliegenden Fall die 
einfacFe Gestalt an: 


(10) (S) V = (^) < = 

woran wir weiter unten nocli ansfiihrlicher zu kniipfen liaben. Einst- 
weilen benutzen wir diese Formeln, um das Verhalten der n Grossen 
(9) bei S und T festzustellen und beginnen wieder mit der letzteren 
Substitution. Wir mogen zur Abkllrzung den numerischen Factor, 
welcher in den Z^^-Substitutionen T, namlicb in (16) p. 296 und (13) 
p. 299, recbter Hand vor dem Summenzeicben steht, durcli (n) be- 
zeicbnen; dann findet man fiir T: 


BJ = (3^) 


Zn—l 

(:ic=0 


’Hit 1 X 

— (Sa-j-w)/? 




■{3 a — w) g 


•^(3?0 


), 


was sick sofort zusammenziehen lasst in: 

Zn—l 

B: = - (3w) e, -X 

Alie Glieder mit durcli 3 teilbarem jS werden liier verscliwinden; die 
zurilckbleibenden 2n Glieder teilen wir in zwei Classen, je nachdem 
= -[“ 1 oder = — 1 (mod. 3) ist. Wir bewirken dies dadurch, dass 
wir einmal 3/3 + 7 ^, dann aber 3/3 — n an Stelle von /3 setzen und 
/3 bierbei immer ein Eestsystem mod. n durcblaufen lassen. Nebmen 
wir endlicb nocb auf die offenbar giiltige Gleicbung: 


(11) p” — p-” = (y) • •j]/3 


Riicksicbt, so wird die letzte Gleicbung xibergeben in: 

(12) A' _ - (f) iys . {3«)2 s, w;4. - 

Damit ist das Ergebnis gewonnen, dass die in (9) definierten J5« bei 
Ausiibung von T die Substitution erfabren: 


(13) BJ == — i ]/3 • (3w) • . 

(i:=0 

Weiter setze man nun erstlicb n als eine ungerade Zabl 
dann ist: 


voraus; 
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3 n — 1 




so dass wir mit Riicksiclit auf die Formel (11) p. 306 die Substi- 
tution (13) in die fertige Gestalt nnizusetzen liabeii: 


(14) (T) 


B.: ^ 




,^=0 


Uni gleicli die Wirkuug der Substitution S auf die Ba im Falle eines 
iingeraden n festzustellen, liaben wir obige Formel (10) sowie andrer- 
seits Formel (15) p. 296 zu benutzen. Fine leicbte Zwisebenrechnuiig 
ergiebt alsdann: 

^ a{ri — a) 

B,: 

Um zu den Xa-Substitutionen und damit zu Grossen Stufe zuriiek 
zu gelangen^ werden wir bier notigenfalls mit j/A normieren; wir 
scbreiben mit Rucksicht auf I p. 624 (3): 

(15) „ \ (mod. 3). 

Ba = Ba ftir n=2 } 


Die somit normierten dreigliedrigen Bilinearverbindimgen Ba'^'^ erfaliren 
die Xa- Siihstikitionen mit j) = 3 mul hilden als solche ein System von 
n Fimctionen Stufe. 

Man speciiiciere zweitens Formel (13) filr gerade n. Da wird 



wabrend man andrerseits filr die Wirkung von S auf Ba leicht be- 
recbnet: 


( 8 ) 


BJ = - i- Q 


2 — n 



Zu den Formeln (5) p. 311 wird man somit zuruckgelangeu; wenn man 
folgende Normierungen vornimmt: 


( 16 ) 


Ba — Ba fur n = 2\ 


Die n solchergestalt gebildeten Grosien Ba erfahren dann wieder gegen- 
uber den Modidsubstituiionen die Xa- Substitutionen ihres n mit jp = 3. 
Das Grossensystem (15), welcbes sicb auf die ungeraden, durcb 
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3 liiclit teilbaren Zalilen n bezielit, wurde wesentlicli in der bier vor- 
liegeiiden Gestalt von Hrn. Klein in den „NormaIcurveii^^ (man selie 
Formel (126) in § 15) eingefulirt. Es gelang durcli diese n Grossen 
die Yerallgemeinerong jener Modulsysteme, welcbe wir in I bei n = 5 
iind u = 7 durcli A bezeichneten, und welcbe uns seinerzeit die ge- 
staltlicb sebr einfacben Resolventen der A lieferten. Wir bommen so- 
gleicli weiter iinten anf diese Gegenstande nocbmals zuriick. Vorab 
baben wir aiiseinander zu setzen, in welcber Weise durcb Hrn. Hur- 
witz die in diesem Paragrapben skizzierten Entwicklnngen verall- 
gememert sind**^). 

§ 2. Die drei Arten I, 11, III von j?-gliedrigen Bilinearverbindnngen 

der Z,. 

V 

Bei der Verallgemeinerung der bisberigen Uberlegung scblagen 
wir ein Analogieverfabren ein. Wir verstehen nnter p irgend eine gegen 
die Ordnung n relativ prime Zaltl und scbliessen die im vorigen Para- 
graphen bebandelten Werte p = 2, 3, sowie endlich aucb den Wert 
p = I gar nicbt aus. Wir bolen uns dann die beiden Grossensysteme: 

(1) Z?’(»1 I (D,), Xf^\u,\co„co,^ 

beran und biiden aus ibnen mit Hrn. Hurwitz den bilinearen Aus- 
druck : 

( 2 ) Xft+n,,.. 

So 

Derselbe gebt fiir p — 2, g sowie fur = 3, g = 1 in die Aus- 
drilcke (1) und (8) des vorigen Paragrapben iiber; im allgemeinen 
Falle bebalten wir uns nocb vor, iiber die ganze Zabl g zweckmassig 
zu verfiigen. Da man aus (I) p. 264 sofort = J5« folgert, 

ist dk Gesamfmld imterscliiedener Grossen (2) gerade wieder n, 

Man kann iibrigens die bilinearen Verbindungen der um die es sicb 
bier bandelt, ancb aus dem allgemeinen combinatoriscben Ansatz des Hrn. Klein 
erbalten, von welcbem in der Einleitung zum vorliegenden Kapitel kurz die Rede 
war. So tbut es Hr. Hurwitz in seiner urspriinglichen Darstellung, indem er 
von der Tbatsacbe ausgeht, dass die Substitntionsgruppen der 
durcb ibre Beziebung anf die Modulgruppe isomorpb anf einander bezogen sind. 
Inzwiscben wird bierdnrcb die wirklicbe Berecbnnng der in Betracbt komnxenden 
Bilinearformen in keiner Weise vereinfacbt, und wir iassen es also im Texte bei 
der directen Anfsucbnng von Bilinearformen bewenden. 

endliche Gruppen linear er Substitutionen, loelche in der Theorie der 
elUptiscJicn Transcendenten aii(treten^% Math. Ann. Bd. 27 (1885). 
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Wir gehen nun gleich zur gruppentlieoretischen Untersuehung der 
Grossen (2), und es erledigt sieh tier die Substitution T fast ebenso 
leieht, wie in den particularen Betrachtungen des § 1. Man hat nach 
(16) p. 296 bez. (13) p. 299: 


p — 1 p — 1 np — 1 


JBa = (p) (np) 222^" 


=0 U=z0 


2 i 7t 
n p 


ip a -j- nq 1) ii 






^(np) 


eine Formel, die man bei etwas anderer Anordnung ihrer rechten Seite 
sofort in die Gestalt setzt: 


Be-. 


(p) {np) 


2 

p, V 


ip) 


'■ x\ 


-^h‘s+ 

2/® " 

/.=o 


f-t')/. I 


Alie diejenigen Gliecler der Sutnme liber fur welcbe -f- v 

iiicht 0 (mod. p) ist, werden infolge der in diesem Falle verschwin- 
denden Summe liber X zum Ausfali kommen; ist jedocb ^q v = 0 
(mod.p), so ist die Summe liber X einfach gleich Also das Resultat: 

np — 1 

(3) BJ = p ■ (p) (np) ^ X^I \, , . 

p — 0 

Nun wil’d oflfenbar ^ ein yolles Restsystem mod. np) durchlaufeu, falls 
wir ^ ny schreiben und ^ ein Restsystem mod. n, y aber 

ein solcbes mod. p durclilaufen lassen. Substituieren wir aber den so 
genaeinten Wert von ^ in (3), so kommt: 


Ba=p- (p) (np) ^ ^ 

^=0 \ y =0 

Nun ist es zweekmassig; die ganze Zahl q prim gegen p anzunehmen; 
dann namlich wird mit y auch X = — nqy ein Restsystem mod. p 
durchlaufen. Hierbei ist die mod. p zu X gehorende Zahl y 

(4) y = — A • (mod. p), 

so dass sich die letzte Gleichung in die neue Gestalt setzt: 

B:=p- (p) (np) 2 ( a-i- 

^=0 \ A=0 

Der Vergleich mit (2) zeigt^ dass die Summe liber X in der letzten 
Pormel direct darstellt, sofern wir ims jeUt entscMiessen^ fur q 

eine der Congruent: 

(5) 




nq^ 1 = 0 (mod. p) 
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genilgende ganze Zalil m tvahlen, Daraufhin liefert in der That die 
letzte Formel das Yorlaufige Eesultat: 

n — 1 

(6) (T) Ba =])■ (p)inp) 

/J=0 

Die Bedingung (5), an welclie wir fortan die ZaH q gebunden 
denken^ hat ziir Folge^ dass nnsere allgemeine Erorterung den Pall 
j) = 3^ wie wir ihn im vorigen Paragraphen behandelten, noch nicht 
im Yollen Umfange umfasst; es ist namlich fiir g = 1 ^ = 3 zufolge 

(5) n als eine Zahl der Gestalt n = 37i + 2 Yoraiisgesetzt, eine An- 
nahme, die dem vorigen Paragraphen nicht zu Grunde lag. Man be- 
merbt leieht als Drsache fiir die grossere Tragweite unserer damaligen 
Entwicklung, dass wir das Argument der von vornherein mit 
Null identisch setzten. Dagegen sind die fiir den Fall p = 2 im 
vorigen Paragraphen erzielten Resiiltate im vollen Umfange in den 
jetzigen allgemeinen Entwicklungen einbegriffen; man halte diese Sach- 
lage fiir die spateren Anwendungen fest. 

Sollen wir jetzt gleich in der Discussion des allgemeinen An- 
satzes (2) weitergehen^ so haben wir hierbei drei Falle zu unter- 
scheiden^ welche genau den drei verschiedenartigen Bilinearverbin- 
dungen (9), (15), (16) des vorigen Paragraphen entsprechen. Als Ver- 
allgemeinerung von (9) § 1 betrachten wir die '^on gerader 

Gliederamalil und als Verallgemeinerungen von (15), (16) § 1 die 

von iingerader GUedermlilj bei denen n bes, imgerade Oder gerade 
ist 5 wir bezeichnen diese F^le in der Folge mit I, II, III 

Sei jetzt zunachst: 

I. jp = 0 {mod. 2), n = 1 {mod, 2). 


Unter dieser Yoraussetzung ist fur die Wirkung von 8 auf die 
einzelnen Glieder von Ba die Formel (12) p. 299 zu benutzen. Ihr- 
zufolge geht das einzelne dieser Glieder in sich selbst multipliciert mit: 


( 7 ) 


/£. _L i!\ 4_ ('^ 1 (ytt-f 


7? 7t i 


{l + ncf-) 


iiber. Dieser Factor wird aber nur dann von 2 unabhangig sein, wenn 
wir an Stelle von (5) noch genauer schreiben: 

(^) nq^ 1=0 (mod. 2p). 

Setzen wir also voraus, dass im Falle eines geraden p die Zalil q dieser 
Bedingung gemdss geimhlt ist, was insbesondere zur Folge hat, dass n 
eine ungerade Zalil der Gestalt n = 4^}i 3 sein muss. Indem weiter der 

numerische Factor auf der rechten Seite von (6) fur unseren vorliegen- 
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den Fall einfacli - 7 =: giebt, baben wir zusammenfassend: 

'ii 


( 9 ) 


(5) 

(T) 




a (n — u) 




yn 


Den Factor auf der recliten Seite der ersten Gleicbung wird man un- 
mittelbar bestatigt finden; fiir den Factor auf der rechten Seite der 
Substitution T mlissen wir offenbar zeigen, dass 

ao) 

ist, uud dies gescbiebt in folgender Art: Man verstebe unter t den 
grossten ungeraden Teiler von p und scbreibe p = 2^'tn Da nacb (8) 
offenbar — n quadratiscber Rest von t ist, so folgt unter Benutzung 
von (11) p. 306: 

daraus ergiebt sicb weiter unter Rucksicbt auf (10) p. 306 

(11) (f)-(i-)’-(-i)"^’- 

1st jetzt v> 1, so folgt aus (8) ^^ == 8fe + so dass sicb (10) un- 
mittelbar aus (11) bestatigt; zu dem gleicben Resultat gelangt man 
leicbt aucb im Falle v = 1, 

Zur Fortscbaffung der Factoren i auf den recbten Seiten von (9) 
normiere man jetzt nocb mit dem reciproben Werte von ^A; man 
findet so das Endergebiiis: Fm eine ungerade Zalil n der Gestalt 
= 4 / 2 , -j- 3 hilden die normierten Bilinearverbindungen: 

( 12 ) = A~^ 

der geraden Gliederamalil p ein System von n Grossen^ das bei AusUbung 
der Modiilsiibstitutionen die Xa-Substitutionen (3) ^.311 fiir p=p erfahrt 


II. j) = 1 {mod» 2), n = l (mod. 2). 

Fiir das Verbalten der einzelnen Glieder von Ba bat man im 
vorliegenden Falle II aus (15) p. 296 das Ergebnis, dass 
bei Ausiibung von S den Factor annimmt: 


— {X-— + — njo(pa-\-nXq)) — 

Qp np = g 


ci{n — Of) 


2 
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wie man unter Riicksiclit anf (5) leiclit feststellt; der auftretende 
Factor ist also, wie man sieht, von A nnabiiangig. Andrerseits liefert 
der numerisclie Factor vor dem Summenzeiclien (6) den Wert: 

— 1 np — l n — 1 

• 2 *2 ^ w-f-1 . o 

Yp Ynp Yn 


P ■ {P)('>ip) =P 


Aus (5) folgt aber unter Eiictsicht auf das Terallgemeinerte Eeci- 
procitatsgesetz (11) p. 306: 

P—1 p — 1 n—1 


-(-b 

Benutzeu wir dies, so folgt als Verhalten der Ba lei 8 und T: 

n — a) 

^ 7? 

J->a j 


(13) 


(S) 

cc(n- 



(T) 

• 2 

•p / ^ 

-tja / \ 


(i)y^ 




Die gum Falle II geliorenden B^ ei'fediren demnach ohne weitere Nor- 
mierimg die X^-SubsUfutioneti (3) _p. 311 fur p=p. 


III. j> = 1 (gmd. 2) , w = 0 (mod. 2). 

Nun sind beide Formeln (15) p, 296 und (12) p. 299 bei Unter- 
suchung der Substitution 8 zu berucksicLtigen. Man wird die Reeb- 
nung, deren Resultat wir in Formel (14) angeben, leicbt nach dem 
Muster der voraufgehenden Entwicklungen erledigen. Der Specialwert 
Yon p • im gegenwartigen Falle ist: 

p~i 


p ■ ip)inp) = —p 


und weiter bestatigt man leiclit: 

P~1 

,(_ 1 ) 2 


Vp Ynp 


1 .^-1 


Yn 


1 


(~) 


(v). 


P—1 

(- 1 ) < 


©■ 


Als Vefhalten det' Ba lei 8 und T ergielt sick solchergestalt : 


(14) 


( 8 ) 

(T) 


BJ=(- 

Ba'=(- 


p—i 


0 


/ 


Ba , 


p—1 




[-) Yn ^0 


Urn zu Grossen Stufe zuruekzugelangen, ist demnach Normierun^ 
in it ]/A am Platze; icir werdeti hier schreiben: 
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(15) 

die so normierten Ba erfaliren in der That ivieder genau die Xa-Siihsti- 
tiitionen (5) p. 311 mit p = p. — 

Es sind Mermit alle die Grossen, um welclie es sieli ini vor- 
liegenden Kapitel tiberlianpt handelt, in ihrem gruppentbeoretischen 
Verhalten yollstandig cliarakterisiert. Wir werden nun analytisclie 
Darstellungen unserer Grossensysteme studieren, und zwar beginnen 
wir dabei mit den dreigliedrigen Verbindungen des vorigen Para- 
graph en^ um hernach in gleicher Weise die allgemeinen^ jetzt ge- 
bildeten Systems der zu behandeln. Piihren wir hier gleich 

vorlaufig ein Hauptergebnis dieser neuen Untersuchungen an: Zu- 
vorderst liaben wir (den wechselnden Werten von p entsprechend) bei 
jedem einzelnen n unendlich viele Grossensysteme gebildet: es 

%md sich mgen, dass alle diese, beim Binselwert n eintretenden Sijsteme 
nur aiif eine endliche, mit arithnetischen Mitteln ivohUimmgrenmide 
Ansalil tmterschiedener Functionensysteme zunlcldzommen, — 

§ 3. Analytisclie Entwicklungen fiir die Modulformen ka bei 
ungeradem gegen 3 primen n. 

Des leichteren Uberblicks wegen besclireiben wir die weiterhin 
im Laufe dieses Kapitels immer wieder zur Verwendung kommenden 
Massnahmen zuvorderst an einem speciellen Beispiel und wahlen 
hierzu die bei ungeradem n und p == 3 eintretenden Bay weil dieses 
Grossensystem besonders wichtig ist. Dabei mogen wir hier die Ent- 
wicklung von vornherein insofern particularisieren ^ dass wir auch 
das erste Argument in den mit Null identisch setzen"^). Die 

fiir u .2 = 0 aus den normierten Bilinearverbindungen B^a^^ entspringen- 
den Modulfunctionen Stufe mogen wir durch bezeichnen, wobei 
wir uns natiirlich vorbehalten, die ka des einzelnen Systems, falls es 

Nebenher merken wir uns wenigstens fiir ^ = 1 die Darstellung der einen 
hier eintretenden Function B{u\ cog) an; abgesehen von numerischen Factoren, 
sowie Wurzeln aus A, erhalten wir aus (3) p. 277 leicht die Reihenentwicklung: 

£_% „ 00 (6 'm -f-lp 

00 

Hr. Kiepert hat diese Reihe zuerst aufgestellt und wiederholt zum Ausgangs- 
punkt aiisgedehnter Untersuchungen gemacht; man vergl. Crelle’s Journal 
Bd. 87 p. 213 (1879) Oder auch Math. Ann. Bd. 26 p. 408 (1885), man sehe auch 
„Nornialcurven“ § 19. 
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zweckmassig ersclieint, nocli mit einer numerisclien Grosse oder aucli 
mit einer Potenz you A als Factor zu normieren. 

Die Werte der nocli niclit normierten fiir = 0 sind : 


(1) 


3tJ ; 


es ist demgemass k^a = ^ay unci die Aa Ulden ein System von - ^ 

IIocMn Stufe. Die A«-Snbstitutionen werden somit die Gestalt 
der iinter (3) und (4) p. 313 mitgeteilten ^/a-Substitutionen haben^ nur 
dass wir bier natiirlicb den Wert 3 der Zabl ]) zu beriicksiclitigen 
baben. Um also die Erzeugenden der A^-Griippe nochmals ausfubr- 
licb anzugeberij so ist: 


( 2 ) 


(^) 

(T) 


a:= 


- 3 - 


a{n — c) 
2 


Aa y 





iS=l 



Vorlaufig sei bemerkt, dass wir bier fur w = 5 und n — 1 gerade zu 
den Substitutionen (4) in I p. 644 bez. (10) in I p. 725 zuriickkom- 
men, wenn wir nur 2Ao fur Ag in (2) eintragen; mag diese Bemer- 
kung einstweilen den Gebraueh der Bezeicbnung A^ rechtfertigen. 

Wir geken nun zu unserem eigentlichen Ziele, analytisehe Dar- 
stellungen fur die A® zu entwickeln, miissen jedoeb gleich eine 
allgemeine Bemerkung zur Eegelung der Bezeicbnungsweise Toraus- 
schicken. Die wesentlicbsten Bestandteile in den Darstellungen (2) 
p. 27 < und p. 287 der sind eine •S'-Keihe und eine ungerade Po- 
tenz Yon ]/A, Bestandteile, die nur erst in ibrem Product© Grossen 
Stufe geben, wabrend jeder einzelne fur sicb genommen tiberbaupt 
nicbt eindeutig in denPerioden ist. Nun bandelt sich’s aber bei 

unseren immer um quadratiscbe Yerbindungen der in deren 
analytiscbem Ausdruck somit nur nocb Potenzen von |/A vorkommen. 
Diese konnen wir aber, obne aus dem Bereicb eindeutiger Modulformen 
binauszugeben, fortlassen und erhalten dann infolge des Ausdrucks der 
rechten Seite von (2) p. 277 bez. 287*, von unwesentlicben Bestandteilen 
abgeseben, fiir (1) dcis Product 0 weier d'-Pteilien mit muUiyliciert. Auf 
diese Grossen ( — 1)^®^ Dimension sollen unsere anolytiscJien Darstellungen 
immer abmlen, was sicb als zweckmassig erweisen wird. Dieselben 
sind dann allerdings der Stufe, allgemein zu reden, nur erst 
adjungiert, indem sie erst wieder durcb Normierung mit einer ganzen 
Potenz von j/A, gelegentlich aucb von ^|/A, in Grossen der Stufe 
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selbst iibergelien; welches aber diese Potenz ist^ wird ini Einzelfalle 
unmittelbar eyident^, wenn wir uur ein einzelnes Glied einer ziigehorigen 
Reihenentwicklung in Bezug auf den Exponeoten von r betrachten. 

Filr den ersten Factor des Ansdrucks (1) liefert (3) p. 281 die 
Reihe: 

- , ^ “r 1)“ 

^ ^ 1)» 

- — o) ^ 

Hier konnen wir aber offenbar anch (6m — 1) im Zahler des Exponen- 
ten von r schreiben. Lasst man also alie ganzen Zahlen der Gestalt 
{Qm + 1) durchlaiifeBj worauf alsdann 

6m = ri — (y) , (— 1)'" = (— Ij' t’' 

wird, so eutspringt fur die Darstellung: 


(3) 0f^A 


iys 

2 


ysxc-i) 




92 = + 1 (mod. 6)^ 


wobei 1 ] alle ganzen (positiven und negativen) Zahlen zu durchlaufen 
hat, die mod. 6 der schon in (3) angemerkten Bedingungen genhgen. 

Fxir das in der Klammer von (1) stehende Binom liefert (3) p. 281 
die Darstellung: 

^ + .4r— 3c0 = 

(( 6771 -}- 1 )« — 6a)^ ( (6 7U — 1 ) n — &a)‘‘ 

-f- T 




I ^ 


24 » 


24 » 


1 


In ahnlicher Weise wie vorhin schreiben wir nun zur Abkiirzung | 
fur (6 m + l)n —6 a, so dass | alle ganzen, den Bedingungen 

(4) I = + 1 (mod. 6), I = — 6 a (mod. n) 

gentigenden Zahlen zu durchlaufen hat. Es wird aber 

‘(I) 


m + a : 


l-A-n ^ 


- n 


2 — 2 

was man leicht noch uberfiihrt in die Gestalt: 

n — 1 


(mod. 2) , 


m 


+ « = + (mod. 2). 


Die letzte Gleichung nimmt daraufhin die tibersichtliche Gestalt an: 

(5) (^) . ^ A? . («.. + - yf 

wobei ^ den Congruenzen (4) unterworfen ist. 
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Bei der Gestalt von (3) und (5) multiplicieren wir^ nm Grosseii 
Dinaension zu erhalten, die Ausdrllcke (1) mit dem Factor: 




^ w-f-l 



Die so entspringenden — Moduln ( — 1)^®^ Dimension mogen gleicli 
selbst wieder Aa lieissen^ wobei wir ihnen gegeniiber die zu Moduln 
Stufe normierten Grossen (1) aucli wohl durcb bezeicbnen. Mit 
Eiicksicbt aiif 




folgt aus (3) und (5); 

( 6 ) = 




24 n 


Hier kommt bei der Summation neben t] immer aucb nocli das 
ZaHenpaar — yj zur Geltung, die dock beide ein und denselben 
Betrag fiir die recbte Seite von (6) liefern: man ziebe desbalb unter 
beiden Paaren etwa nur dasjenige beran, fur welches | mit tj mod. 3 
congruent ist. Dann wird das Legendre^scbe Zeicben unter der 
Summe (6) einfaeb gleicli 1, es ist aber die recbte Seite dieser Glei- 
cbung dann nocb mit dem Factor 2 zu verseben. Als endgultige Dar- 
stellimgen der und also miUeTbar aucli der in (1) und (2) gemeinten 
normierten A^ liahen ivir so erreicht: 


^(- 1 ) ^ r , 

woiei I und tj alle den Congriienmi: 

(8) I = — %a (mod. n)^ | = + l (mod. 6) 



genilgenden Paare ganger ZaJilen durcJilaiifen sollen. 

In (7) baben wir ein einfacbstes Beispiel filr eine Art von Eeiben- 
entwicklungen vor uns, wie sie in der Folge immer wieder auftreten 
werden. Als cbarakteristiscbes Merkmal dieser Entwicklung seben 
wir an^ dass tm ZdJiler des Exponenten von r eine gan^mlilige hindre 
quadratisclie Form (Jiier die Eauptform) der negativen Beterminante 
B = — 4n stelif’^'). Als quadratiscbe Verbindungen von '^-Eeiben werden 
die in Eede stehenden Potenzentwicklungen im Bereiche der ganm% 


*} Eber das Auftreten gerade der Undren qnadratischen Formen vgl. man 
die bereits in der Einleitnog zum vorliegenden Eapitel (p. 318) gegebenen Be- 
mertnngen. 
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vositken mSalbehene uniedingt convergent seiii, eiii Unistand, den man 
filr die Folge festlialten wolle. 

Will man die einzelne Reihe (7) nach ansteigenden Potensen von r 
nmordnen, so scbreibe man: 

m 

(9) A« = 

in 

Die Siimme rechter Hand bezieht sicli dabei auf alle diejenigen ganzen 
Zablen tvelclie Dm'stellungen in der Gestalt dnrcJi game 

den Bedingimgen (8) geniigende Zaliien i] Bidassen; diese Zablen m 
werden ofPenbar alle gerade und (fur die einzelne Reibe) alle unter 
einander mod. 24 n congruent. Per Entwieldiingscoefficient %{m) aber 
ist eine eindeutig von m ahhdngende game ZahL tcelche diirch die Snmme 

( 10 ) = ^(— 1 ) ■ ; »» = I® + nyf 

m defmieren ist, Man bat also folgende aritbmetische Erklarung dieser 
Entwicklungscoefficienten: Es giebt UberscJmss der Anrnlil 

derjenigen unter den gehennmchneten Darstellungen von m, bei welclien 
I und ?2 '^y^od. 4 incongriient sind^ iiber die Anmlil der anderen Dar- 
stellungen an"^), 

§ 4. Analytiscbe Darstellung tind Mannigfaltigkeit der im Palle I 
eintretenden Einfubrung der 

Wir nnternebmen jetzt^ die Untersucbnngen des vorigen Para- 
grapben ganz allgemein fxir die Bilinearverbindungen des § 2 durcb- 
zufiibren, und beginnen wieder mit dem Falle einer geraden Glieder- 
anzabl p. Die in (2) p. 324 gegebenen Da batten wir fiir diesen Fall 
durcb Ziisatz des reciproken Wertes von ]/A zu Da normiert^ und 
wir erinnern zugleicb nocb an die Congruenz (8) p. 326, welcbe wir 
in die Gleicbung mit ganzzabligem s umsetzen mogen: 

(1) nq^ -f- 1 = 

Beide Z^-Systeme, welcbe die vorliegenden Da zusammensetzen, 

Potenzentwicklungen vom Cbarakter der Reibe (9) bez. (7) bat Hr. Hur- 
witz in die Tbeorie der Modulfunctionen eingefiibrt, nnd zwar zimacbst zur Dar- 
stellnng der Integrale erster Gattung (worauf wir im folgenden Abscbnitte ein- 
geben); man vergl. die Note ,,Zur Theorie der ModulargleicJmngen^' in den Got- 
tinger Nacbricbten von 1883. Diese „Potenzreiben mit arithmetiscben Coefficienten^^ 
sincl bier und in der Folge ganz allgemein vom Herausgeber zur Darstellung 
ganzer algebraiscber Modulformen zur Verwendiing gebracbt. 

Cf. Hurwitz 1. c. § 12. 
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gelioreii geraden Ordnungen an, so class wir fiir dieselben die Form el (3) 
p. 287 lieranzuziehen liaben. Die Zahler in den Exponenten von 

welclie bei und ZF/+«s;. auftreten, mogen wir gleich abgekiirzt 

bezeiclmeii : wir scbreiben etwa: 

(2) — 2 = J/j, rn^np — pa — ncp. = Jfg? 

wobei sicb der Summationsbuchstabe auf die dagegen aiif 

die beziebt. Indem wir in entsprecbender Sclireibweise: 

2.7ZiUi ^27tiu.2 

(3) e 5 e = % 

setzen, kommt nun diircli einfaclie Ausmultiplication als erster Aus- 
druck fill' die normierten Ba der folgende: 

-^5«== 

pyn 

derselbe lasst sicli diircli einfache Umgestaltung in eine selir elegante 
Form liberftihren. 

Zii diesem Ende bemerke man, dass M-^ gerade einfacli das System 
aller (positiven und negativen) ganzen ZaMen f] durchlauft; fiir be- 
stimmtes ij ist dann 2 (als kleinster, nicbt negativer Rest von — p 
mod. p), sowie damit auch eindeutig bestimmt. Andrerseits hat 
M ,2 folgenden Wert: 

3 I 2 = nq7j + p(ph^'^ — oc — 

wobei wir das in die Klammer eingeschlossene Trinom jetzt abgekiirzt 
I nennen; offenbar hat dann | beim einzelnen p noch einfach alle 
ganzen Zahlen zu durchlaufen, die mod. n mit — a congruent sind. 
Mit. Hillfe der neuen Summationsbuchstaben n] hat man: 

31^^ n + If/ = (pi + nrf , 

M,^n + (f r + »? + nsT}^ . 

Was bier in der letzten Klammer steht, ist eine gammJilige binare 
quadratische Form (P, Qj R) der Beterminante P = — n; ziifolge ( 1 ) 
ist diese Form iirsprimglich , und sie hat ilbrigens einen ungeraden 
mittleren Coefficienten 5 wir mogen die fragliche Form fortan abge- 
kiirzt durch: 

(4) fd, ij) = |- 4- nqlif} + nsT}^ 

bezeichnen. 

Zur Erzielung einer weiteren Vereinfachung unterziehen wir jetzt 
die ti 2 einer linearen Transformation, indem wir setzen: 
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/K\ t V 

( O} i{. == U ”j V , l(,p — 

\ y 1 I 7 2 p 

Dann wird offenbar: 


y (”/ + = /’(«? »)> — 1^’- 


Indem wir die gewonnenen Ausdrucke in obige vorlaiifige Darstellung 
von Bcc eintragen^ kommt eine Gestalt dieser Darstellung, welche an die 
bilineare Verbindung der X« gar nicbt nielir erinnert. Um deni zu 
entsprecben, fiibre man die neue Bezeicbnung ein: 

(6) I cij, CO 2 ) = j;]/n • v | . 


Als endgiiltige analyHscIie Darstellung unserer Grossensysteme mvt ge- 
radeni p erlialten wir soldier iveise: 


a) 








- (); II — qv) 




■loobei sidi die Summation anf alle gan^mliligen, allein der Bedingang: 

(8) I = — a (mod. n) 
geniigenden Conibinationen ledeTit 

In (7) haben wir ein Resultat erreicht, das sicli der Qualitat 
nacb unmittelbar an die Formel (7) des vorigen Paragrapben an- 
scbliesst. Indessen baben wir bier docli sebr viel allgemeinere Ver- 
baltnisse, insofern die drei ganzen Zablen g, s, abgeseben davon, 
dass die erste gerade sein muss, einzig der Bedingung (1) zu geniigen 
baben. Es kann geradezu jeder Classe urspriinglicber Formen 

(9) (P 7 Q 7 R) Blit D^Q^-4FIt=^ — n 

eine Form /'(I, i]) unserer Gestalt (4) entnommen werden. In der 
That bat es nacb bekannten Satzen der Aritbmetik**^**) keine Schwierig- 
keit, der einzelnen Classe eine Form (9) zu entnebmen, deren erster 
Coefficient relativ prim gegen ist. Von ibr gebe man dann durcb 
Ausiibung you S^ zur aquivalenten Form: 

(10) (p; po = (P^ ^vP + v^P +'^Q + P) 

und bestimme v derart, dass durcb n teilbar wird, worauf dann 
aucb B! ein Multiplum von n ist. Daraufhin scbreibe man: 


2P^ 




n 


q — = 5 

^ ^ n 


und bat in der That eine fur (7) braucbbare Form erreicht. 

Urn bei dieser Sacblage die Gesamtmannigfaltigkeit der bei vor- 
liegendem ^=4/^ + 3 eintretenden Functionensysteme (7) zu begreifen, 


') Cf. Diricblet-Dedekind, 3. Aufl. p. 232. 
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liaben '\vir das gegenseitige Verhaltnis soldier zwei Systeme zu be- 
tracMerij die zu liquiTalenten Formen f und f gelioren. Hierbei 
miisseu wir vorab die Aquivalenz dieser beiden Formen f und f ge- 
sondert untersucben ; denn es handelt sidi bier nicbt um eine Aqui- 
valePiZ scblecbtwegj sondern (infolge der particularen Gestalt (4) unse- 
rer Formen) um eine relative Aquivalenz bezuglicb einer gewissen 
Congruenzgruppe Stufe. Um nicbt mit der Bezeicbnung des unte- 
ren Index a in (7) zu collidieren, benennen wir die vier Goefficienten 
einer ilodulsubstitution F durcb lateiniscbe Bucbstaben, was naturlicb 
nur vorubergebend der Fall sein soli. Die Aquivalenz der Form 
f = ns') mit f wird alsdann zum Ausdruck gebracbt durcb 

die Formeln: 


(11) 


W — + nqac + nsc^^ 

nc/ = Xjal) + nq(ad + + ^nsccl, 

ns = + nqbd + nsd’‘^. 


Fiir die Substitution V folgert man bieraus sofort^ dass b = 0 (mod. 7t) 
die binreicbende und notwendige Bedingung zum Besteben der Glei- 
cbungen (11) ist; also das Kesultat: Die relatke Aquivalenz unserer 
Formen f ‘wird diircli die Substitutionen V der diirch 6 = 0 (mod, ^^) 
definierten Congriiemgruppe r^j(n) der Stufe vermittelt 

Man wable nun eine beliebige Substitution F mit 6 = 0 (mod. m) 
wirklich aus und setze daraufliin, indem man vor allem die v 

mit I, 7] cogredient annimmt: 

j|'==ag + &9j, 7f = ci + d7i, 

[w' = au- -i-hv, v = cu dv . 


Wir scbreiben in Anlebnung an (11) sodann /'(|', }/) = /■'(!, tj) und 
merken an : 


(13) if li — = iqu — ^v. 

Unter Benutzung der Summationsbucbstaben ^ , r[ bilde man genau 
nacb der Vorscbrift (7) bez. (8) 


(14) Xa a («', «') = ^ ^ 


mit der Summationsbedingung: 


(15) 


' = — (mod. n) 


— in It — g i^) 


Q 


und beuenne tibrigens das zur quadratiseben Form f' gehorende 
Functionssystem (7) durcb Z/. Formel (14) sebreibt sieb unter Riick- 
siebt auf (12) und (13) um in; 
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(16) 


(m', v'j 





watrend eiitsprechend die Congruenz (15) za transforraiereB ist in: 

(17) I' = a.| + b'l] = at = — accy | ~ — a (mod. u). 

Der VergJeicli mit (7) tind (8) giebt soniit das wicMige MesuUat: 

(18) ^ Xa ('H-, V) = Xaa {ciU -j- hv, Ctl + dv) . 

Der -wesentliclie Zweck^ zu welchem wir die Xa(^u^v) spaterMii 
brauclien werden, ist der^ dass wir (gerade wie oben bei den Xa selbst) 
Xa in eine Eeilie nach L"ste:ge:*;'Ien Poteiizeii von u und v entwickeln 
iind die dabei aiiftretenden Entwiekliingsco efficient en als Modulformen 
Stufe einfiibren -worieii. Die Glieder Dimension liefern beini ein- 
zelnen wie man sielit^ oc 1 Moduln, und nun ist sofort evident, 
dass dieselben eine lineare boniogene Substitution erfabren, wenn wir 
■u und linear transformieren. Auf eine derartige Substitution kommt 
also, abgeselien von einer Permutation der unteren Indices der Uber- 
gang von den Xa zu Xj binaus; wir werden im Sinne unserer spateren 
Entwicklungen den so cbarakterisierten IJbergang als irrelevant und 
demgemass die Xj von den nur als unwesentlieb verscbieden an- 
seben. Indem aber weiter ein gleicbzeitiger Zeicbenwecbsel von i] 
und it von (7) aus gleicbfalls auf kein wesentlicb neues X« flibrt, 
liaben wir als wicbtiges Resultat erbalten: Die Gesamtmlil ivesentlich 
verschiedener hei n == 4zh 3 aiiftretender Grossensysteme Xa ist sicker 
nieht grosser als die Anmhl amhiger Classen iirs^riinglicker Formen 
(P, Qy R) der Determinants D = — vermekrt um die JiaTbe Anmlil der 
nicM-anibigen Classen dieser Art 

Wir baben diesen Satz indirect formuliert, weil wir bier ja noch 
keineswegs baben beweisen konnen, dass die zu verscbiedenen Form- 
classen geborenden Grossensysteme X^ nun aucb tbatsaclilicli wesent- 
licb verscbieden sind. Jedenfalls aber bat der bilineare Process des 
§ 2 fiir die geraden jg wirklich zu einem endlicben, fiir die Einzel- 
werte n leicbt zu erscbopfenden Xreise von System en Xa hiiigefubrt. 
Untersuclien wir nun, ob abnlicbe Verhaltnisse aucb in den beiden 
Fallen ungerader ]g vorliegen! 


§ 5. Analytiscb© Barstellnngen der in den Fallen II, III aTiftreten* 
den JBa bez. Xa (m, r) ‘■*'). 

Der analytiscbe TeiPder eben bescbriebenen Untersucliungen iiber- 
tragt sicb auf die beiden Palle II und III des § 2 obne Mube» Man 

Cf. Hnrwitz 1. c. § 10 und 14. 

Klein-nricke, Modulfunctiouen, II, 
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kleide tier gleicli die in Kraft tretende Congruenz (5) p. 325 in die 

Gestalt i 

( 1 ) 

imd bemerke iibrigens Yorab, dass die Vermebrung you ^ nm p die 
Fmictionen Sa in keiner Weise modificiert, was man mit Hiilfe Yon (I) 
p, 264 am Aiisdruck (2) p. 324 der 18^ sofort verifieiert. Wir macben 
bieiYOii dahingehend Gebraucb, dass wir ci stets mod. 2 mit n con- 
gruent wablen: es ist also g[ ini Falle II eine ungerade^ hn Falle III 
aber eine gerade ZaJil Wir bebandeln nun beide Falle gesondert und 
beginnen mit: 

11. p=l (mod. 2), n = q = l (mod. 2). 


Hier tritt sowobl fiir wie die Formel (3) p. 277 in 

Kraft*, wir gebraucben als bezuglicbe Summationsbucbstaben und 
und benutzen und wieder in der Bedeutung (3) § 4. Die Zabler 
in den Exponenten von r in den Reiben fur X^\ X^^^a\-qn?. werden jetzt: 
(2) ill = {2m^ + 1)jp — ■ 22; = (2%, + — 2nql, 


und wir erhalten durcb leicbte Recbnung: 

w-f-l 

(3) 

py-n 

" mi, rn^ 


wobei sicb die Summe tiber 2 auf die Zablen 0, 1, • * -, p — 1 beziebt, 
wabrend und unabbangig von einander alle ganzen Zablen 
dureblaufen. 

Wir geben nun genau wie vorbin weiter und bemerken zunacbst, 
dass oflfenbar gerade einfacb das System aller ^mgeraden ganzen 
Zablen iq dureblauft. Mit gegebenem iq sind dann wieder 2 und 
fest bestimmt; wabrend 

M>2 ngiq 2p (ni^n — m^nq -[- — aj 


wird; die hier in der Klammer eingescblossene ganze Zabl, die wir 
wieder | nennen, bat dann bei stebendem tj nocb alle ganzen, der 
Bedingung | = — a (mod. n) gentigenden Zablwerte anzunebmen. Wir 
wollen also in (3), um es nocbmals zusammenzufassen, eintragen: 

(4) M^ = n, -34 = ‘‘^av + 2j)|, 


wobei die den | aufzuerlegenden Bedingungen sind: 
(5) ^ 1 (mod. 2), I = — a (mod. n). 
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Der erste Scliritt bei der daraufhin an der Formel (3) zii Toll- 
zielienden Umgestaltnng ist, dass wir mit Riicksiclit auf (1): 

(6) 52 + J/o- = . f (J, t/j 

setzeiiy -wo i]) eine abgekiirzte Bezeicbnnng ist ftir die binare 
cjuadratiscbe Form : 

(7) f (S, n) = + 2ng_lyi + y rf. 

Auf der andereu Seite unterziehen wir wieder u^, lu einer linea- 

ren Transformation, namlicb: 

und finden daraufbin: 

(9) = iqu — 

Endlieb ist aber bier nocb auf das Vorzeicben des einzelnen 
Gliedes der Summe (3) Riicksicbt zii nebmen. In diesem Betracbt 
folgern wir aus (2) imter Riicksicbt auf die Bedinguugen II leicbt: 

4" "ill) 31.2 = 2 (a “f* 4“ 4" 2; (mod. 4), 

wabrend man aus (4) berecbnet: 

4“ = 2| 4" 4~ 1; (mod. 4). 

Durcb Combination dieser beiden Congruenzen folgt also: 

(10) « + 5% + w ?2 = 1 + 2^, (mod. 2). 


Um die Ba wieder zu Functionen ( — Dimension von a, v, 

03 ^, CD 2 zu normieren, scbreiben wir jetzt: 

( 11 ) ■ (=Y) X- (m, V 1 , 0J2) . 

\ q J p yn 

Indem wir dann die in (6), (9) und (10) vorbereitete Recbnung zu- 
sammenfassen, IwMmt als endgiiltige ancilytisclie BciTStellung deT X«. und 
also mit-teTbar aucJi der Ba ini Falle II die folgende: 


( 12 ) 


-ZiiiO x* 

ty. 4 : 71 


0]u — lo 


wohei die Congruenseoi (5) als Summationsbedingmgen in Kraft treten. 
Diese Formel schliesst sich gestaltlich offeubar genau an die Formel (7) 
des vorigen Paragraphen an. 

Wir erledigen endlicli den Fall: 


III. p = l (mod. 2), w = 2 = 0 (mod. 2), 

wo die Formeln (3) p. 277 und (3) p. 287 neben einander zu verwenden 
sind. Hier ist zu setzen: 
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( 13 ) Jii = ( 2 m^ + l)i^ — - 3^2 = ~ 

worauf wir alsclami in iibliclier Weise den Ansatz erbalten: 


(14j 



©2 

Man sckreibe weiter: 


i)}'H 

7iirrd-4i42 

nil, 



(15) 3Ij^ = 7]j 2 J/g == + 2i)| 

und zeigt wie vorbin obne Miibe, dass wir gerade alle Glieder der 
Reibe (14) erbalten, wenn wir fiir tj alle, den Bedingungen (5) 
genngenden ganzzabligen Combinationen nebmen. Ans den beiden Ge- 
stalten (13) und (15) von 31^ zieht man leicbt nocb die Polgerung: 


A + Wi — + (mod. 2), 


wabrend die Gleicbungen (7) und (8) zur Definition der Form f und 
der Variabelen v fiir den voiiiegenden Fall unverandert bestehen 
bleiben sollen. Wenn wir endlicb nocb: 


(16) M) 4^5. • (t/A)^ ' = X.(.«, . 1 «,) 

F ' pyn 

setzen, so ist folgendes das Resnltat unserer Recbnung: Im P^alle III 
ist die endgilltige DarsMlting der Xa und somit auch der JBa gegehen durch: 


Xa{u, v) 




-1 7ti 


(yju—^v) 


'wdbei sicli die Summatmi mif alle^ den Bedingungen (5) genilgenden 
gan 0 m}iligen Comhinationen ri hedeliL 

An die jetzt beendete analytiscbe TJntersucbung scbliessen sicb 
nun wieder, wie in § 4, aritbmetiscbe Betracbtungen, welcbe zum Ziele 
baben, die Gesamtbeit der beim einzelnen % eintretenden Function en- 
systeme unserer Art zu umgrenzen. Diese XJntersucbung gestaltet sicb 
bier etwas umstandlicber, insofern sicb namlicb fiir die Falle II und 
III im Grunde die namlicben aritbmetiscben Complicationen einstellen^ 
denen wir seinerzeit beim Ubergang von der Transformation erster 
Stufe zu derjenigen boberer Stufen begegneten. Wir miissen dieser- 
balb scbrittweise vorwartsgeben und bandeln zuvorderst von den im 
Falle II und III eintretenden quadratiscben Formen und ibrer 

relativen Aquivalenz. 
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§ 6. Untersueliiiiig der in den Fallen II nnd III eintretenden qnadra- 
tisclien Formen yf) nnd ilirer relativen AqniTalenz. 

In den beiden Fallen II nnd III wurde die Geicbnng 

( 1 ) nq^ + 1 

zu Grunde gelegt^ so dass die binare quadratische Form: 

(2) fil n) = + ? ’j' 

vor alien Dingen stets gammhlig ist; denn fiir II , wo n ungerade ist, 
wurde ja ancli q ungerade gewablt, so dass s durch 2 teilbar ist. Der 
mittlere Coefficient von f ist gegenwartig eine gerade ZaM; man 
konnte demnacb die Theorie der qnadratiscben Formen {a, b, c) in der 
Ganss'sclien Gestalt in Anwendung bringen, wo dann f die Deter- 
minante D = — n aufweisen wurde. Inzwiscben ist es der Gleicb- 
massigkeit balber erwiinsebtj bei den Formen (P, Q, B) zn verbleiben, 
so dass die Form /(§, iq) eine solclie der JDeterminante I) = — An tvird. 

Da p ungerade und zufolge (1) relativ prim gegen n und q ist^ 
so ist die Form (2) entweder ursprlinglicb oder sie bat den Toiler 2, 
je nacbdem ns das Doppelte einer ungeraden Zabl oder durcb 4 teil- 
bar ist. Im Falle II ist s mod, 4 mit (n + 1) congruent; es folgt 
also im speciellen: Im Falle der ungeraden n ist /(I, ri) ursprilnglic'h 
Oder vom Teiler 2, je nacMem n mod. 4 mit 1 oder 3 congruent ist. 
Da weiter s fiir III ungerade ist, so ivird im Falle der geraden n die 
Form (2) ursprilnglich oder vom Teiler 2 sein^ je nachdem n mod. 4 mit 
2 oder 0 congment ist. Natiirlicb geben die Formen vom Teiler 2 
durcb 2 geboben allemal urspriinglicbe Formen der Determinante 
D = — 01. 

Hiernacbst bandeln wir von der relativen Aquivalenz der Formen (2) 
und geben etwa durcb Ausiibung der Substitution: 

(3) (F) + 7}'=c^ + d7i 

zur aquivalenten Form f mit den Zablen p, q\ s' und iibrigens von 
der Gestalt (2) iiber. Es ist alsdann, ausffibrlicb gescbrieben: 

{2p = 2p(B + 2nqae + y 


( 4 ) 


ng == 2pab + nq(ad-\-bc) + y cd, 
^ == 2pb^ + 2nqbd + w 

k 5s * 


und es gilt jetzt, gerade wie im Falle I des § 4 (p. 336), die zum Be- 
steben dieser drei Gleicbungen notwendigen Bedingungen fiir die Substi- 
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tution F zu eutwicteln. Eierbei mussen wir auf unsere Fallunter- 
sebeidung zuruckkommen und setzen erstlick wieder: 

11. jP = 1 (mod. 2), n = q = l (mod. 2). 

Da p' prim gegen n sein soil, so muss das Gleicke von der Zakl a 
gelten, und somit verlangt die zweite Gleichnng (4), dass 6 = 0 (mod. n) 
sei. Dies ist aber im allgemeinen noeh nicbt binreiehend. Damit 
namlicb pi' ungerade wird, ist mit Rilcksicht auf die offenbar be- 
stebende Congruenz s = p (w + 1) (mod. 8), erforderlicb und bin- 
reicbend, dass 

(5) 2a" + 2ae + c" = 2, (mod. 4) 

erfullt ist. Ist nun w = 8^ + 3; so besteht (5) fur den ersten und 
dritten Coefficienten e jeder Substitution F; ist jedocb n = 47i + 1 
Oder 8h + 7, so muss, wie man leicht siebt, c eine gerade ZaH sein. 
Hiermit werden clann zugleich auch die zweite und dritte Gleicbung (4) 
in richtiger Weise erfiillt. Durch c = 0 (mod. 2) ist aber eine wobl- 
bekannte Congruenzgruppe fg zweiter Stufe cliarakterisiert, welche 
mit der durch & = 0 (mod. n) bestimmten r^(„) eine Uutergrnppe 
Tsxycn) gemein hat. Wir haben demnach das Resultat: Fur n = 8/?^+ 3 
Ulden die Siilstifiitionen F, ^veJcJle die relative Aquivalem von f %md f 
vermiUeln, die durch 1 = 0 (mod. n) definierte r^(„) der Stufe; fiir 
n = 4Je, -j- 1 Oder n — 8h 1 dagegen Ulden diese Substitutionen V 
die durch b = 0 {mod. n), c = 0 {mod. 2) bemchnete f^Tp^n) der 
Stufe. 

Ein wenig umstandlicher gestaltet sich die Erledigung des Falles 
III. i}=l(mod.2), ^^ = g = 0 (mod. 2). 

Man benenne hier durch v diejenigen unter den Substitutionen F, 
welche gerades c haben und bestimme’ zuvorderst die von den v ge- 
bildete Untergruppe. Wir sagen gleich, dass diese Untergruppe durch: 

(6) 2b = 0 (mod. c=~ (mod. 4) 

vollstandig definiert sei. Da namlich zufolge der beiden letzten Con- 
gruenzen c gerade und 2b Vielfaches von n ist, so ist a als erster 
Coefficient der Modulsubstitution F prim gegen n] eben deshalb wird 
alsdann zufolge der ersten Gleicbung (4) mit p auch p' prim gegen 
n sein. TJberdies hat noch die zweite Congruenz (6) zur Folge, dass 
(/ eine gerade Zahl ist; unsere Congruenzen sind also jedenfalls aus- 
reichend. Umgekehrt zeigt man aber auch leicht die Notwendigkeit 
der Congruenzen (6) fur die gesuchten v. — Durch (6) ist nun, allgemein 
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zu redeii, eiiie Congruenzgruppe Stufe definiertj und es reducieren 
sicli die Substitutionen v mod. 2)i auf die Typeu: 

/ n \ . 


CO 




2e-\-4f, a-^ a 


'—1 ne^ 


(mod. 2n)] 


Merbei bat a eiu System incongruenter; gegeii 2n primer Zablen zu 
durcblaufen^ e aber ein voiles Restsystem mod. 4 und f ein ebensolclies 

mod. Die Gesamtzabl mod. 2n unterscbiedener (homogener) Sub- 

stitutionen v ist dieserbalb 2ncp(2n)j so dass der Index der Unter- 
gruppe der v: 

2nq)(2n)ip(2n) : 2nq)(2n) = 'il^(2n) — 2f(n) 
wird: Die Untergnq^pe der jeM in BetracM Jcommenden Stistitutionen (S) 
mit c = 0 {mod, 2 ) ist demgemdss erne 

Giebt es noch weitere Substitutionen V, welcbe unserem Probleme 
geniigen, so mogen wir erstlicb diejenigen unter ibnen berausgreifeu;, 
welcbe gerades d und also ungerade c baben; diese Substitutionen 
nennen wir Da 6 und iibrigens p, s und s' ungerade sind, so liefert 

die dritte Gleicbung (4), mod. 4 reduciert, y = SubsUMionen 

Mnnen demnach nur eintreten, ivenn n von der Gestalt = 872^ + 4 isL 
Als notwendige und ausreicbende Bedingungen fur folgert man 
dann weiter: 

( 8 ) a = 0 (mod. 2), a + ^ = 0 (mod. 4), b = 0 (mod. — ) , 

was man im einzelnen leicbt bestatigen wird. Die Substitutionen % 
baben also die Gestalt: 


(9) 




4^ — 2e/ 


(mod. n), 


womit aucb evident ist, dass tbatsacblicb fiir = 8 / 2 - -f- 4 Substitu- 
tionen dieser Art vorkommen. Die Anzabl der braucben wir gar 
nicbt abzuzablen; da namlicb im gegenwartigen Dalle n 8h + 4 
offenbar v^ = T, v = l (mod. 2) ist, so werden irgend zwei Substitu- 
tionen Vi combiniert ein Vj irgend ein v-^ mit einem v zusammen aber 
wieder eine Substitution geben. Dieses aber beisst: Idie % und v 
Biisammen bilden eine Untergnippe r^(w)? i'^ welcher die r^'ipin) der Siih^ 
stiUitionen v eine ausge^eiclinete Untergruppe des Index 2 is}. 

Nun konnten letzten Endes nocb Substitutionen F vorkommen, 
flir welcbe sowolil c als d nngerade Zablen sind; diese Substitutionen 
wollen wir V 2 nennen. Dividiert man die mit 2 multiplicierte zweite 
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CTleicliiiiig (4) diircli so wird evident, dass •(4a& ; 5^) eine ungerade 
Zalil ist Da nun eine der Zalilen a, h im vorliegenden Falie gerade 
sein muss, so Ifonnen Suhstitutionen % diirch 8 teilbaren n 

eintreten, Xelimen wir aber diese Bedingung erfiillt an, so liefert die 
erste Gleicbnng (4) die Bedingung a = l (mod. 2), imd wir finden 
dnrcli mulielose Portsetziing der Betrachtung als notwendige und zu- 
reicliende Bedingiingen filr 

(10) a = 1 (mod. 2), 21) = ^ (mod. c = & — “ (mod. 4) . 

Wir unterlassen, die ansfiilirliclie Gestalt von binzuscbreiben, be- 
merken aber, dass gegenwMig: 

( 11 ) ^’^=( 1 ;?)^ 

ist. Das liier filr die v^, v zu Tage tretende Resnltat stimmt also auf 
Grand bekannter Satze iiber die Congruenzgrappen zweiter Stufe mit 
dem im vorigen Falle gewonnenen Satze genau iiberein. W% formu- 
lieren dasselbe demnacli niclit besonders, geben vielmelir gleich folgen- 
den zusammenfassenden ScHusssatz : 

Die SiibsUtutionen F, tveJcJie im Falle III eines geraden n die 
relative Aqakalem der Formen /’(I, ri) lierstellen, lilden die durcJi (6) 
definierte r 2 yj(n), foils n das Doppelte einer linger aden Zalil ist; sie bilden 
die der diircli (6) defnierten v und der diircli (8) defnierten 
falls n diircli 4, aber niclit durch 8 teilbar ist; sie bilden endlich die 
^^P(n) der durch (6) defmierten v im Verein mit den durch (10) defmier- 
ten falls n durch 8 teilbar ist. In den beiden letsten Fallen bilden 
die in fipin) entlialtenen SiibsUtutionen v eine r 2 -ip{n )7 welclie innerhalb 
Hirer r^{n) eine ausgemchnete Untergruppe des Index 2 ist — 

ScMiesslicli bleibt uns in der vorliegenden arithmetischen Zwiscben- 
betracbtung nnr nocb nacbzuweisen iibrig, dass auch in jeder Form- 
classCj die nach den Am An fang des Paragraplien formulierten Sdtmn in 
JBetraclit Icommt, Formen /(I, i]) der Gestalt (2) sich finden, Ancli diese 
Untersnchiing gestaltet sich hier etwas umstandliclier, als die ent- 
spreehende des § 4, da bei den eben bestimmten Gruppen neben dem 
Zahlmodnl n immer noch der Zahlmodul 2 bez. 4 besonders auftritt. 
Stets gelingt es ubrigens, mit Hulfe des auch im Falle I benutzten 
Satzes znm Ziele zu kommen, dass sich namlich aus einer ursprilng- 
lichen Classe- immer eine solche Form auswahlen lasst, deren erster Coef- 
ficient prim gegen 2n ist. 

Zunachst erledigen sich leicht die Falle = 0, 3 (mod. 4), da 
bier die Formclassen vom Teller 2 in Betracht kommen, welche durch 
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2 gelioben iirspriingliclie Formen der DeterminaBte — n geben. Aus 
der einzelnen Classe derartiger Formen walile man sicli zuiiaclist eiue 
solclie specielle Form, deren erster Coefficient P==j} prim gegeri 2i^ 
ist. Der zweite Coefficient Q ist alsdann mod. 2 offenbar mit n con- 
griient; wendet man also S^' an, so lasst sicb v so bestimmen, dass 
Q' == 2vp -j- ^ = 0 (mod. oder (mod. n) 

zutrifft, je nacbdem n gerade oder ungerade ist. Selireiben wir daraiif- 
liin Q' ==nqj so wird q = (mod. 2). Nun liat dock unsere so er- 
baltene Form (p, nq^ R) die Determinante so dass 

— 4pP = — n 

ist und also n in 4i2 aufgeht. Benennen wir den Quotienten von 4J? 
iiud n diirch s, so ist in (p, nq^ thatsaclilicli eine Form erreicM, 

die mit 2 multipliciert die Gestalt (2) ergiebt. 

Ist n = 1 (mod, 4), so baben wir mit den ursprunglichen Classen 
der Determinante — 4?^ zu tbun. Der einzelnen solchen entnelimen 
wir zuvorderst eine Form (P, Q, R), deren dritter Coefficient R prim 
gegen 2n ist. Es lasst sick dann eine aquivalente Form finden, mit 
demselben P, deren mittlerer Coefficient Q' = Q 2vR durck ge- 
eignete Wahl des v offenbar prim gegen n gemackt werden kann. 
Q' wird gerade sein; sollte diese Zakl aber durck 4 teilbar sein, so 
nekmen wir die eben gemeinte Zakl v um n grosser, worauf Q' das 
Doppelte einer ungeraden gegen n primen Zakl ist. Zufolge der 
Gleickung 

(12) — 4P'P = — '4n 

ist mit Q' aiick P' prim gegen n] reducieren wir aber diese Gleickung 
mod. 16, so kommt; 

4 — 4P'P = — 4 (mod. 16), 

P'P = 2 = P' (mod. 4), 

so dass P' das Doppelte einer ungeraden, gegen n primen Zakl p ist, 
Jetzt geke man nock von (2p, Q\ R) zur Form: 

{2p, Avp + Q', H') 

liber und wird durck geeignete Bestimmung des v sofort eine Form 
der Gestalt (2) erreickt haben. 

Es bleibt allein nock der Fall n = 4/^ + 2 mit den ursprung- 
lichen Classen der Determinante — An. Indem wir genau wie soeben 
yerfakren, waklen wir aus der einzelnen Classe zuYorderst eine Form 
mit einem gegen 2n primen P. Es giebt alsdann eine aquivalente 
Form mit dem gleichen P und + 2?/P, wobei wir xnukelos 
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V so bestimmeii konnen^ dass Q' prim gegen y aber durcli 4 teilbar 
ist. Die jetzt wieder giiltige Gleiclmng (12) reduciere man mod. 16 
und wcl findenj dass P' das Doppelte einer nngeraden gegen y primen 

Zalil isi Yon bier aus gelangt man nun obne weiteres in gewolinter 
Art zum ScHusse. — 

§. 7. Von der Mannigfaltigkeit der im Palle II anftretenden 
I'unetionssysteme Xa(UjV). 


Die Satze des vorigen Paragrapben warden wir jetzt benutzen, 
um in den Fallen II und III beim einzelnen n die Gesamtmannig- 
faltigkeit der Funetionssysteme X« in ahnlicber Weise zu cbarakteri- 
sieren, wie dies schon oben fiir den Pall I gescbab. Wir verfabren dabei 
genau so, wie in § 4 beim Falle I, d. b. wir transformieren simultan 
die Summationsbucbstaben und die Variabeln u, v in einem ersten 
Xe- System vermbge einer jetzt in Betracbt kommenden Substitution 
F (fiir welcbe wir die bisberige Bezeicbnungsweise beibebalten) ; indem 
wir die in den Summationsbedingungen mit transformieren, wird 
wieder am Werte des X^ nicbts geandert; daraufbin seben wir nacb, 
ob die neue Gestalt der Xa vielleicbt wieder unmittelbar zu den X^' 
der transformierten Form f (|, = /’(!'? ^0 binfuhrt oder nicbt. 

Urn zuvbrderst vom Falle II zu bandeln, so bildeten da die Sub- 
stitutionen V im allgemeinen die durcb 6 = 0 (mod. w), c = 0 (mod. 2) 
definierte Nur im Falle = 87i + 3 stellte die erst den 

dritten Teil aller F, da die F jetzt mod. 2 keinen Einschrankungen 
unterliegen. Die fg der zweiten Stufe mit c = 0 (mod. 2) besitzt nun 
ein Polygon Pg, welcbes in Fig. 71, I p. 289, dargestellt ist; ein zu- 
geboriges Eeprasentantensystem bestebt aus den Substitutionen: 


Va = l, Vi = (^’ , v^ = (mod. 2). 

1st == 8/?- + 3, so baben wir dieserbalb neben den Substitutionen F 
der nocb zwei weitere Classen von Substitutionen F^, Fg auszu- 
iiben, die durcb die Bedingungen definiert sind: 

I (Fj) 6 = 0 (mod. n), c = 1, d = 0 (mod. 2), 

{(Fg) 6 = 0 (mod. c = l, d=l (mod. 2). 

Man scbreibe nun gerade wie in (14) p. 336." 


( 1 ) 




4:71 


Q(-^h 






• aa (mod. w), ti =1 (mod. 2). 
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Gelit man zii den iirsprunglichen 7] ziiriicli mid beaclitet^ dass & 
diircli n teilbar^ a also prim gegen n ist, so folgt: 


( 2 ) 


COo 


2(- 




(3) I = — a (mod. n), -j- dfj = 1 (mod. 2). 

1st nuBmehr V erstlich eine Substitution der f^w, so ist: 
-j- di] = = 12 = 1 ? + 6)2 = I + ^ (mod. 2)j 


und also ftilirt der Yergleicli mit (12) und (5) § 5 hier direct auf: 
Xa (tl, v) = ( (^^^^^ + 6 ^^ cu + dv), 


so dass die mi den beiden Formen f' geJiJ^yijcn Xa-Systeme wicder nur 
iimvesentliclh verscMeden smd^'). 

Es bleibt uns jetzt zweitens allein nocli die Discussion der im Falle 
}i = 872- + 3 zur Geltung kommenden Substitutionen Fg der r^(«). 
Wenden wir aber eine dieser Substitutionen an, so zeigt die reclite 
Seite Ton (2) unter Rticksiclit auf die zugehorigen Summationsbe- 
dingungen niclit die Gestalt der X^, so dass nunmehr die X^ der Form 
f' niclit auf diejenigen der Form f zuriickkommen. Wir werden bier 
vielmebr (den Bedingungen (1) der Substitution F^ entsprecbend) noch 
die Functionen X^^ der Form f durcli: 


/(=,>/) ni 


X^u Ob — ^ ^ ^ ( — l)'^r 


(iyu — g-a) 


(5) 

I I = — a (mod. n ) , | = 1 (mod, 2) 

definieren, andrerseits aber die Functionen X^^ (den Bedingungen (1) 
der Substitution F 2 entsprecbend) durcb: 


( 6 ) 




(m, ^;) = ^ >' (- ly r 

^ V 

I = — a (mod. n)j | + 72 = 1 (mod. 2). 


Dann aber ist es eine ganz einfacbe Betracbtungj weicbe uns fiir F^ 
zu der Formel: 


(7) Xaa(u',v') = {-iyx'^\u,v) 
fiihrt, fiir Fg aber zu: 

(8) (u', v') = (- 1)^ X'® (m, v) . 

Die beiden durcb (5) und (6) definierten Grossenreiben stellen 
natilrlicb keineswegs neue Punctionssjsteme darj sie sind vielmebr, 


Vgl. die beziiglicbe tJberlegung p. 337.- 
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was cben durcli (7) uucl (8) ziim Ausdruck kommt, Functionen 
gebildet fiir gewisse mit f aquivalente Formenj .nnd werden demnacli 
selbstverstandiicli aucli als Functionen von £ 0 ^, g).^ das gruppentlieo- 
retisclie Yerlialten der X* teilen. Aber nm im Falle ?^ = 8/^ + 3 alle 
wesentlicb unterscMeclenen Xc,-Systeme zu erlangen^ geniigt es jetzt nicbt 
mehij jeder Glasse eine eimelne Form za entnebmen imd fiir sie die 
Xa zu bilden: ■vielmeJir werden wir entiveder die \a fdr drei Formen 
f, f\ f mt bilden lidben^ die ivolil bemglich V^{n)y 'yiicht aber selion he- 
dlglich r clqiiivalent sein sdllen, oder aber ivir bilden fiir die eine 
Form f neben den X^ aucli nocli die beiden Functionssysteme X^ ^ , X^a ^ 
wie sie in (5) mid (6) deftniert sind. 

Einzig der Fall n = 3 spielt bier eine leicbt erkennbare Aus- 
nabmerolle. Es giebt nanilicb nur eine Glasse von Formen ri) 

der Determinante D = — 3 und die zugeborigen reprasentierenden 
Punkte der positiven oj-Halbebene sind die mit £o == ^ aquivalenten 
Ecken (cf. I p. 250). Jetzt wird tj) durcb drei Substitutionen 
3 = 1 in sieb transformiert, die mod. 2 reduciert auf 



fiihren (cf. I p. 281). Von diesen drei Substitutionen gebort nur eine, 
namlicb der Vzxp an, so dass der Zusatz von F^ und F^^ zu 

fa ^ die Vyj berstellen v^ird. Die drei quadratiscJien Formen /*, f\ f' 
des im wrigen AbsaUe formulierten Besultates und also aucli die drei 
mgelibrigen Xa-Systeme iverden demnacli fiir n = Z identiscli ausf alien. 

Da im analytiscben Ausdruck eines einzelnen jetzt in Rede steben- 
den Xa neben rj immer aucb die Combination zu nebmen 

ist, so erledigt sicb die uneigentliclie Aquivalenz der Formen sofort. 

Setzen wir namlicb 

f = —2nq, 

und nennen die zugeborige Grosse (12) p. 339 wieder X/, so ist 
offenbar: 

(9) XV (w, v) = Xcc d). 

Wenn wir biernaeb alles Bisberige zusammenfassen, so entspringt 
das folgende, wiederum indirect zu formulierende Scblussresultat: Die 
Anmlil wesentUcli unterscJiiedener Xa-Systeme bei tmgeraden n und p ist 
nicM grosser als die Anmlil ambiger vermelirt um die lialbe Anmlil 
nicM-ambiger ursprungliclier Formclassen der Determinante D = — 4:n 
Oder D = — je naclidem ^^ = 4A + 1 <^der 4/i + 3 ist; allein im 

Falle n = 8h 3 mit hy 0 ist diese Zalil zu verdreifaclien, um die 

obere Grenze fiir die Anzalil der untm'scliiedenen Xa-Systeme zu geivinnen. 
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§ 8. Von der Mannigfaltigkeit der im FaEe III anftretenden 

Piinetionssysteme Xa(u^ r). 

In ganz anaioger Weise erledigen wir endlieli den allein nocli 
riickstandigen Fall der zii den geraden Zahleii n geliorenden Xa-Sjsteme. 
Wir bilden iins wieder die zu der Form /(|j ->]) geliorenden sowie 
andrerseits die X/, Trelclie zu der mit f aquivalenten Form f gehoren. 
Durcli eine den frulieren Fallen analoge Reclinung^ die wir wolil nicFt 
ins einzelne vorzufiiliren brauehen^ gewinnen wir von ( 17 ) p. 340 aus: 


(1) x.(2e>0=- — 


n 


cl -f - >/ — 1 /' (I, ?;) ^ 

2 4» ^oJa 


{nu-g>:) 


mit den Summationsbedingungen: 

(2) ^ (mod. n), dri = 1 (mod. 2). 

Nun gebore erstlich die Substitution V der in § 6 bestimmten 
an, so ist vor alien Dingen c eine gerade Zalil, und man stellt 
daraufliin mit Rucbsicbt auf (6) p. 342 millielos die Congruenzen fest: 


dg = 7] = 1 (mod. 2), 
I = — da — 1) (mod. n), 
sowie demnachst die weiteren Congruenzen: 


21 = 2da + 26 = 2(a + (mod. 4), 

c| + doj - 1 = . 2| + (cZ - 1) + - 1 

C ^ -f- dn] 1 rzr: C {cc -f- 6) -[- (d 1) 7] 1 

Fur den Fall, dass V in r 2 yj entJialten ist, hestelit demnach einfacli die 
Melation: 


(mod. 4). 


(3) Xa{u,v) = ( — 1 ) 2 ''’ + “''^ 2 j ( m , 

1st n das Vierfache einer ungeraden Zalil, so entlialt die erst 
die Halfte aller Substitutionen V, und bier baben wir welter nocb 
diejenigen V zu prufen, welcbe durcb die Bedingung (8) p. 343 de- 
finiert sind. Nunmebr liefert die zweite Congrueiiz (2) 

1 = 1 (mod. 2), 

die erste Congruenz (2). dagegen ist, da a nur nocb prim gegen 
ist, in die zwei Congruenzen zu zerlegen 

I = — da ^mod. a) (mod. 4). 

Mit ibrer Hiilfe ergiebt sicb gleieb weiter: 
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+ (7?] — 1 = I \e — 1) 4- (I — 1) + Jc {a + a) 

^ (Ijj — 1 = (I — 1) -j- cda 

Bei dieser SacUage sind wir genotigt-, die naclifplgende neue Eeilieii- 
entwicHiing einzufillireii: 

[ (mj ^•) = 

(■i) 

||= — c£ 1= 1 (mod.2), i]=ci (mod. 4). 

Alsdann wird namlicli zufolge der Yorausgeschickten Rechnnngen : 

(5) X« (u', v) = (— 1)~ ■ 2 (tt, v) , 

'wobei der mod. n zu nehmende Index ^ sich aus den Congruenzen 
bestimmt: 

(6) ^ = da (mod. ^ = c (a -{- a) (mod. 4). 

Merken wir nns also das Resultat: Tim fur n = 8/^ + 4 alle unter- 
sclhiedenen Xa-Systeme mi m'lidlten, entnehme man entweder der ein^elnen 
Formclasse mvei hemlglicli der T^{n)y nicht sclion hemlglich V^ 2 ^{n) 
dqtdmlente Formen f, f und hilde die beiden migeJidrigen Xa-Systeme 
Oder man bilde fiir die eimelne Form, etwa f, neben dm Xa auch noch 
die Functionen 

Endlicli umfasst bei alien durch 8 teilbaren n die wieder nur 
die Halfte aller Substitutionen V, und es gilt bier noch, die Wirkiing 
der durch (10) p. 344 definierten V zu prufen. Hier ist unter den 
vier Zahlen a, b, c, d nur die zweite gerade, so dass die Bedingungen 
(2) nunmehr: 

^ = a, 71 = 1 — a (mod. 2) 

liefern. Wir schreiben daraufhin vor alien Dingen die zweite Com 
gruenz (10) p. 344 genauer in der Gestalt: 

b = E~ (mod. n), 

wo also £ entweder + 1 o^er — 1 ist. Die erste Bedingimg (2) 
giebt nun: 

a^ a ^ 7} = — a (mod. n), 

wahrend man andrerseits mod. 4 leicht die nachfolgenden Congruenzen 
bestatigen wird : 

+ d7] — l = ae {brj — a) + (^7 — 1) — 1 

= — aca + abc (1 — a) + (d — 1) (1 _ a) + — 1 

= — a (ac 4“ 1) + (2d — a — 1) (1 — o:) -I- ('^] — 1 -|“ «^)- 




i) 


2 


/ n) 711 


4» 




— gv) 


(mod. 4). 
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Man fiihre jetzt fiir den vorliegenden Fall die neue Reilieiieiit"^ickiunQ: ein: 


( 7 ) 




fiu.v) 




•IXiX. ^ ^ 


(ru — |ii) 


+ £ • = — cc (mod. n)y ir] = l — a (mod. 2). 


Es konnte sckeinenj dass liiermit zwei verscliiedene Grossensjsteine 
eingefiilirt sind, den beiden Werten s — 1 und e == — - 1 entsprechend. 

Dies ist aber keineswegs der Fall: denn man bestatigt sofort: 


( 8 ) 


Xi (Uj v) — X^V Ob ? id z= (a — 1) Y 4“ ^ (mod. n). 

Von (1) und (2) aus erbalt man nunmebr mit Hillfe der Yorausgebend 
entwickelten Congruenzen: 

(9) = 

wobei sicli der mod. n zu nehmende untere Index /3, sowie der Zahl- 
wert Yon s aus den Congruenzen bestimmt: 

46 




( 10 ) 


= DC (mod. ae 


(mod. 4). 


Bemglich der Erlangimg aller Xa-8ystenie lei n — ih gilt demnach Wort 
fiir Wort dieselbe Vorschrift ivie lei n = 8& + 4. 

Die Betraclitung der uneigentlicben Aquivalenz der Formen f fiibrt 
uns zu ganz analogen Verbaltnissen.^ wie in den FMlen I und 11. Wir 
braucben bierauf demnacb nicbt ausfiibrlicb einzugeben, formulieren 
vielmebr gleicb folgendes abscbliessende Resultat: Ist n das Boppelte 
einer ungeraden ZaJil, so ist die Anmlil wesentUch imterschiedener Xa- 
Sgsteme Mchstens gleidi der Anmhl amliger urspiingliclier Formclassen 
der Beterminante D = — An, vermelirt um die Iialbe Anmhl nicht-amhiger 
Classen dieser Art; liaben wir dagegen ein dnrch 4 teilhares n, so ist die 
Zahl der Xa-Systeme liochstens gleich der Anmhl nicht- amliger ursprung- 
licher Classen der Beterminante B = — n, vermehrt um die doppelte An- 
mhl der amligen Classen dieser Art. — 

Hiermit baben wir fur alle Falle die Leistungsfaliigkeit der Bi- 
linearproeesse des § 2 erscbopfend cbarakterisiert. 


§ 9. Von den Modulformen Stufe ka, 0a, pa, oOa, . . die aus 
den allgemeinen Xa {u, v) entspringen *). 

Es lassen sicb die Functionen Xa(u,v), wie wir scbon andeuteten, 
ftir die Zwecke der engeren Tbeorie der Modulformen in derselben 


Die nacMolgenden EntwicMungen riiiiren vom Herausgeber her; das 
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Weise verwendeiij wie die Xc,(w) im Yorigen Kapitel. Man entwickele 
Xg('Hj i') in eine Eeiiie nacli ansteigenden Potenzen Yon u und v und 
greife aus alien den Y^echselnden Werten von a entspreclienden; 
Keilien die Coefficienten eines einzelnen Gliedes, etwa anf. Diese 

werden ein System von Modulformen der Dimension 

(1) -F = — 1 — I — ^ 

bildenj deren gruppentlieoretisclies Verlialten sich wieder immittelbar 
aus demjenigen der X« ableiten lasst. 

Um dies naher zn untersucben, verabreden wir fiir die Poteiiz- 
entwicMung Yon X^ die naclifolgende Bezeicbnungs weise: 

(2) v) = ka + + y 'ifa + 'jla UV + 

+ "f • 

Man bemerke vor allem, dass wir bierbei in Yoller tjbereinstim- 
miing mit der im Yorangegangenen Kapitel gebrauchten Bezeichnungs- 
weise geblieben sind. Erstlich ist namiicb nicbts anderes als die 
urspriingliclie (^-Function; so dass abgeseben Yon etwaigen Nor- 

mierungsfactoren, das Product: 

+ • * •) -f- * * *) 

Yorstellt, dessen Entwicklung unter GebraucK der im vorigen Kapitel 
gemeinten ... zu: 

(3) X^i’ % + ^cc th ih + Y ^ 

fubri Wir unterlassen, Her aucb nocb die Substitution (8) p. 339 
durcbzufubrenj Yermoge deren wir oben die v einfiihrten’, denn es 
ist sclion jetzt deutlicb, dass in (3) wie in (2) die Coefficienten der 
linearen Glieder durch diejenigen der quadratiscben Glieder durcb. 
y etc. bezeicbnet sind. Ein you v unabbangiges Glied tritt in (3) 
nicbt auf; jedocb fallt es, wie wir nocb seben werden, keineswegs 
bei alien X^’”^ fort. So oft aber ein Absolutglied auftritt, stellt das- 
selbe eine Modulform ( — 1)*®^ Dimension Yor*, wir baben dieserbalb 
in (2) fiir dieses Glied dieselbe Bezeicbnung ka gebraucbt, die wir aucb 
scbon in § 3, p. 329, fiir Moduln der Dimension — 1 anwendeten. 

Die Grossen Xa rubricieren sicb, insofern sie im wesentlicben die 
zu p = 1 geborenden Functionen X^^^ sind, unter die Palle II und 

Gleicbe gilt ubrigens von den arithnietiscben Untersuchungen des § 6, welcbe 
sick fiir eine ersckopfende Ableitnng der Satze in § 7 nnd 8 als erforderlicli er- 
wiesen. 
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III der Toraiifgeliendeii Entwieklungen. Als zugeiiorige binare qiiadra- 
tiscbe Form f liat man naeli (2) § 6 ziinaeiist bei tingeradem n: 

WO q ungerade ist. Hier kann man aber sogleiek zn einer acfaiYalenten 
Form mit q=l libergelien, so dass sicli als die fur die Modiiln ya^ etc. 
des vorigen Kapifds im Sinne der jetdigen Auffassimg charalderisfisclie 
quadrafisclie Form: . 

(4) 0 = 2r + 2nlr, + 

ergiebt; filr geracle n reilit sich in derselben Bedeutung die Form an: 

(5) = + 

Beziiglicb. der Anzalil untersciiiedener Moduli! des einzelnen Systems 
treffen wir allgemein gerade die namlichen Verbaltnisse an^ die filr 
die speciellen aus dem vorigen Kapitel bekannt sind. Durcli 

einen Blick auf die analytischen Darstellungen der in den drei 
immer untersebiedenen Ffflen bestatigt man namlicb: 

Es treten demgemass hier gerade wieder jene Reductionen ein, welche 
wir seinerzeit darch die Formeln (13) etc. p. 267 eharakterisierten. 

Ist also n ungerade, so hahen tvir Systems m je Moduln ka, su 

je Moduln %ja etc., dagegen Systeme von Grossen Xa etc.; 
dabei sind jene Moduln immer von ungerader, diese von gerader Di- 
mension. Ist n gerade, so lialen tmr Systeme von Moduln Aa, ya 

etc., dagegen Systeme von Grossen 0a etc. 

Die lineare Substitutionsgruppe, zu welcher ein einzelnes unserer 
Modulsysteme Anlass giebt, wird bei dieser Sachlage immer wieder 
eine der vier Gestalten darbieten^ welche wir im Schlussparagrapheii 
des vorigen Kapitels kennen lernten (p. 313); dabei werden freilich die 
Substitutionen S und T aus den damals angegebenen Gleichungen jetzt 
dadurch herzustellen sein, dass wir, allgemein zu reden, s dureh ^ 
ersetzen. Im Falle II sind die Moduln des einzelnen Systems ubrigens 
vorher erst noch durch eine geeignete Potenz von |/A zu Grossen 
Stufe zu normieren, woriiber im nachsten Paragraphen das Nahere 
angegeben wird. 

Wir fiigen hier endlich iiber den algebraischen Charakter der ge- 
wonnenen Modulformen noch folgende, fiir spatere Untersuchungen 
fundamentale IJberlegung an: Die Reihenentwicklung, welche ein ein- 

Klein-I'ricke, Modulfunctionen, II. 23 
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zelnes clarstellt^ war Bis auf multiplicatiYe Constante eine ganze 
binare Yerbindung you -O’-Reilien; als solcbe wird die einzelne X^^-Ent- 
wicklong ftir alle im „Iiinern" der Halbebene gelegenen Perioden- 
quotienten unbedingt convergent sein. Die einzelne unserer 

ModnlfornLen kann Mernach im ,,Innern^' des Polygons Stnfe nicbt 
nnstetig warden. Andrerseits werden wir gleicb seben, dass die Eeihen- 
entwicklnngen nnserer Modnln nacb r Potenzen mit negativen Ex- 
poiienten ilberall nicbt aofweisen. Demgemass wird ancb in der 
Poljgonspitze m = ico ein Unstetigkeitspunkt fiir keine der in Rede 
stebenden Modulformen sicb finden konnen^ ein Satz^ den man sofort 
ancb fur die iibrigen Polygonspitzen formuliert, da sicb ja die Modnln 
des einzelnen Systems bei Ansiibung irgend welcber Modulsnbstitutio- 
nen stets linear reprodncieren. Wir treffen bier also auf die gleicben 
Verbaltnisse, wie seinerzeit bei den Teilwerten nnd nnd da 

iibrigens der Cbarakter der 0 a etc. als cdgehraischer Modulformen 
ans dem Bisberigen unmittelbar evident ist^ so gewinnen wir das Re- 
snltat: Die Modnln Aa, 0 a, ya otc. sind ohne Ausnahne gan0e alge- 
hmiscJie Modulformen. Die grosse Tragweite dieses Satzes bei unseren 
spateren ausftibiiicben Untersucbungen der Grossen Aa, 0a, • . . wird 
man sofort ermessen. 


§ 10. BGikenentwicklnngen fiir die Modulformen Aa, 0a, ya etc. 

im FaUe I. 


Um ansfubrlicbe analytiscbe Darstellungen der Modulformen Aa 
etc. zu erbalteu; wird man die Entwicklnngen der Xa(«^j v) nacb an- 
steigenden Potenzen von n und v wirklicb berstellen mtissen. Dabei 
ist die Exponentialreibe zweimal anzuwenden^ so z. B. bei (7) p. 335 
erstlicb fiir den Exponentialfactor vor dem Summenzeicben, sodann 
aber fiir die von n nnd v abbangende Exponentialgrosse nnter dem 
Summenzeicben. Wir illnstrieren diese Recbnnngen etwa am Palle 
auf den sicb die eben bereits citierte Formel (7) p. 335 beziebt. 

Durcb elementare Betracbtung erbalten wir zunacbst: 


+ 4 

+ (^1^' {nsri — ngl) —H^n) ns — |^) -j 1 • 
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Weiiii wir nns dann docIi ein paar ganz uiiweseiitliclie Anderangen m 
der Bezeiclmiingsweise erlauben wollenj so iverden im FoMe I folgende 
Darstelhmgen der in Bede stelienden 2Iodulformen entsjmngen: 

1) fiir das System ( — Dimension: 


( 2 ) 



mit der Bedingung: | = — a (mod. n), die aiich in den folgenden Mim- 
mern immer dieselhe hleiht; 

2) fiir die beiden Systeme ( — 2)^®^ Dimension: 



3) fiir die drei Systeme ( — 2)^®^ Dimension: 



4) fiir die vier Systeme ( — 4)^®^ Dimension: 



Mag es genilgen^ liier bis zur Dimension — 4 gegangen zu sein. 

Auf den recMen Seiten der mitgeteilten Formeln tritt innerbalb 

der Klammern ausser Potenzreiben nacb r noct der Bestandteil in 

erster^ weiterbin aber aucb in hoberen Potenzen auf. Wenn man will^ 
tann man fiir denselben noch die Potenzentwicklung: 
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( 6 ) = 1 _ 24 V ^ («0 • 

lU — 1 

eintrageii^ wo in gewolinter Weise die Summe aller Divisoren 

YOU m bedeutet; es ist diese Cxleicliung eine uumittelbare Folge aus 
der ersten Forme! (2) in I p. 153. 

Tor allem einfacli liaben sicli die analjtiscben Ausdrllcke fiir ka 
und 5a gestaltet. Bereits das einzelne ya ist aber in (4) immer durcb 
zwei Reihen dargestellt; von beiden ist die zweite (bis auf numerisclie 
Bestandteile) ftir alle drei ya die gleicbe, und man siebt^ dass dieselbe 

das Product der Grosse (6) und ^ ka vorstellt. Es bietet sicb nun 

Z 7C 

Mer der folgende Gedanbengang dar: Die drei Systeme der y^a sind 
von gleicher Dimension und substituieren sieh vor allem cogredient-^ 

bilden wir also die -- -'t' - Grossen: 


(•7) 


ya — C^y^a + C^y^a + 


WO die e drei (von a iinabbangige) Constante sind, so ivird in (7) ein 

System von — y” Modidn ija der Dimension — 3 deftniert sein, die 

wiedenmi mit den y^a cogredient sind, Jetzt lassen sicb offenbar die c 
in mei wesentlicb verscbiedenen Weisen so bestimmen, dass in den 
Darstellungen der zugeborigen ya der Bestandteil: 



versebwunden ist. Die beiden so gemeinten y a- Systeme ,yVon einfaclier 
analytisclier Darstelkmg^^ sind: 


( 9 ) 




fJSiJl) 




/2 n\ 3 / ('» i 


Eine ganz analoge Uberlegung kniipft sieh an die Formelgruppe (5); 
hier sind jedoch die mei Grossen zu eliminieren, welche aus Multi- 
plication von (6) mit der einzelnen der in (3) enthaltenen Eeihen 
hervorgehen. Us finden sieh so wieder zwei Xa-Systme „von einfacher 
DarsteUung“, ndmlich etwa: 


'pqxa^ -f psxf^ — 2ns^x^:\ 
.fxa^ — 2npsx’:^ — 4:n^qsXa ^ ; 


( 10 ) 



V, 3. Xeae Functionen Stufe aus BilinearTerbincIongen der 357 

im einzelnen Gliede der ansgefiilirten ReiiienentwicHiirig findet sick 
demnack als Factor der betreffenden Potenz von r bez. 

[p2 . — Qnps • — in^qs . — 

An die weiterbin folgenden Modulsysteme der Dimensionen — 5^ , . . 
lassen sicb entsprecliende Betracbtungen nicbt inebr kntipfen. Freilicii 
ist noeb bei — 5 die Anzabl der zu eliminierenden Bestandteile (nani- 
licb 4) um eins geringer als die Zabl der Modulsysteme. Das Eli- 
minationsresultat yerscbwindet indessen, -wie die Recbnnng zeigt^ 
identiscb. Hober liinauf wird aber die Anzabl der zu eliminierenden 
Grossen stets grosser als die Zabl iinterscbiedener Modulsysteme. 


§11. Reihenentwiekinngeii der Modiilii etc. in den Fallen II 
iind in. Umordnung nach. ansteigenden Potenzen von r. 


In den beiden Fallen der ungeraden qy treffen wir ganz abnlicbe 
VerbMtnisse an, wie in dem soeben erledigten Falle. Es mag erlaubt 
sein, bei den Dimensionen — 3 und — 4 bier nur diejenigen Modul- 
systeme nambaft zu macben, welcbe sicb in Ansebung der Einfacbbeit 
ibrer analytiscben Darstellung an die Systeme (9) und (11) des vorigen 
Paragrapben anscbliessen. Wir finden dcmn diircli elementare Eeclmimg 
als Modulsysteme des Falles II die naclifolgenden: 

1) das eine System ( — 1)^®^ Dimension: 


(1) 




/ (I v) 


2) die leiden Systeme (- 


( 2 ) 


2)^®^ Dimension: 
f (i, v) 




Hln) 


( 3 ) 


3) die beiden Systeme ( — 3)^®^ Dimension: 


, 1 ,. 4 n 


n 


fjkql) 




4) endlich die beiden Systeme ( — 4)*®"^ Dimension ^ fur welche wir 
der Kurse halber nur wieder den Factor der Potent von r im 
eimelnen Summengliede anfuliren: 


f(- 1)^(16 m-I" + 12ps-^^7j - ns^-7]^)j 
l)^(4p^-|^ — Snps-^Tj^ — n^qS'rf). 


( 4 ) 
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Als S:;mn:ationsbeclii:gu.rLg gilt in alien vier Fallen: 

(5) I = — a (mod. n), ‘>2 = 1 (mod. 2). 

Fiir die Anzalil nnterscHedener Modulsysteme der einzelnen Art 
gelten natiirlieli die Angaben, welcbe wir seinerzeit bei den Xa-Systemen 
ansfiihrlich formiilierten. Wie wir sehon dort erorterten^ wird dann beim 
Ubergang zu eiiier bezuglich fstp oder aquivalenten Form f' das 
Modulsystem direct in sicb iibergehen, wabrend sicb die beiden 
Systeme der 5'^, wie aucb die der ya, der oOaj u. s. w. linear reproducieren. 
Diese Bemerknngen iibertragen sicb nattlrlicb obne weiteres anf die 
Modulsysteme der beiden Falle I und III. 

Wabrend tibrigens die Modulsysteme des vorigen Paragrapben 
obne weiteres zur Stufe geborten und als solcbe direct zu den 
bebannten Gestalten der Substitutionsgruppen (p. 313) binfubrten, 
miissen die jetzt in Piede stebenden Systeme des Falles II zu diesem 
Ende erst einer Normierung mit einer geeigneten Potenz von 1/A 

V 

unterzogen -werden. Wir werden etwa hinznsetzen, wo v eine 
moglicKst kleine, aber nicbt negative ganze Zahl ist; solchergestalt 
erreielien wir offenbar, dass aucb die normierten Grossen gcmse alge- 
braisebe Modulformen «*“ Stufe sind. Den Zahlwert von v stellen 
wir aus den Reihenentwicklungen (1) etc. leicbt durcb die Forderung 
fest, dass offenbar durcb 4 teilbar sein muss; man bat 

also V aus der Congruenz: 

2j)|^ + 2nq^7] + + nv = 0, (mod. 4) 

zu bestimmen. Dieselbe liefert, da jp, n, q und tj ungerade sind, 
nv = 2i^ + 2^ + 5n--l- = -n-^, 

V = ^ s, (mod. 4). 

Nun folgt aber andrerseits aus (1) p. 341 

s =p(iiq^ + 1) =p(n 1), (mod. 8), 
so dass wir erbalien: 

v=— (mod. 4). 

Der Wert der gansen Zahl v ergielt sich demgetndss aus der Tahelle: 
w = 8/4 + 1, +3, +5, +7, 
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Letg-ten Uncles lidben tcir fiir den Fall III die nachfolgenden Ilodiil- 
systeme: 

1) das eine System ( — Dimension: 




X / (I. 

I 2 .y An . 


2) die heiden Systeme der ( — 2)^®^ Dmension: 




1 / (I. n) 

) ^ , 


Ancli weiterMn ist gegenllber den Formeln (1) bis (4)^ aiisseriicli ge- 
nomiaeny der einzige XJnterscliied der, dass an Stelle des Factors (—1)^" 

X 

unter den Summenzeielien iiberall (— 1) ^ tritt; die Summationsbe- 
dingung (5) bleibt gleiebfalls in unveranderter Oestalt besteben. — 
Um die Entwicklungen des § 3 allseitig Terallgemeinert zu haben, 
werden wir mit den bislaug mitgeteilten Reihenentwicklungen ffir 
unsere Moduln nocb TJmordnungen nach ansteigenden Fotenmi von r 
vornebmen. Die dabei eintretenden ganzzabligen Entwicklungscoeffi- 
cienten mogen wir als Fanctionen des jeweiligen Exponenten m wie 
oben jetzt allgemein durcb %(m) bezeichnen und wollen, um wenigstens 
eine erste nabere Unterscbeidung zu besitzen, dem 2 ^.Is unteren Index 
die Dimensionzabl der betreffenden Modulform anbangen. So erbalten 
wir z. B. im Falle I: 

m 

(9) »» = 2-^pa^ (mod. n), 

m 

■sv-o %i(ni) die Anzabl derjenigen Darstellungen Ton m in der Gestalt: 
m — 

ist, fiir welcbe | = — a (mod. n) ist. Oder um ein anderes Beispiel 
zu gebraucben, so erbalten wir fur das zweite System der Sa im 
Falle II: 

(10) = (mod.4«), 

m 

wobei X 2 (^) definiert ist durcb die Summe: 

( 11 ) 
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aiisgedehnt liber alle^ den Bedingungen (5) genllgenden Darstellungen 

YOU m in der Gestalt: 

m = + 2nqty] + 

Man -wild leidit in entsprecbender Weise fiir die iibrigen Modulsysteme 
Eeiteii naeli ansteigenden Potenzen von r entwickeln und die Eigen- 
art der dabei eiiitretenden Bntwicldnngscoefficientenj als aritlimetisclier 
Fonctionen der zugeliorigen Exponenten formulieren. 


Die liiermit gegebene Betracbtung der oft genannten Modulsysteme 
bietet tibrigens nocb. niclits Abgescblossenes dar. Vor alien Dingen 
liaben wir uberall nicht die Frage berilbrt^ ob nicbt das einzelne 
Modulsystem dadurch zum Fortfall kommt, dass die betrefifenden Terme 
in den Potenzentwicklungen der bezilglielien Xcc(,ii, v) liberbaupt niclit 
anftreten. So feblen im Palle = wie man in (3) p. 352 nach- 
seben wolle, die Systeme der A«; aucli werden in diesem Falle die 
beiden Systeme der 0a nnd ebenfalls diejenigen der niclit wesentlich 
von einander versehieden sein, wie man leicht feststellt. Untersucbungen 
liber etwaiges identisclies Verscbwinden der einzelnen Systeme oder 
liber Identiscbwerden verschiedener Systeme lassen sick wolil ziimeist 
nicbt scbwer diircbfiibren; so z* B. beweist man leicbt, dass die bei 
w = 47i -j- 3 eintretenden Systeme (9) der niemals identiscb ver- 
scbwinden konnen, insofern die zugehorigen Entwicklungscoefficienten 
immer wesentlich positive Zablen sind. Inzwiscben wollen wir 
derartige erganzende Betracbtungen bier nicbt ausfiibren. In der That 
soil es sick aucb im folgenden nicbt so sehr um einen systematiscben 
Ausbau der bier besprochenen, analytiscben Ergebnisse bandeln-, es 
sollen vielmebr wieder die principiellen algebraischen Uberlegungen 
unserei friiberen Modullebre in Kraft treten, wobei wir die Wendimg 
auf eine systematiscJie TJieorie der gan 0 en Modalformen nebmen, Hierbei 
werden iins dann alle bis nun aus der Tbeorie der doppeltperiodiscben 
Functionen gezogenen Ergebnisse als wertvolle Htilfsmittel der Eecb- 
nimg willkommen sein. 



Yiertes Kapitel. 


Fomentlieoretiseli-aiialytiselie xiusfiiliraiigeii im fiebiete ier 
iiiedersten SMeizaMett'^'). 

Im Voraufgelieiideii liaben wir alle Vorbereitiingen getroffen, iiin 
den am ScHnsse des dritten Abschnitts in Bd. I unterbrocbenen 6e- 
dankengang wieder anfzunebmen und mit Erfolg weiterznfiiliren. Die auf 
directen Riemanif scben Schlussweisen basierenden fiinctionentlieoretiscb- 
algebraiscben Ausfuhrimgen dehnten wir damals nur bis zur Stnfe 
n — 7 ans. Bei den boberen Stiifen konnten wir namlicb die zuge- 
borigen Fnnctionen nicbt ohne weiteres in einer derart durchgebildeten 
Gestalt erkennen, dass daraufbin die endgilltige Anflosung des func- 
tionentbeoretiscben Grundproblems filr diese Stufen aiisfiibrbar gewesen 
ware. Jetzt besitzen wir aber in den Teilwerten, den transformierten 
Moduln^ endlicb aber in den Grbssensystemen ^cc etc. des vorigen 
Kapitels durcbans specificierte Fnnctionen einer beliebigen Stufenzabl^ 
deren Werte ans den Reihenentwicklnngen stets berecbnet werden 
konnen; ansgeriistet mit diesen Mitteln, werden tvir der BeJiandlung 
des fimctionentlieoretisclien Grundproblems im Oebiete der Congruensgnippen 
jetzt denjenigen Ausbau verleihen, der uns mr Zeit erreicJibar sclieint. 

Das erste in dieser Hinsicbt anznstrebende Ziel wird offenbar 
sein miissen, dass wir filr die Stnfenzablen n die Vermittlnng her' 
stellen zwiscben den mit analytiscber Recbnnng gefiibrten Entwicklungen 
der Yoranfgebenden Kapitel nnd den beznglichen Resnltaten von Bd. I. 
Indem wir aber bierbei iiberall die engste Beziehnng der analytiscb 
definierten Modnln zn jenen Grbssensystemen gewabr werden , die in 
I jeweils als die einfacbsten Modnlfnnctionen ihrer Stnfen erkannt 
wnrden, gewinnen nnsere in dem vorliegenden Kapitel dnrcbzufubren- 
den Entwicklungen tiber die ersten sieben Stnfenzablen nocb in an- 
derer Hinsicbt Bedentung. Dadnrcb namlicb, dass wir die Moduln 
des Bd. I in den Aa, Za etc. ansdrhcken lernen, entspringen fhr erstere 

*) Die Eatwicklnngen des vorliegenden Kapitels ruhren, soweit andere An- 
gaben nicht ausdrucklich gemacht sind, vom Herausgeber her. 
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Grossen ancdiftisclie BildungsgeseUe in Gestalt von Potenzreilieiient- 
wicklimgeii nach ■/'. Die Aufstellung derartiger expliciter Darstellungen 
fiir die Oongruenzmoduln bezeiclineten wir aber bereits in I p. 762 
als eine aiicb fiir die niederen Stufen nocb zu losende Aufgabe der 
Modiiltbeorie. 

Allentbalben sind es tibrigens ganze algebraiscbe Modul/omm^ 
niit denen wir in der Folge bescbaftigt sind. Wir bringen bei ihrer 
Betracbtiing ein formentlieoretiscbes Seblussverfahren zur Durcbbildnng^ 
fiir Welches wir in dem gieich folgenden § 1 die Grundlinien zieben^ 
imd daS; wie wir an zablreicben Beispielen seben werden, von ausser- 
ordentlicber Braucbbarkeit ist. Aucb scbon friiber batten wir wiederbolt 
Gelegenbeit, uns der Modulfomen zu bedienen; wir konnen aber im 
Hinblick auf die kiinftigen Entwicklungen geradezu sagen, dass die 
Burchfiilmmg der anahjtisclien Ansdtze am zivecTtmassigsten iSberall an 
die formenflieoretischen Brincigien anlcnupfi Wir befinden uns in An- 
sebung dieser Auffassung in voller TJbereinstimmung mit derjenigen 
TendenZ; welcbe zu Beginn des nacbsten Abscbnitts zur durcbgreifenden 
Geltung kommen soli; wir werden dort ganz allgemein auf beliebigen 
Eiemann’scben Flacben nicbt mit algebraiscben Functionen, sondern 
mit den zugeborigen algelraisclien Formen operieren. 

Erwabnen wir endlicb nocb; dass wir zwiscbendurcb verscbiedent- 
lieb Gelegenbeit nebmeU; aritbmetiscbe Anwendungen unserer Unter- 
sucbungen einzuscbalten. Dieselben werden die Darstellung ganzer 
Zablen durcb quadratiscbe Formen betreffen und basiereU; wie man 
leiebt ermessen wird, auf der zahlentheoretiscben Natur der Entwick- 
lungscoeffieienten in den Potenzreiben des vorigen Kapitels. 

§ 1. Principien fiir die Betracbtnng ganzer algebraisclier 
Modnlformen. 

Die Betracbtung der Modulformen war bereits in Bd. I wiederbolt 
neben diejenige der Functionen getreten; fiir die erste Stufe kommen 
die Entwicklungen p. 117 flf. in Betracbt; fiir die Stufen 2 bis 5 p. 615 ff. 
und endlicb fiir die siebente Stufe p. 692 ff.^). War es dort der Dif- 
ferentiation sprocess; vermoge dessen wir aus den Modulfunctionen mittel- 
barer Weise Formen berstellen konnten; so treten uns die vorauf- 
gebend aus der Tbeorie der doppeltperiodiscben Functionen entnom- 
menen Grossen unmittelbar als Modulformen entgegen. Wenn es sich 
jetzt weiterbin darum bandeln soil, Betracbtungen auf den Funda- 

**) An letzter Stelle sebe man insbesondere die Note nnter der Seite 694 , 
deren allgemein giiltige Gesicbtspnnkte wir bier nicbt nocbmals wiederbolen. 
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mentalpolygonen oder den zngehorigen Pdemann'sclieii Flachen anzii- 
stellen, so wurden "wir you den Formen sogleicli diircli Qnotienten- 
bildang zii den Fiinctionen znriickgelien bonnen. Inzwisclien ist es^ 
wie man nocb. selien wird, von grosster Wiclitigkeit, die Formen nn- 
mitfelbar als mif dem Fohjgon he^, der Fldclie existierende Grossen an- 
Buselien %md in diesem Sinne mit ihien m arheiten. Einige principielle 
Gesiclitspiinkte fiir diese Art der Betrachtiing sollen Mer vorab zu- 
sammengestellt -werden. 

Es sollen bier einzig diejenigen Modnlformen s einer 

Untergruppe in Betracbt gezogen werden, welche im Innern des 
zngeborigen Polygons nirgends nnendlicb werden, Grossen ^ die wir, 
wie bislang, so ancb fernerbin, als game Modnlformen der be- 
zeicbnen. Dabei soil nicbt ansgescblossen sein, dass ^ sicb bei den 
Substitntionen der fa nnr erst bis anf einen Factor reprodnciert; wir 
nannten in diesem Palle ^ {pi, cog) der Untergruppe fu ^^adjungiert^^ 
nnd bebalten diese Ansdrucbsweise bei. Der bei Ausiibung von Snb- 
stitutionen der fa anftretende Factor ist iibrigens stets eine Einbeits- 
wnrzel, so dass insbesondere eine gewisse Potenz von ^ ^absolnt^^ zur 
gebort. 

Bine ganze Modnlform ist ferner, wie wir wissen, die Wnrzel einer 
algebraiscben Gleicbung, deren Coefficienten game rationale Functionen 
von ^2? ^3 sind, wabrend insbesondere der Coefficient des bocbsten 
Gliedes die Einbeit ist. Es folgt daraus, dass ganze algebraiscbe 
Modnlformen stets eine ganzzablige negative Dimension in cog anf- 
weisen. Die einfacbsten ganzen Modnlformen sind natnrlicb g^j g^ 
nnd A; sie geboren zur ersten Stufe, wabrend ^]/A dieser Stnfe ad- 
jnngiert ist. 

In einem beliebigen Punkte des Polygons F^ ist der Wert der 
zngeborigen Modnlform ^ nnr bis anf eine Potenz von cOg fixiert, so- 
fern an der betreffenden Stelle ^ nicbt gerade verscbwindet. Dieses 
letztere wird nattirlicb stets an vereinzelten Stellen des Polygons 
eintreten, nnd wir wollen jetzt insbesondere die Anzabl einfacber bfnll- 
pnnkte von gemessen im Polygon F^, als Wertig'keit der ganzen 
Modnlform 0 bezeicbnen. Das Interessante ist, dass diese Wertigkeit 
ganz allein von der Dimension der Form nnd dem Index der Unter- 
grnppe abbangt, nicbt aber von der besonderen gerade vorliegenden 
Modnlform. Es gilt namlicb der Satz: Eine gan0e algelraische Modul- 
form 0 der Dimension — v, die der Untergruppe T^Fvom Index ad- 

jungiert ist, hat auf dem Folygon Ff^ die Wertiglmt ~ • 

Gebore namlicb die Potenz von 0 der absolnt an, so werden 
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^i:v 2nr r„ gehorende ganze • Modiilformen gleicher Di- 
mension sein^ deren Quotient somit eine Modulfunction der ist. Es 
hat nun A in jedem einzelnen Doppeldreieck von einen einfachen 
Jsullpunkt (namlich in der Spitze mit dem Winkel Null desselben, 
cf. I p. 128) und ist sonacli auf Fu von der Wertigkeit Von 

derselben Wertigkeit muss somit auch sein^ so dass wir von 
hier aus fiir die Modulform 0 die im oben formulierten Satze ange- 
gebene Wertigkeit finden. 

So oft niclit durcli 12 teilbar ist, wird die Wertigkeit von 
^ auf Fa eine gehroeliene Zahl sein. Dieses der Theorie der Modul- 
fiinctionen eines Polygons Fj^ fremde Vorkommnis ist uns demgegen- 
iiber bei den Formen selbst der ersten Stufe bereits seit lange bekannt. 
Die Modulform hatte, wie wir in I p. 128 direct nachwiesen, im 
einzelnen Doppeldreieck oder anders ausgesproclien in der <J-Ebene 
bei J =0 einen Nullpunkt der Ordnung die Form g^ einen Null- 
punkt der Orciniing bei I5 beides ist jetzt in Ubereinstimmiing 
mit unserem allgemeinen Satze. 

Nullpunkte gebroehener Ordnung konnen nicht an jeder beliebigen 
Stelle der Flache F^u auftreten: sie Ueihen vielmelir eingesclimnU auf 
solcJie Fclcen a, 5 , c der Finteihmg von F^ij fiir toelcJie die Se 0 ieJitmg 
von Fa ciuf die co-Ealbebene auflm% eine conforme 0U sein. Des nalieren 
werden an den Stellen die auf niir von zwei Elementardreiecken 
umgeben sind, — wir wollen daftir kurz sagen in den „Ausnahme- 
punkten — jedenfalls nnr Nullpunkte der gebrochenen Ordnung — 
auftreten konnen, desgleichen in den Ausnahmepunkten 1 ) Nullpunkte 
der Ordnung — , wo m und n ganze Zahlen sind. Ist namlich 0 von 

der Dimension — v, so wird 053’'^ eine eindeutige Function von m allein 
sein, die sieh als solche in der Umgebung einer im „Innern^^ der 
Halbebene gelegenen Stelle coq nach gcin0&n Potenzen von (co — cOq) 
entwiekeln lasst. Aus diesem XJmstande ergeben sick die mitgeteilten 
Satze unmittelbar. 

Betraehtungen der letzteren Art sind von folgendem, weiterhin 
oft zur Verwendung kommenden allgemeinen Princip beherrscht: Sind 
0 und 0 0wei 011 der gleiclien dimension gehorende, der adjimgierte 
Modidformen, tvelcJie gegenuber den Er 0 eugenden der das gleiche multi- 
plicative Yerhalten 0eigen, und verscTiwindet 0 in einem Ausnahmepunhte 
a, I Oder c der Flache Fa in gebroehener Ordnung, so muss 0 an eben 
dieser Stelle gleicJifolls in gebroehener Ordnung verschwinden, und 0war 
so, dass die Differ en0 der betderlei Ordnungen eine gan0e Zahl wird, 
Der Beweis dieses Satzes wird unmittelbar aus dem TJmstande evident, 
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dass cler Quotient von 0 und / eine algebraische Function der Flaclie 
ist. Beispiele fiir die ausgesprccl-Lene Eegel werden vrir weiter 
unten in grosser Zalil kennen iernen. Es verdient iibrigeiis sogleicli 
bemerkt zu werden, dass in einer Ecke e von eine dbsoliit ziir r« 
geliorende Form immer nnr in gammliliger Ordnimg zu Null werden 
kann, im Gegensatz zu jenen Verlialtnissen, die wir sclion bei und 
^3 fiir die Ausnalimepunkte a und 1) kennen lernten; man wird die frag- 
liclie Behauptung betreffs der Punkte c leicbt aiis der analjtisclien 
Darsteliung der gedacliten Modulform s in r schliessen. 

Man mag noch die Frage anfwerfen, wie viele linear -un abb angige 
ganze Modulformen einer vorgescbriebenen Dimension — v auf F^^ 
existieren mogen. In diesem Betracht giebt der Riemann-Eocli'scbe 
Satz (I p. 549) das nacMolgende, ieiclit zu bestatigende Resiiltat: Fine 
eimelne, der adjurf/krlt Modulform s der Dimension — v geliort immer 
einem System von: 

( 1 ) 

linear-unahJidngigen ganmi Modulformen (— Dimension an, ivelcJie 
gegenuber den Ermigenden der r„ dasselbe multiplicative Verlialten 0eigen, 
%me 0] bierbei ist in bekannter Weise t dieAnzabl linear -unabbangiger 
Functionen (p der Flache Ff.^, welcbe zugleicb in den Nullpunkten von 
0 verscbwinden. Diese Regel werden wir sogleicb in einigen Fallen 
des Gescblechtes p — 0 anzuwenden baben. 


§ 2. Von den ganzen Modulformen zweiter Stufe nnd iliren 
Bildnngsgesetzen. 

Die Betracbtung der ganzen Modulformen ersfer Stufe diirfte durcb 
die Entwicklungen in I p. 117 u. £, sowie durch die analjtiscben Dar- 
stellungen, ebenda p. 151 u. £, zu vollem Abscbluss gebracbt sein. 
Man gebe demnacb gleieb zur Hauptcongruenzgruppe Biveiter Stufe Vq 
und bemerke, dass eine zugeborige ganze Modulform der Dimension 

— V auf Fq die Wertigkeit besitzt. Indem wir Mer nur von solcben 

Modulformen 0 bandeln, die „absoluP^ der fg zugeboren^ wird p gerade 
sein miissen, und also ist der kleinste Wert von v, der bier iiberhaupt 
eintreten kann, v = 2. Die zu = 2 geborenden 0 sind aber ein- 
wertig^ so dass es nach der eien dbgeleiteten Hegel (1) § 1 nur 0wei 
von einander linear 'UnabJidngige Grossen dieser Art geien Imnn, da fiir 
die fg das Gescblecbt p = 0 ist. Besitzen wir solcbe zwei Grossen 
in 0 Q und 0 ^ , so ist weiter sofort evident, dass jede gan0e Modulform 
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giceiter Stu.fe der Dimension —2v eine game lioniogene Function 
Grades von iind ist. 

Es ist nun ein Leiclites, die beiden postulierten Moduin 
tliatsaclilicli lierzustellen. Zufolge p. 29 ff. waren namlicli die yierten 
Potenzen der drei zweiten ^-Teilwerte gegenilber den Substitutionen 
der homogenen Tg absolut invariant; ein Gleiches gilt demnacb ancb 
von den drei Producten ]/A , die zufolge (4) p. 30 von constanten 
Factoren abgeseben mit den drei Grossen: 

(» 


identiscli waren. Dass aber diese Grossen game Modulformen sind, 
ist aus ihren Reibenentwicklnngen unmittelbar evident; es bestebt 
denn aucb (in Ubereinstimmung mit nnserem vorbin formulierten 
Satze) zwiscben ibnen eine bekannte lineare Eelation, die man in (5) 
p. 30 aufgezeicbnet findet. 

Man konnte nun und direct mit zweien unter den drei 
Grossen (1) identiscb nebmen; indessen ist es zweckmassig^ zu setzen: 


( 2 ) 


i- (^) W + j 





wobei man bemerken wolle, dass bei der Gestalt der Eelation (5) p. 30 
aucb wirklicb 0q und 0 ^ von einander linear- unabbangig sind. 

Die Eeibenentwicklnngen, welcbe wir ftir diese beiden Grossen 
aus den ^-Eeiben abzuleiten baben, scbliessen sicb in ibrem Bildungs- 
gesetze unmittelbar an die Eeiben des vorigen Kapitels an; nur sind 
es nicbt^ wie dort, bindre quadratiscbe Formen^ sondern quaterndrey 
welcbe in den Exponenten von r auftreten. In der That konnen wir 
ja z. B. die ^g-Eeibe in die Gestalt setzen: 

wo I alle positiven und negativen ungeraden Zablen zu durehlaufen 
bat (cf. I p. 160). Indem also I 2 ? ^ 3 ? unabbangig von einander 
alle eben diese Zablreibe, durcblaufen, wird 





(3) 


2 ' 

sein. 

Ebenso findet man: 





(4) 

1 

2 ' ‘ ■ 


wo jetzt die | unabbangig von einander obne Unterscbied alle ganzen 
Zablen durcblaufen sollen; den entsprecbenden Ausdruck fiir wird 
man leicbt bilden. Indem wir die in Eede stebenden Eeiben jetzt 
nacb ansteigenden Potenzen von r anordnen^ Tiommen nach leicMer 
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Zivisclienrecliming fur unsere heiden Modulfornien ( — 2 )^'”’ Bimensmi 
die nacJifolgenden PieiJienerdivkJdungen: 

“ 27Z — l(md.2) 

dabei bedeiitet %(m) die Anmlil unterscMedener Darstelhmgen von 2 m 
in der Gestalt: 

( 6 ) 2 m = -f- “F “h 

beliebige ganse Zalilen, tvdhrend die Anmlil der Darstellungen 

von Am in der Gestalt: 

(7) = + 

durch beliebige linger ade Zalilen ist Zwei Darstellungen, bei denen die 
gleicben Zablwerte jedocb in verscbiedenen Anordnungen auftreten, 
mtissen bierbei, wie man ieicbt tiberblickt, als verscliieden angeseben 
•werden. Natilrlicb kommen bierbei fur 0^ beliebige ganze positive 
Zablen m zur Verwendung, fiir 0 ^ bingegen nur die ungeraden Zablen m. 

Die in I p. 628 durch den Differentiationsprocess bergeleiteten Mo- 
duln ^ 3 , A 4 der zweiten Stufe konnen als Grossen der Dimension +4 nocb 
keine ganze Modulformen sein. Dass aber die Producte |/A, A 
solcbe sind und direct zu den Grossen ( 1 ) zuriickfubren, zeigten wir 
auf etwas anderem Wege bereits oben p. 29 u. £ 

Ganze Modulformen ( — 2)^®^ Dimension der Vq sind nun aucb die 
drei 0 weiten p~Teilwerte px/n] sie werden demnach direct lineare Com- 
binationen der 0 ^ sein, und zwar scbliessen wir insbesondere obne 
weitere Recbnung auf die Relation: 

( 8 ) Poi = 

aus dem Verbalten unserer Grossen gegenliber der Substitution S, 
Diese Beziebungen zwiscben den Teilwerten und den 0 ^^ 0 ^ haben 
desbalb einiges Interesse, weil wir fiir die piu, oben (p. 12 u. f.) Eeiben 
kennen lernten, die ein ganz anderes Bildungsgesetz befolgen, als die 
Reiben (5) der 0 ^. Wenn wir z. B. den Pall der Gleicbung ( 8 ) nocb 
etwas naber verfolgen sollen, so kommt bier die Reibenentwicklung 
(3) p. 12 in Betracbt, und zwar fur n = 2, gi = 1] \(m) bat bier, 
wie man in (5) p. 13 nacbseben wolle, die Bedeutung der vierfacben 
Summe aller ungeraden Teiler von m. Ist also, einfacb genommen, 
4)2 (m) die Summe aller gegen 2 primen Teiler von m, so kommt: 


( 5 ) 
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Da nun %(m) fiir m — 0 offenbar 1 ist, so wild c in Formel (6) init 
ideiitiscli sein, iind also muss die erste Eeilie (5) mit (9) direct 
identiscli sein. Es folgt daraus das arithmetisclie Ergebnis: 1st m 
irgend eine ‘jgositive game Zalil^ so ist die Anmlil imtersclviedener Dar- 
stellimgen von 2 m in der Gestalt (6) gleicli der 24c-fachen Snmme alter 
ungeraden Teller von m. Nebmen wir z. B. m == 10, so kommen, 
wenn wir Yon der Folge der | abseben uiid sie alle positiy nebmen, 
nur die beiden Quadrupel (4, 2, 0, 0), (3, 3, 1, 1) in Betracbt. Das 
erste Quadrupel giebt nun, wenn wir alle moglicben Permutationen 
anwenclen, mcolf Darstellungen, das zweite aber secJis solcbe durcb 
lauter positive Zalilen Nebmen wir jetzt aucb noch alle verscbie- 
denen Zeicbencombinationen, so giebt offenbar die einzelne der zwolf 
Folgen des ersten Quadrupels stets vier^ die einzelne Polge des zweiten 
Quadrupels stets 16 Darstellungen von 20. Die Gesamtanzabl der 
letzteren ist somit 4 • 12 + 16 • 6 = 144. Auf der anderen Seite ist 
^^(lO) = 6 und also in der That 24*d)2(10) = 144. 

Es scbliesst sicb dieses aritbmetiscbe Ergebnis unmittelbar an 
den bekannten Satz von Jacobi an, welcber das Zeicben wie 

wir es vorbin'definierten, betriffk^). Wir waren direct zu diesem Ee- 
sultat gelangt, wenn wir die Identitat: 

Fio Pii — 

an Stelle von (8) bebandelt batten und die linke Seite von p. 12 oder 
aucb von I p. 150 (4) aus in eine Potenzreibe nacb r entwickelt batten. 
Man bemerke tibrigens, dass unserer Ableitung des aritbmetiscben 
Satzes der functionentbeoretiscbe Scbluss auf die Identitat von QPqi 
und 0 Q zu Grunde liegt, wahrend bei Jacobi die formlicbe Transfor- 
mation der Eeiben an dessen Stelle tritt^*). Dieser Umstand wird 
wesentlicb, wenn wir weiterbin bei den boberen Stufen abnlicbe Ergeb- 
nisse erzielen wollen. Da wird wiederum der functionentbeoretiscbe 
Scbluss auf die Identitat gewisser Eeiben obne weiteres vollziebbar 
sein; aber eine wirklicbe Transformation der verscbiedenen Eeiben in 
einander wiirde bier desbalb umstandlicber ausfallen, weil man bei 
den boberen Stufen nicbt eine ebenso durcb gebildete analytiscbe Tbeorie 
vorfindet, wie sie fiir n = 2 durcb Jacobi geliefert ist'^‘'^‘^). 

Note stir la decomposition d/un nomhre donne en guatre carreSj Crelle’s 
Journal Bd. 3 (1828) oder Werke Bd. I p. 247. 

Man vgl. insbesondere die eleganten Entwicklungen in den letzten Ar- 
tikein der Fnndamenta nova, sowie die Scblussbemerkung ebenda. 

AritkinetiBcbe Anwendungen der <0’-Functionen, in Jacobi’s Sinne ent- 
wickelt, bat neuerdings insbesondere Hermite wiederbolt entwickelt; dabei treten 
neben den Teller snmmen aucb die Classenanzablen q.uadratiscber Formen von 
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§ 3. Die ganzen Modulformen dritter Stufe imd 

Bezieliiiiig derselben zu den Teilwerten 

xiiich bei n = 3 fiibreii uds die Principien des § 1 , wenigstens 
fur das Gebiet der absoliit zur dritten Stufe geboreuden Modulformen, 
zu abgescHossenen Resultaten, Da das bierlier geborende Polygon 
zwoif Doppeldreiecke bat, so kann es auf demselben ganze Modiil- 
formen der Dimension — 1 geben, welcbe eiiiwertig ausfailen wtirden. 
Das Polygon bat jedenfalls keine Ausnabmepunkte a, 5, so dass 
der eine Nullpunkt einer Form fraglicber Art eine nocb nicbt naber 
fixierte Lage auf baben wiirde. ^be7z dieserhalb harm es nur ^tvei 
Unear-tmabhdngige game Modnlformen dritter Stufe ( — Dimension 

geben j in ivelclien dann jede game Modulforni dritter Stufe ( — Di- 
mension als ganse Jiomogene Function Grades darsteUbar ist. 

Zwei Grosseu der postulierten Art besitzen wir nun in dem bi- 
naren Modulsjstem Aq, A^, welcbes fur n == 3 von der Pormel (2) 
p. 355 geliefert -wird. Die analytiscben Darstellungen dieser Grossen 
sind zufolge einer leichten Zwiscbenentwicklung: 


(1) 


^0 


— ^ j.^+35>;+s>r-j 


wo I, 7] alle Combinationen ganzer Zablen durcblaufen sollen, und: 


( 2 ) 


V,.~3 


~ 


mit der hinzukommenden Bedingung | = 2 (mod. 3). Die Anordnungen 
nach ansteigenden Potenzen you r fiibren auf folgende Bildungsgesetze 
unserer Moduln: 


( 3 ) 



WO %(m) die AnmJil unterscMedener Darstellungen von m durcli die Form 
+ 3 ^^ Oder durcli die mit ihr dq;uivalente Form + + 

ist^ wabrend sicb fiir A^ die Entwicklung anscbliesst: 

m 

negativer Determinante als Entwicklungscoefficienten Yon Potenzreiben auf. Vgl. 
z. B. jyBemarques sur les formes quadratiques de determinant negatitt^j Bulletin des 
sciences mathem. (2) Bd. 10 (1886), sowie vornebmlicb die Abhandlung _,ySW quel- 
ques consequences arithmetiques des formules de la theorie des fonctions elliptiques^% 
Acta matbem. Bd. 5 (1884). In der letzteren Arbeit werden fiir gewisse cubische 
Verbindungen der O’ eigenartige . Darstellungen entwickelt, welcbe auf anderem 
Wege bereits friiber von Kronecker gefunden waren (cL Bed. Ber. von 1875). 
Man sebe endlicb die Note von Lipscbitz, Sur une formula de M. BLermite, 
Crelle’s Journ. Bd. 100 (1886). 

IClein-Pxicke, Modulfunctioneii. II. 


24 
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WO % (im) die halhe AnmJil aller Darstelhmgen der mit 1 (mod. 3) con- 
gnienten Zalil m durch die Form Die Anfangsglieder 

der Potenzentwicklungen (3) und (4) sind: 

Ao = ^(l + 6 r + 6 r« + 6 .-^ + ---), 

= I7 • + »■ + 2r^ + + • • •)• 

Die WirkuBg der Substitntionen S und T auf Aq, berechnet 
man nacli den Formeln (3) und ( 4 ) p. 313 zu: 

/g) I (^) \ ~ \ j Ai = 9 Ai , 

^ 1 (T) iV5A^ = A,+ 2\, i]/3V = Ao-A,, 

wobei man nur bertieksiclitigen wolle, dass in den genannten Formeln 
p. 313 die Einbeitswurzel s fiir unseren Fall durcb zu ersetzen ist. 
Unsere Moduln A^ sind also cogredient mit den beiden Grossen I 3 , 1^, 
welcbe wir in I p. 630 vom Differentiationsprocess aus gewonnen 
batten. Ms hestehen mm dber sogar direct die Identitaten: 

(0 ^0 ~ is ? — ^4 ? 

so dass wir voratifgeliend das BildungsgeseU fiir das Modulsystem I 3 , 
gewonne^i liahen. Man konnte dies dadurcb zeigen, dass man in den 
is? i 4 Modulformen nacbwiese. Zweckmassiger nocli ist es^ wenn 
wir bemerken^ dass nacb I p. 630 die beiden Ausdriicke: 

( 8 ) Ao" + 8 AoA,^ Ao' - 20 Ao^A,' 8 A/ 

bei alien beiden Substitutionen ( 6 ) sieh inyariant verlialten und als 
solcbe gauze Modulformen erster Stufe vorstellen. Zufolge ihrer Di- 
mension in den cjg kbnnen aber die beiden Ausdriicke ( 8 ) von g^ 
und g^ nur nocb um constants Factoren abweichen, und indem wir 
die letzteren durch Einsetzung des speciellen Wertes co = ioo bestim- 
meuy kommt mit Riicksicbt auf ( 5 ) 

Ao" + 8AoA,^=12^,, 

Ao^ — 20 A/Ai" — 8 A/ = 216^3 , 

in Toiler Ubereinstimmung mit I p. 630 (7). Insbesondere ist also 
der Quotient von Aq und A^ mit dem von I 3 und identisch, so dass 
toir fur den Eaupfmodul dritter Stufe 1 ( 0 ) ein BUdungsgeset0 gewinnen, 
indem tvir ihn als QuoUenten der Bdlien ( 1 ), ( 2 ) oder aucli ( 3 )^ ( 4 ) dar- 
stellen. Weiter ergiebt sick nun: 



g^ + 8i 


54 , 


so dass und Aj jedenfalls nur um eine multiplicative 4*® Einheits- 
wurzel von einander abweiclien konnen. Diese muss aber direct der 
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Einheit glei 6 li sein^ da die Anfangsglieder der ReilienentwicHurigen 
von §4 nnd tibereinstimmen Hiermit ist die genaiie Identitat 
uiiserer beiden Modnlsysteme erwiesen; wir werdeii clemnacli statt 
Aq^ Aj die tjpiscbe Bezeiclinnng I 3 , I 4 fiir das in Rede steiende biiiare 
System wieder aufnelimen. 

Wir scbliessen Mer gleicli einige Betrachtungen filr die naclist 
niederen Dimensionen — v an. 

Eiir v = 2 existieren auf jPj^ drei linear -nnabbangige gauze Modul- 
formen. Man kann dieselben erstlich in der Gestalt fixieren; 

andererseits liefern nns aber auch die vier m n = 3 gelidrenden Tell- 
werte piu Grbssen der gewiinscbten Art^ fur welcbe dann die Identitat: 

(9) S '^01 + Pio + 9ii + ^*^12 = 0 


gilt. Zwiscben beiden Grossenreihen wird demgemass lineare Abbangig- 
keit bestehen, und wir scbliessen insbesondere aus dem Verbalten 
gegeniiber der Substitution S leicbt auf die Relationen: 

o 0 


( 10 ) 


Poi ~ ^0 ^ 3^7 

Pio 4 “ Q pll 4 " QPi 2 ~ ^ 1 ^ 3^47 

PlO 4 " 4 - Q^Pi2 — ^ 2 ^ 4 ^- 


Die Werte der recbter Hand auftretenden nunieriscben Pactoren be- 
stimmt man leicbt zu 


Cq — ^ ^ Cj = ^2 ” 1 5 

den Wert Cq bestatige man aus den Reihenentwicklungen, und 
ergeben sicb dann leicbt, indem man auf — § 3 ^ in zweckmassiger 
Polge Operationen S und T ausiibt. 

An die Identitilten (10) lassen sicb wieder ariflimetische Folgerimgen 
kniipfen, die am einfacbsten filr die erste Relation (10) ausfallen. Erst- 
licb lebrt p, 12 Formel (3); 

(11) 4j[^oi=(^)4i + 12 2'‘1>sW 

WO Og (m) die Summe aller gegen 3 primen Divisoren von m ist. 
Andrerseits wolle man I 3 von Formel (1) aus durcb eine leichte 
Zwiscbenrecbnung in die Gestalt setzen: 

(12) ^3 = ^ ’ x = y(moil2), 

wobei, wie schon angedeutet, fur x, y alle Combinationen ganzer, 
mod. 2 coDgruenter Zahlen zu nebmen sind. Indem wir quadrieren 



') Wegen I* sehe man I p. 618 (2) und 630 (6). 
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und nacli ansteigenden Potenzen anordneii; entspringt der Satz: I$t m 
eine positive game ZaU, so ist die Anzalil der Barstelhmgen von 4:m 
in der Gestalt: 

(13) 4m = 

durch ganze^ den Bedingimgen Xi = yi (mod. 2) genilgende, Zalilen iden- 
tisch mii der zmlffachen Stimme alter gegen 3 primen Teller von 

Fur V = S giebt es auf ganzen vier linear -imabliangige 

ganze Modulformen, die wir einerseits als Teiiwerte oder aber 
als cnbiscbe Verbindungen der bilden konnen. Die lineare Ab- 

bangigkeit dieser beiden Grossenreiben von einander lasst sicli aus 
Pormel ( 8 ) p. 20 nnter Riicksielit auf I p. 630 (7) leiclif folgern. 
Wir verweilen Merbei nicbt langer^ sondern wenden uns sogleich zu 
V = wo es eine ganze Modulform giebt, deren vier Nullpunkte sicb 
gerade auf die vier Tetraederecken von F -^2 verteilen. Man wird so- 
fort bemerken, dass dies die Modulform |/A ist, deren Darstellung in 
I 3 , I 4 bereits in I p. 630 geleistet ist. Das Wicbtige ist, dass wir 
jetzt aus den Formen des vorigen Kapitels fiir Ya ein einf aches JBil- 
dungsgesetz ableiten konnen; wir bolen bei dieser Gelegenbeit etwas 
weiter aus. 

Fiir die bei = 47^ -j- 3 in § 9 des vorigen Kapitels (p. 351 fP.) 
im damaligen Falle I aufgestellten Systeme zu -di: ^ und ~ ~ ~ Moduln 

kommt bei w = 3 nur die eine quadratiscbe Form + 3172 + 3 ^ 2 ^ in 
Betracbt. Alle Systeme ungerader Dimension werden bier binar und 
sind cogredient mit dem ersten unter ihnen, namlich dem voraufgehend 
betracbteten System der A^. Die Systeme gerader Dimension lestehen 
jeiveils nur aus einer einzelnen Grosse, and sie sind alle mit der ersten 
unter ihnen cogredient^ welche letztere zufolge ( 1 ) mtd ( 2 ) p. 313 die 
Suhstitutionen erfahTf"^^): 

(14) {S) <= 9 ^ 1 , (D 

Das sind nun aucb gerade die Suhstitutionen von Va, so dass irgend 
einer unserer einzelnen Moduln 0 ^, durch |/A dividiert, zur 

ersten Stufe gehort, und zwar, wie man sofort heweisen wird, als ffan 0 e 
Modulform. Die fraglichen Grossen 0 j_, x^,, v^, ... sind demnach in 
der Gestalt darstellbar: 


*) Die Bedingnngen (mod. 2) lassen sich ubrigens fiir jedes der Re- 

lation (13) geniigende Qnadrupel x^, x^, . . . eventuell dadurch befriedigen, dass 
man und permutiert. 

Man erinnere sick, dass in der cit. Formel ^ 2 u nehmen ist. 
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( 15 ) VA-G{g„g,), 

WO 5^3) ganze rationale Function ihrer Argiimente ist^ deren 

Dimension in aus der Dimension der etc. sofort an- 

gegeben werden kann. Die Formeln (3) p. 355 geben mm zwei Reilien 
beide aber miissen identiscb verscliwindeli, da G in diesem Falle 
die Dimension + 2 bMte. Wir baben ferner vier Reiben aus ( 5 ) 
p. 355; jede derselben, die nicbt identiscb yerscbwindet^ muss bis auf 
einen numeriscben Factor darstellen. Nebmen wir z. B. die erste 
Formel (5) p. 355) ^ deren recbte Seite sicb infolge des identiscb en 
Versebwindens von wesentlicb vereinfacbt^ so entspringt thatsacUich 
als anahjtiscJie Darstelhmg von yA: 


(16) 6i/A-(^)‘2' 






= 1 (mod. 3). 


Ordnet man namlicb die recbte Seite von (16) nacb ansteigeoden 
Potenzen von r urn, so zeigen sicb die Anfangsglieder : 

(17) 1/A = (^)V '^(1 — 8r+20r3-l- * _70r* + ---); 

biermit ist erstlicb bewiesen, dass die Eeibe (16) nicbt identiscb Null 
ist, dass aber andrerseits der numeriscbe Factor auf der linken Seite 
von (16) in rich tiger Weise fixiert wurde. 

Man konnte nun weiter die binaren Systeme ya^ Wa etc. in Be- 
tracbt zieben und insbesondere die Frage aufwerfen, wie sicb die ratio- 
nalen ganzen Ausdriicke derselben in Ig, I 4 in invariantentbeoretiscber 
Hinsiclit naber cbarakterisieren lassen, insofern namlicb alle diese 
Systeme mit den §4 cogredient sind; inzwiscben geben wir auf diese 
Gegenstande bier nicbt n*aber ein. 


§ 4. Die der dritten Stufe adjnngierten Modnlformen f/Aj ija* 
Zweite Darstellimg des Hauptmodiils |(g}). 

Ftir w = 3 kommen nun aucb nocb die Formeln ( 1 ) ff. p. 357 in 
Betracbt, bei denen wiederum nur eine einzelne quadratiscbe Form, 
namlicb -f" + 6 -)^^ zu Grunde zu legen ist. Diese Grossen- 

systeme etc. sind aber der dritten Stufe nur erst adjungiert, und 

zwar werden sie durcb Normierung mit I/A absolut zu dieser Stufe 
zuruckzufubren sein. Wir bekommen wieder wecbselweise binare Systeme 
und einzeln stebende Moduln; beginuen wir mit der Betracbtung der 
letztern. 

Die fur sicb stebende ganze Modulform % gebort als soldi e zur 
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sechsten Stufe und ist von der Dimension — 2; die Substitutionen 
S und T wirken auf dieselbe in der folgenden Weise: 

(1) (S) 

Sofern dieses nnn wirklicli existiert, wird 0 ^^ eine ganze Modulform 
erster Stufe sein^ die bei'o? == ioo verscliwindet-, denn zufolge (1) wird 
die EeihenentwicHung Yon 0 ^ mit einer Potenz + e beginnen^ wo m 
eine ganze Zahl ^0 ist. Aber es ist ‘ von der Dimension —12 
nnd desliaib bis auf einen constanten Factor mit A identiscb., da nacb. 
p, 77 eine ganze Modulform erster Stufe, die bei 05 = ^00 verscliwindet, 
stets den Factor A bat. Nun baben wir in der That unter Eiubaltung 
der Summationsbedingungen: 

(2) 1 = 2 (mod. 3), ri = l (mod. 2) 


die Identitat: 

2i- 


•i)H- 


f-+3|i;+3.i^ 


3r^(l — 4r + 2r^ + ---), 


so dass ein identiscbes Verscbwinden dieser Reibe ausgescblossen ist: 
0 ^ ist demgemdss Ms auf einen numerisclien Factor mit |/A identisch^ und 
wir erlialten des genaueren filr f^A die Entwicklung: 

\co^J 


(3) 3 ]/A = 

mit den Anfangstermen: 






(4) }/A= - 4r -f- + 8r® — 5r* + ...)• 


An dieses Ergebnis kniipft sicb eine wicbtige Entwicklung iiber 
"]/A, auf die wir weiterbin mebrfach zuriickgreifen werden. Man be- 
merke, dass unser jetziges 0 ^ oder also f^A erst durcb Division mit ]/A 
in diejenige Grosse 0 ^ iibergefubrt wird, welcbe durcb die Formel (3) 
p. 281 geliefert wird. Setzt man also in dieser Formel n = 3, so 
kommt die Relation: 


f/A 1 /^ 1 

]/A ” r ^ Iz-^s 


00 

m = — 00 


(6 m + 1)^ 
^ 24 


Nacb leicbter Zusammenziebung entspringt bieraus als Eeihenentwiclc- 
lung der 24®^®“ Wur 0 el der Discriminante A: 


( 6 ) 




(6 77^ + lP 


die Anfangsterme dieser Entwicklung sind: 


24 
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(6) " j/ A = ]/^ r* (l-r- + r® + r ■ — — r« -f • • •)*). 

Da unsere in Rede stelienden Reilienentwicklungen im Sinne des 
vorigen Kapitels zur Zalii j) = 1 und also zu den nrspriingliclieii 
gelioren, so werden, wie wir schon .frdher mitteilten (cf. (3) 
p. 352), Moduln A« bier niclit eintreten nnd die drei Systeme der 
siiid im wesentliclien mit einander identiscb. Greifen wir also etwa 
das durcli die zweite Reihe (3) p. 357 fiir w = 3 gegebene System 
auf, urn wenigstens dieses nocb naher zu untersucben. Als 
Anfangsterme berecbnen wir: 



so dass aucb noch die beiden Quotienten: 


Vi _ Vo 

(^) fE’ ipA 

game Modulformen sind; es geniigt hierbei zu bemerken, dass die 
beiden Grossen ( 8 ) bei o = ioo niclit unendlich werden und sick bei 
Ausiibung von 8 und T linear reproducieren. Die beiden Quotienten 
( 8 ) geboren nun absolut zur dritten Stufe, und da sie uberdies die 
Dimension — 1 aufweisen, so sind sie lineare gauze Functionen von 
I 3 , Es lestelien aber direct die Identitdien: 


( 9 ) 


Vl t ^0 

6 53 7 6 

yA 2 yA 


wie aus den Anfangstermen der Reibenentwicklungen liervorgeht. 

Die bier vorliegenden ya sind nun bis auf Normierungsfactoren 
mit den durcb die Formeln (4) p. 281 gegebenen Moduln identiscli. 
Tragen wir also in diese Formel n = 3 ein und geben dann zum 
Quotienten der beiden y ^ , so ergiebt sicb unter Rueksicbt auf (9) als 
neue Barstelkmg fur den Galoi^schen Rau^gtmodnl |(co) die folgende*-^"^): 

CO (6m+iy 

2^(— ir(6m + l)r 

(10) I («) == - 3(2m+l)^ ’ 

3^(- iy"(2w + l)r ® 


=^) Die iibrigens schon in Jacobi’s Fundamenten (Artikel 66) abgeleitete 

Reibe (6) fur ^|/A entspringt aus der p. 329 mitgeteilten Kiepert’ scben Reibe 
einfacb fiir den Specialwert w = 0. 

*) Es ist dies diejenige Darstellimg des ?(co), welcbe Hr. Klein im An- 
schluss an die „Nonnalcurven“ in seinen Vorlesungen gab. Vgl. aucb „Ikos.“ 
p. 133 (21^); nur ist das dort gebraucbte | mit unserem — identisch. 
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§ 6 . Die ganzen Modiilformeii vierter Stufe. , Darstellimgen fiir 
]/A mid den Galois’selien Hauptmodiil 

Um aiicli bei der Yierten Stufe mit den im absoluten Sinne zii- 
gehorigen Modulformen zn beginnen^ so warden ganze Modulformen 
(— l)ster Dimension anf dem Polygon sweiwertig sein; man erkennt 
aiicli sogleich in 

272 2 272 2 272 2 

Vry . *172 5 *^3 

drei linear- nnabbangige ganze Modulformen imd daraufliin in 

(2) ^ (ao V + + «3'9’3^) 

die allgemeinste ganze Modiilform ( — Dimension des Polygons 
Im Sinne nnserer allgemeinen Erorterungen in I p. 558 u. f. 
werden die drei Pormen (1) das Polygon 1^24 ebene Curve 

zweiter Ordniing Cl abbiklen, als deren Gieicliung wir (5) p. 30 anzu- 
seben baben. Die beiden Nullpunkte der Form (2) entsprecben dann 
jenen zwei Punkten^ in welcben die durcb Nullsetzen von (2) in der 
Ebene der Cl dargestellte gerade Linie die Curve scbneidet. Vor alleni 
ist mm ciber jede game im alsoluten Sinne mr vierten Stufe geJwrende 
Modulform eine ratiooiale game liomogene Function der drei Grossen (1); 
aus dem Ausdruck dieser Function lassen sich vermoge der Relation 
(5) p. 30 von einer einzelnen unter den Grossen (1) alle Potenzen mit 
einem Exponenten >2 entfernen. 

Die quadratiscben Verbindungen der Moduln (1) konnte man nun 
wieder in lineare Beziebung zu den vierten ^^^-Teilwerten setzen, nnd 
namentlicb aucb liessen sicb aus den entspringenden Relationen aufs 
iieue aritbmetiscbe Ergebnisse zieben. Wir geben bierauf nicbt naber 
ein nnd betracbten aucb unter alien o6^ ganzen Modulformen ( — 3)*®^ 
Dimension nur die eine, deren secbs Nullpunkte sicb auf die seclis 
Oktaederecken von verteilen. Diese Modulform muss durcb S und 
T bis auf einen constanten Factor in sicb transformiert werden, und 
wir baben bier, wie man sogleich iiberblickt, mit zu thun. Es 
soil namlicb gelten, der Gleicbmassigkeit wegen nun aucb fur diese 
Wurzel der Discriminante ein einfacbes Bildungsgesetz mitzuteilen. 
Um letzteres zu leisten bemerke man, dass die im vorigen Kapitel 

p. 357 fiir imgerade n aufgestellten Systeme zu ^ ^ Moduln fiir 

n—1 jeweils aucb wieder nur einzeln stebende Grossen liefern, die 
entweder mit j^A oder ]/A^ normiert ganze Modulformen erster Stufe 
liefern. Nebmen wir insbesondere die Form ( — 3)^®^ Dimension 
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SO giebt sie normiert eine Form erster Stufe der Dimension ' — 6 oder 
— 12. Yon beiden Fallen muss aber der letztere zutreffeii^ da die in 
Rede steliende Form erster Stufe bei to = ioo verscbwindet und somit 
den Factor A aufweist. Zufolge ilirer Dimension — 12 ist sie dann 
direct mit A proportional, so dass selbst bis aiif einen constanten 
Factor mit |/A identiscb ist. Indem wir den ietzteren in gewobnter 
Weise bestimmen und mit der Gestalt der Reibenentwicklung you yg 
nocb eine leicbte, vereinfacliende Modification vornebmen, hommt als 
analytisches jBildiingsgeset 0 fiir die vierte Wiirzel der Diseriminante : 


(3) f/A = - A 2 (- ^ 1 + ^ = 1 (mod. 2), 

WO I ^ 7j alle Conibinationen gamer ^ mod, 2 incongruenter ZaJiIen diircli- 
laiifen soUen. Hierbei haben wir stillschweigend Yorausgesetzt, dass 
die Reibe (3) nicbt identiscb yerscliwinde; dass dies aber wirklicb nicbt 
der Fall ist, beweist man durcb Dmordnung dieser Reibe nacb an- 
steigenden Potenzen von r. 

Auf der anderen Seite batte man die Formel (3) aucb aus der 
iiacbfolgenden DarsteUimg der acJiten Wur^el der Diseriminante her- 
leiten konnen: 


( 4 ) 




1 ] — 1 r ;' 

1 ) ^ ri'T^ 


tvobei ri alle linger aden ZaJilen dtirchlatifen soil. Diese Formel (4) ist 
ein unmittelbares Ergebnis aus der ersten Formel (4) in I p. 161; sie 
entspriugt, indem wir diese Gleicbung nacb u differenzieren , hernacb 
= 0 setzen und die zweite Gleicbung ( 2 ) in I p. 160 benutzen. 

Es ist aber nun bier vor alien Diugen der Ort, analytiscbe Dar- 
stellungen ftir den Hauptmodul vierter Stufe ^(co) und die in I aus 
ihm vermoge des Differentiationsprocesses abgeleiteten Formen ^ 3 , 

(cf. I p. 632) zu bringen. Solcbe Darstellungen werden uns von den 
Modulsystemen ( 8 ) p. 359 geliefert, weun wir n — 2 nebmen. Diese 
Modulsysteme geboren zur ( — 2)^®^ Dimension, und insbesondere ist 
das zweite unter ibnen gegeben durcb: 

/o \2 ^ + 

p) I-' • 

V 


mit den Summationsbedingungen: 

( 6 ) I = — a, = 1 (mod. 2 ). 

Dass dieses Modulsystem aber nicbt etwa durcb identisches Yer- 

scbwinden der Reiben (5) ausfallt, beweise man durcb Entwicklung 
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clet AiifaDgsterniG der nach. aEstcigGiideii Potoiizen angGordnetcn RciliGii 
(5); wir finden tier: 


j = 2 (^)* J-i (1 — r — + 5r3 -1 ), 

\ 0, = 4: (^Jri (1 — 3f + + Sr® +•••)• 


Als Yerhalten der 0 ^, 0 ^ gegeniiber 8 und T schreibeu wir aus 

(5) und (6) p. 314 ab: 


(T) —■l/2< = ^o + «i> -y2%' = ^o-^i- 


■ 1 + i 


( 8 ) 


Durct V ergleict mit I p. 632 (14) ergiebt sich, dass die j fnit den 
damaligen Modtdn ^(-3, ^4 cogredient sind. Es gelingt nun aber wieder 
leictt; die Identitat beider Systeme durct eine kurze formentteore- 
tiscte Beiracttung festzustellen. Wir argumentieren tier etwa einmal 
in der folgenden Art: 

Da sict die 0 ^, 0 ^ gegeniiber 8 und T linear reproducieren, so 
wird die der vierten Stufe adjungierte Modulform: 


(9) 


aQ0Q + 


die wir yermoge zweier Parameter a aus ziisammensetzen, in 

alien sects Octaederecken der gesctlossenen Flache JF24 je im Grade 
^ yersctwinden; denn sie ist zufolge (7) bei co = i 00 mit propor- 
tional. Drei von den vier Nullpunkten von (9) liegen also in den 
fraglicten Octaederecken, so dass nur noct emer mit beweglich 

ist. Sonach ist der Quotient zweier untersctiedenen Verbindungen (9) 
ein Hauptmodul vierter Stufe, und es muss im speciellen eine Dar- 
stellung von der folgenden Gestalt existieren: 


( 10 ) 


fi(m) = 


, 

* 


Zur Bestimmung der a, h bemerke man, dass der Quotient 




bei 


G) = i 00 zugleict mit ft unendlict wird und zwar genau in derselben 
Weise wie ft (cf. I p. 614 Formel (6)); es ist demnact = 0, aQ = \. 
Da aber weiter die Wirkung von S auf den ;^-Quotienten dieselbe ist, 
wie auf ft, so muss a^ — 0 sein. Es ist demgemdss der Saujgtmodul 
ft(£u) mit dem Quofienten 0 q : % identischy so dass wir tins von (5) aiis 
ein erstes Bildungsgeset 0 fiir ft(co) verscliaffen konnen. 

Weiter bemerke man nun, dass nacli I p. 633 (15) der Ausdruck 
0Q0i(0Q^ — ganze Modulform erster Stufe vorstellen wird, da 
die 0a mit ft^, ■ft4 cogredient sind. Da tiberdies 
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(jQ = ioo Yerscliwindet, so ist dieser Ansdrueb mit A bis auf einen 
Humerisclieii Factor identiscli; letzteren bestimmen wir aus (7) leicht 
zu 2'^. Aas der so bewiesenen Formel zielien wir ziigleicli unter Be- 
nutzuDg der dritteii Formel (15) in I p. 633 die Identitat: 


a — 1 ) 




so dass bis auf eine secbste Einbeitswurzel mit 2^1^ identiscb ist. 
Diese Einbeitswurzel ist aber direct gleicb da die Anfangsglieder 
der ReibenentwicMungen von und 2^^ ubereinstimmen. Die ganmi 
3fodiilfo7'men 0 ^ sincl also direct identiscli mit den Modxdn 2,%, 2g,^ 
imserer frillieren Theorie, 

Nocb bemerke man, dass die beiden 0 , mit denen wir bier ar- 
beiten, bis auf einen gemeinsamen numerischen Factor eben jene sind, 
denen die Darstellung (2) p. 290 gait. Wir 0 ieJien Jiieraiis cds 0‘iveite 
Darstellung des Galois' sclien Haiiptmoduls vierter Stufe 


(11) 


ft(ca) 


'd’g (0^ r®) * rn=— CO _ 

’ ^3(c03r, 

jZi ^ 

m — — CO 


Infolge des einef>% beweglicben Nullpunktes der Verbindimg (9) 
Hesse sicli von den 0 ^ ein eigenartiger G-ebrauch fiir die rationale 
ganze Darstellung der ganzen Modulformen vierter Stufe iiberbaupt 
macben. Wir gehen indessen bierauf nicbt naber ein und unterlassen 
aucb die Discussion weiterer mit 0 ^, % cogredienter Modulsysteme 
vierter Stufe, die von den allgemeinen Ansatzen des vorigen Kapitels 
geliefert werden. 


§ 6. Die beiden digredienten binaren Systeme 0a der Dimension — 2 

bei n — h, 

Indem wir zu n — b weitergeben, unterlassen wir bier zum ersten 
Male eine allgemeine Betracbtung iiber die im absoluten Sinne bierber 
geborenden Formen ( — l)ster Dimension. Der Grand ist, dass unter den 
uns unmittelbar zur Verfiigung stebenden, analytiscb definierten Mo- 
duln sicb Gross en der gemeinten Art nicbt finden. Es mocbte freilicb 
nicbt scbwer balten, von den - Teilwerten aus die fraglicben Moduln 
zu bildenj inzwiscben wenden wir uns sogleicb zur Specialisation der 
allgemeinen Ansatze (1) ff. p. 357 fiir n = h und werden im Bereicb 


Cf. „Ikos.“ p. 132 (19). 
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clieser Modulsysteme in der That alle Grossen gewinnen, welclie iins 
in I bei der fiinften Stufe beschaftigten. 

Bei n = 5 kommen fiir die cii Reihenentwicklungen ziim ersten 
Male 0i€€i nnterschiedene Formclassen zur Geltung, als deren reducierte 
Formen (2, 2, 3) und (1, 0, 5) zu nennen sind. An Stelle derselben 
werden wir aber fiir nnsere Reihenentwicklungen die mit ihnen aqui- 
valenten Formen: 

lr(i,tj) = 6r + ioi»j + 5f 

zu gebrauchen haben. Die durch 2 geteilten ersten Coefficienten dieser 
Formen sind p = 1 und p = S] nach der beziigiichen Regel (6) Yon 
p. 358 folgt hieraus: Die mr Form f geliorenden Systeme sind durch den 
Zusatzf actor ]/A zu Moduln fiinfter Stufe m normieren^ die Modulsysteme 
der quadratisclien Form /' aher durch j/A^, 

Die Ansatze (1), (2) p. 357 liefern nun fiir die quadratischen 
Formen (1) insgesamt zwei ternare Systeme der Aa und yier binare 
Systeme der Za (sofern wir nur die beiden niedersten Dimensionen be- 
handeln wolleu). Die nahere Betrachtung zeigt aber, dass sich die zu- 
nachst aufgezahlten seeks Systeme auf nur drei unterschiedene reducieren. 
Es werden namlich die Aa Entwicklungen nach Potenzen von r mit 

den Exponenten ~ aufweisen, und es mogen insbesondere und 

die kleinsten beim ersten bez. zweiten Aa- System auftretenden Zahlen 
% sein. Alsdann miissen 

I 1 “F 5 ifg I 3 Tie> “F 

_ = 20 ^ ^ "T" 4* ^ 20 ’ 

Briiche mit dem Nenner 5 sein; die denkbar kleinsten Zahlwerte sind 
also = ^ j diese Zahlen dock positiv sein mussen. In 

den zwolf Ikosaederecken der geschlossenen Flache Fqq werden des- 
halb fiir das erste System der Aa Nullpunkte jeweils der Ordnung f , 
fiir das zweite System aber solche der Ordnung liegen. Da nun 
eine Form 

( 2 ) CqAq + + ^ 2^2 

auf Fq^ insgesamt 5 Nullpunkte aufweist, so wiirden fiir den Aus- 
druck (2), gebildet im ersten System, 5 — 9 = — 4 Nullpunkte als 
beweglich iibrig bleiben, beim zweiten System aber 5 — 3 = 2. Die 
Rechnung zeigt denn auch, dass die Reihen Aa der Form f identisch 
verschwinden, wdhrend wir von f' aus ein terndres System mit zwei he- 
toeglichen NuUpunTcten gewinnen; dieses System wird weiter unten naher 
zu untersuchen sein. 
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Indem wir fiir die die Uberlegung bis zur Bestimmuiig von 
= 3 bez. 5^2 ~ 1 genau wie eben durcliftilireiij koinmt nuiiiiiebr in 
Betracbt, dass die Zabl der Nulipunkte einer Modulform ( — 2)^®^ Di- 
mension auf zebn ist. Das einzelne von i]) gelieferte System 
; % wiirde dann offenbar in 

(3) 

eine Modulform mit einem bewegliehen Niillpunkte liefern, ein zii 
f v) geborendes System aber eine Form (3) mit siehefi Null- 
pankten, sofern Glieder mit = 3 und den Reibenent- 

wicklungen wirklich auftreten. Modulsysteme bei denen diese Glieder 
feblen, konnen aber tiberbaupt nicbt vorkommen; denn z. B. bei f' 
'vmrde die nacbst kleinste Zabl — b sein, und eine ziigeborige Modol- 
form (3) miisste in den 12 Ikosaederecken je in der Ordnung f ver- 
sebwinden^ was mit ibrer Wertigkeit 10 im Widersprucb stebt. Gabe 
es aber endlicb Bwei unterscbiedene cogrediente ^^^-Systeme bei 
[oder aucb bei 7})]^ so liessen sicb beide zu einem nenen System 
combinieren^ in welcbem das Glied mit — S feblte; ein solcbes 
System aber kann^ wie wir gerade seben^ nicbt esistieren. So lldben 
iins mir Bwei hinare Systeme ( — Dimension, eines, 0a, die quadra- 
tisclie Form f(i, tj), ein Bweites, das ivir durcli die BeBeichnung Ba unter- 
scheiden mogen, der Form f'{^, ri) entsprechend. 

Das erste System konnen wir durcb die beiden Reihen geben: 


( 4 ) 


mit den Summationsbedingungen: 

I = — a (mod. 5), ^ = 1 (mod. 2) 
und entnebmen aus den Anfangstermen: 

^ (1 - +•••), 

+ ^ (1 — 3r — + ■ . •) 


(5) 


Ba 


die Tbatsache, dass die Reiben (4) tbatsacblicb nicbt identisch ver- 
schwinderi. Das Gleicbe batten wir aber aucb scbon aus der Gestalt: 


( 6 ) Ba = (— 1 )®+^* 2i 

Oder entwickelt: 




A (^acojt, r^) 




(lOm+5 — 

An 
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sehliessen konnen, Darstellimgen, welche aus den allgemeinen For mein 
(2), (3) p. 281 fur nnser Modulsystem entspringeu. 

Bei der quadratischen Form f gehen wir durcF Ausiibung der Sub- 
stitution 1 = 1', 1? == — l'+ 1?' ziir Hauptform (1, 0, 5) und konnen 
dann das Modulsystem in einfacbster Weise durch: 


( 8 ) 


Sa 




20 


mit den Snmmationsbedingungen: 

I = — a (mod. 5), | + ij = 1 (mod. 2) 


definieren. Dass auck diese Reihen nicht identisch yerscbwinden, er- 
seben wir wieder aus den Anfangsgliedern der nach ansteigenden 
Potenzen von r geordneten Entwickl ungen : 

= -f r* (1 -f- 10»- — 12 + • • •) , 

0.; = - (^)%-^ (7 -f 6 j- - 3r2 — 30 r® + • • •) • 

TJm unsere zu Modulformen fiinfter Stufe zu normieren^ 

sclireiben wir: 


( 10 ) 2^1 = — 0^yA, 2^2 = + ^ 2 ’/^? 

(11) = < (V A)"* , r}2 = < ( 1 / A)' , 


wobei gerade diese Auswabl der Bezeichnungs weise sogleicli ihre Vor- 
teile mit sich. bringen wird. Indem wir die Wirkung Yon S und T 
auf die aus den allgemeinen Formeln (1), (2) p. 313 ableiten 

wollen, sind die Zablwerte j) = 1 bez. jp = 3 in bekannter Weise zu 
beriicksicbtigen. Wir finden nacli hurger Ztmschenrechnung als WirJcung 
von S und T atif die ta * 

(12) {S) 


(13) (T) 


]/ 5 ^^) tl ^^) ^2 7 


imhrmd sich fur das System de^' die heiden Substituiionen anscJdiessen : 


(14) 

(.S) 

%' = 


% = 



if 

1 

(£^- 


(15) 

{T) 


• (e- 

■ «*)’?! + (fi^ — «"*)%• 


Wir haben also bier wieder den Fall zweier digredienten Sjsteme 
fiinfter Stufe, der uns im vorigen Abschnitt (p. 139 fif.) bescbaftigte. 
Dank der in (10) und (11) gewablten Bezeichnungs weise stimmen die 
jetzigen Formeln mit den damaligen (4) p. 139 genau iibereim 
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Fassen wir endiicli Bocli zusammeii, was aus den voraufgelieiiden 
Entwicklungen unmittelbar hervorgeht: Die Her Dimension 

— 5, die 7 ] a von der Dimension —11; von den 26 Xidl^nmlden einer 
leliebigen Form leiveglichj die iihrigen 24 rer- 

teilen sich mi mvei mif die mvolf IkosaederecJcen von F^^ ; von den 56 Null- 
jgimhten der Form + ^ 3 ^ 22 ) insgesamt siehen beiveglicli^ tvahrend 
sich die iihrigen 48 me je vier auf die modlf Dcosaedereclcen verteilen, 
Diese Satze werden das Fundament unserer weiteren Uberlegung aus- 
machen. 


§ 7. Analytisclie Bildimgsgesetze fiir den G-alois’selien Hanpt- 
modnl Sfeo). Znriickfiilir-ang der ria anf die 


Die im Yorigen Paragraphen definierten Moduln ^2 
den ^ 3 , aus I p. 631 eogredient^ es gelingt aber aucli bier wieder 
leiebt, die Identitat der beiderlei Systeme in der bisber iiblicben Art 
zu beweisen. Da namlicb + 62^2 beweglicben Nullpnnkt 

auf Fqq bat, so gilt fiir den Hauptmodul funfter Stufe ^( 0 ) die Dar- 


stellung : 
( 1 ) 


?(«)== 


<^i Si + ^2 Si 


Nun yerschwindet bei a — ioo der Quotient ©ben dies 

ist aber aucb nacb I p. 614 (6) der Naherungswert von g bei <d ==joo, 
so dass in (1) = 0 und c, = cl^ ist. Da ferner § wie aucb ti ■ tt 

bei Ausubung von S ubereinstimmend den Factor s annehmen, so 
muss c\ = 0 sein. Es ist d&mnach ^(m) der Quotient von und ti, 
so dass tcir fur den Galois’ scJieii Eauptmodtd % (to) die analytisclien Bar- 
stellunqen hesit 0 en*): 

^ ^ , , 3_ ■9'i (aijr, r®) 

(2) 5(cu)==»' 


( 3 ) 




CO 5 3 

m— — CO 

CO 5 tn~ + m 

m= — CO 


Jetzt reebne man ferner aus, dass die neuen ti, S 2 ^ = ioo 
dieselben Anfangsterme der Entwicklung nacb r aufweisen, wie die in 
I gebildeten £ 3 , namlicb: 


Die biermit gelieferte DarstelluDg von g(Q)) dureb die -a-j - Function v^urde 
von Hrn. Klein zuerst in der Note: Uher geioisse Teilwerte der %'^-Functioyiy 
Math. Ann. Bd. 17 (1881), angegeben. 
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Die genaue Identitdt leicler Systeme ist damit durcli die Bemerkung 
bewiesen, dass die Ikosaederform gebildet fiir ^25 zufolge einer 
bekannten Zwischenbetrachtung mit — identisch sein muss^ und 
dass eben dies aucb der Wert Ton ^ 4 ) ist. 

Die beideB Formen (— 5)^®"^ Dimension ^2 sind besonders ge- 
eignet, mit Znbulfenahme der Discriminante A eine rationale ganze 
Darstellung fiir alle ganzen Modulformen fiinfter Stufe ilberbaupt zu 
leisten. Ist etwa co^) eine ganze Modulform fiinfter Stufe der 

Dimension — Vj so wird dieselbe anf Fqq im ganzen 5v einfacbe Null- 
punkte besitzen. Nun hatte der Ansdruck + 6 ^ 2 ) 3 inr nocb einen 
beweglicben Nullponkt^ und man bilde sich daraufhin die 6v Aus- 
driicke welche in den 6v Nullpunkten von Z{g)^, 

verschwinden. Alsdann wird offenbar der Quotient von 


(5) n («£?! + und CO. 2 ) 

i=l 

eine gange Modulform fiinfter Stufe darstelleUj insofern sie auf 
nicbt unendlicb wird; zudem ist diese Modulform von der Dimension 
— 24Vf und ibre 120v Nullpunkte verteilen sick zu je lOz^ auf die 
zwolf Ikosaederecken. Es giebt nur eine Modulform dieser Art, nam- 
licli A^’'; also entspringt fur Z die Darstellung: 

5v 

jf 

( 6 ) ZCco^, G32) 


Verscbwindet Z selbst in alien 12 Ikosaederecken in gewisser 
Ordnung, so werden sich im Zabler von ( 6 ) einige Pactoren in eine 
Potenz von A zusammenziehen lassen, die man dann gegen den Nenner 
lieben mag. Dieser Umstand tritt ein, wenn wir jetzt unsere beiden 
% nach der Regel ( 6 ) durch ausdriicken wollen. Den sieben 
freien Nullpunkten der fja entsprechend werden wir fiir das einzelne 
7]cc ein Product von sieben Pactoren (a ^1 + 5 ^ 2 ) bilden miissen, welches 
der Dimension — 35 angehort und in den zwolf Ikosaederecken je 
14-fach verschwindet. Dividieren wir also das gebildete Product noch 
durch A^, so kommt ein Quotient der Dimension — 11 mit je 4 festen 
Nullpunkten in den Ecken. Sind demgemass und /J, gewisse ganze 
homogene Yerbindungen 7^®^ Grades der , muss es fiir % 

die Darstellungen geben: 


( 7 ) 



%== 
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Die Bestiramung der fa ist ausserst leiclit. Erstlicli kann namlicli 
nur solciie Glieder entialten, welelie sicli bei der Substi- 
tution S um den Factor s andern. Beim Verbalten you gegen- 

liber S wlirde also % der Congruenz: 

2 {1 — %) = 1 (mod. 5) 

genilgen miissen, so dass % = 2 (mod. 5) ist und also nur die zwei 
Glieder ^ auftreten. Indem man ihn ahnlicber Weise bei % 

verfabrt, kommen die Ansatze: 

die sicb. fiir die urspriingiicben ^ Ba umsehreiben in: 

2 '" = — azf -}- 2 * + d-z.y , 

Zur Bestimmung der Constanten a, h, c, d benutzen wir die Reiben- 
entwicklungen. Um dies etwa fiir a, h auszufobren, so ergiebt die 
Substitution der betreffenden Eeiben in den aufgescbriebenen Ansatz: 

— (^7 __ I62r) == ar^ + — 23r). 

Wir lesen daraus ab: 5 = — 7, a = 1. Durch eine analogs Recbnung 
findet man c = 7, d=ly so dass die Darstellung d&)f' % vermoge 

der ^2 g^T'^stet ist durch: 

( 8 ) A^Tli = V - 

An die somit gewonnenen Formeln kniipft sicb eine interessante 
historiscbe Bemerkung. Indem wir die ta - Substitutionen ausiiben, 
werden sicb die beiden Ausdriicke auf den recbten Seiten Yon (8) 
linear substituieren, und zwar cogredient mit V 27 aucb, was 

wir nun betonen^ contragredient mit 1 ^ 2 ? — Vi^)‘ Dieserhalb wird der 
doppelt-binare Ausdruck: 

(9) ni 0 52* + 52 ’) + % (7 Si* - eiO 

formell in sicb selbst tibergeben miissen, fails man auf ibn simultan 
die digredienten ri, g- Substitutionen ausubt. Dass der Wert des 'Aus- 
drucks (9) unyerandert bleibt, ist selbstverstandlicb; er ist ja einfacb 
mit Null identiscb zufolge der fiir uns vorliegenden functionentbeo- 
retiscben Beziebungen zwiscben ija • Es war also Nacbdruck 

darauf zu legen^ dass sicb aucb die Gestalt von (9) linver’andert repro- 

Wir erinnern bier kurz an den allgemeinen Begriff der Contragredienz: 
zwei Systeme von gleicbviel Yariabelen x^ , x^; 2 /i i 2/2 * • m Vm beissen 
contragredient, wenn sie gleichzeitig solchen Substitutionen unterworfen werden, 
dass die urspriingiicben und transformierten Werte der Yariabelen dureb die 
Identitat 

Hi + ^/ys' H 1 " == *1 2/1 + *22/2 ^ 

verbunden sind. 

Klein-r'ricke, Modulfanotionen. II. 


25 
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cluciert, dass also die lEvarianz bei beliebigen Werten der digredienten 
Variabelen fia? bestebt. 

Es bat nun Hr. G or dan scbon vor langerer Zeit das vollstandige 
System der doppelt-binaren Formen aiifgestellt^ welcbe^ wie die Form 
(9), gegentiber den simuitanen digredienten Substitutionen (gestaltlich) 
absolut invariant sind^). Neben einer grosseren Reibe anderer For- 
men**) fiuden sicb insgesamt vier Formen, welcbe in linear 

sind; die erste ist die Form (9), die ubrigen drei zeigen in den 
bez. die Grade 13, 17 und 23. Jede fernere invariante Form, die in 
den linear ist, wird sicb linear und bomogen aus jenen vier Formen 
aufbauen, wobei die Coefficienten solcbe rationale gauze Verbindungen 
der Ikosaederformen to)) ^(tu ^(.ti) t^) d^ss der Ge- 

samtausdruck in den ta Homogeneitat zeigt. Eine Anwendung dieses 
Satzes konnte man insbesondere auf diejenigen binaren, mit den rja 
cogredienten Modulsysteme machen, welcbe fur die boberen Dimen- 
sionen — 4, — 6 etc. von den allgemeinen Ansatzen des vorigen Ka- 
pitels geliefert werden: Alle diese Modulsysteme wtirden lineare Com- 
biuationen von vieren unter ibnen sein miissen, wobei die Coefficienten 
dieser linearen Verbindungen ganze Modulformen erster Stufe waren. 
Inzwiscben wurde es zu weit ftibren, wollten wir ausfubrlicber auf diese 
Gegenstande eingeben'^*'^*'^). Analoge Untersucbungen batten wir ilbrigens 
scbon bei den vorangebenden Stufen ausfiibren konnen, 

§ 8. Formentheoretiselie Gestalt der Hesolvente fiinften Grades 
der Ikosaedergleickung. Beziehung znm Hauptmodnl t der Unter- 

gruppe Tg. 

Im Anschluss an die Formea ga, finden wir Gelegenheit, hier 
noehmals auf die Resolvente fuuften Grades funfter Stufe zuriickzu- 

Im Verlaufe der Abb. ,JTber die Auflosung der Gleichungen vom 
Grade^\ Math. Ann. Bd. 13 (1878). 

Man sebe insbesondere die 1. c. gegebene tabebariscbe Zusammenstellung 
G or dan’s. Die Diagonalglieder der Tabelle entbalten die Formen gleicb bober 
Dimension in es sind dies die drei oben p. 141 unter ( 11 ) aufgezablten 

Bildungen. Vgl. auch Ikos. p. 194 

*'*'^) Die vier im Texte genannten doppelt-binaren Formen der Art (9) sind 
ubrigens bei Gordan wenigstens z. T. nur in symboliscber Gestalt angegeben. Die 
fertigen Ausdriicke findet man vollstiindig ziisammengestellt in der Dissertation 
von Hrn. 0. Fiscber j^Oonforme Ahbildung sphdrischer Dreiecke auf einander 
mittels algebraiscker Functionenf^ (Leipzig, 1885) p. 63. Es werden dortselbst die 
Abbildungen untersucbt, wie sie unter andern durcb Gleicbungen der Art (9) von 
einem Ikosaederdreieck der f-Ebene auf die Ebene der complexen Variabelen 
iq : 7 }^ vermittelt werden. 
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kommenj fiir welclie wir eine erste, fanctionentlieoretisclie Gestalt in 
I p. 649 (4) kennen lernten. Es gilt eine formentlieoretisctie Gestalt 
fiir die Resolvente itinften Grades abzaleiten^ welclie die Gestalt einer 
Haiiptgleichimg fiinften Grades Iiat, d. h. einer Gleielinng. in welch er 
ansser der vierten Potenz der Gnbekannten auch nocli deren dritte feiiit*""). 

Wir kniipfen bier zweekmassig an die Entwicklimgen im vorigeii 
Abschnitt p. 139 n. £, wo wir in den funf, den Werten 2 / = 0, 1; 

4 entsprecliend zn bildenden Ausdriicken 

(1) + s-’tiJ-k + 

Grossen erkannten, welclie gegeuiiber S and T das 1. e. unter (9) an- 

gegebene Yerhalten zeigen. Indem wir jetzt unter ija nnsere Yor- 
aufgehend betracliteten Moduln verstehen, liaben wir in (1) fiinf Modul- 
formeii fiinfter Stiife definiert, die sick bei Ausiibung von S und T 
einfach permutieren, und die demnacli ein System gleicbberechtigter 
Moduln vorstellen. Dieselben sind von der Dimension — 16 und ver- 
scbwinden in den zwolf Ikosaederecken je im Grade 6; eben dieser- 
lialb werden auch nocli die Quotienten der Ausdriicke (1) und A gan0e 
Modulformen fiinfter Stufe^ und zwar der Dimension — 4 vorstellen. 
Die so erhaltenen fiinf gleichberechtigten Quotienten nennen wir gv 
und finden insbesondere fiir die Anfangsglieder der Potenzent- 
wicklung : 

2/o = H- -f H 1 • 

Als eine unter fiinf gleichberechtigten ganzen Modulformen ge- 
niigt yQ einer Gleichung fiinften Grades, deren Coefficienten ganze 
Modulformen erster Stufe sind, wahrend der Coefficient des hochsten 
Gliedes gleich 1 ist. Da die y^ bei co = ioo verschwinden, so werden 
die Coefficienten in der fraglichen Gleichung fiinften Grades .nach 
einem oft benutzten Satze durchgehends den Factor A aufweisen. Diese 
Gleichung hat also notwendig die Gestalt: 

(3) -f + hg^Ay + cg^^A = 0 , 

indem ganze Modulformen erster Stufe mit dem Factor A eben erst von 
der Dimension — 12 an auftreten. Zur Bestimmung von e setze 
man in (3) fiir y die Entwicklung (2) ein und benutze die Anfangs- 
terme fiir A und g^\ man fmdet so nach Icur^er Beehmmg als formen- 
theoretische Gestalt der JResolvente funften Grades: 

(4) y^ — 40 A • y^ — GO^gA • y — 144^2^ A = 0. 

Vgl. hierzu insbesondere „Ikos.“ p. 105— 107 j man hat in der dort con- 
struierten „Haiiptresolvente“ der Ikosaedergleichung nnr m = ~ , n = 0 zu 

setzen, nm die nunmehr im Texte abzuleitende Gleichung zu gewinnen. 

25^= 
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Bei der Zuriickfiihmng der Gleichung (4) anf die function entheo- 
retische Eesolvente 5^®^ Grades wolle man zuerst iiberlegen^ welclier 
Ton den fiinf Moduln yv zu dem in I p. 647 in Pig. 98 gezeiclineten 
Polygon geliort; es wird einfach y^ sein, was wir aus der Sym- 
metrie dieses Polygons beziiglicli der imaginaren ca-Axe mit Riicksicbt 
anf die reellm Entwicklungscoefficienten in (2) beweisen. Auf dem 
Polygon F^ ist nun y^ als Form der Dimension — 4 von der Wertig- 
keit ein Nullpunkt entfallt, wie man in (2) sieht^ nacb der Spitze 
G) =iioo- die beiden anderen, je in der Ordnung finden sick nacb 
den Regeln des § 1 (p, 364) in den beiden Ansnahmepunkten welche 
F^ anfweist. In diesen beiden Punkten I wird demnacb der Quotient 
endlich und von Null verscbieden sein; dagegen wird dieser 
Quotient im dritteu Punkte h von F^ ofiPenbar einfacb verscbwinden 
mussen und ubrigens in der Spitze o = ^oo in der Ordnung eins un- 
endlicb werden; sonstige Hull- und Unstetigkeitspunkte treten aber 
fiir : y^ niclit auf. Es ist dieserbalb der in Rede stehende Quotient 
mit dem in I fiir definierten Hauptmodul z durcb eine beiderseits 
lineare Gleicbung verkniipft, und wir scbliessen aus der Wertever- 
teilung von z auf den Ansatz: 

(r — 3)2 /o==c-^2. 

Durcb Naberungsrecbnung bei (o = ioo findet man sofort c= — 12, 
so doss die miscJien tmd z hesieliende Relation die Gestalt hat: 



Zur Priifung unserer Entwicklung fiibre man den biermit ge- 
wonnenen Ausdruck von y^ in (4) ein und findet: 

{z - 3)3 {(r — 3)^ - 5(tr — 3) + 40} + 1728/== 0, 
oder etwas weiter entwickelt: 

(t-3)3(t 2 - Hr + 64)+ 1728/= 0, 
womit die functionentbeoretiscbe Resolvente wiedergewonnen ist. 

§ 9. Das temare Modulsystem fxinfter Stufe der A^. 

Es bleibt jetzt nocb die Discussion des in § 6 (p. 380) aufge- 
fundenen ternaren Systems der welcbes wir durcb die Reiben: 

(1) A.==^^(-l)ir ^0 

mit den Bedingungen: 


(mod. 5) , I + = 1 (mod. 2) 
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zu definieren iiaben***^). Die Anfangsterme der Eeilienentwicklimgen sind: 


( 2 ) 


^■2= + (^)rA{l-2r+r2-2>-^+2.-+--.}- 


Dm die Aa zn Moduln fiinfter Stufe zu normieren, sdireiben wir: 
(3) Ao = — 2 A oV A , = - A, j/ A, A. = — A, f'A, 

so dass nur erst die Producte Ac A game Modulformen fiinfter Stufe 
werden; wir wollen iibrigens diese, fiir die normierten Moduli! bereits 
p. 332 in Aussicht genommene, genauere Bezeichnung A nur dann an- 
wenden, wenn es zur Dnterscheidung notwendig ist. Die ^Anfangsterme 
der Entwicklungen fur die normierten Ac sind: 



ibr Verhalten bei S und T ist: 


(S) 

(T) 


Aq — Aq j Aj — A2 — 

■)/ 5 Aq' = Aq + Aj + Ag ; 

]/5 A/ = 2Aq + (s- + ^'')Ai + (5 + A 2 , 
|/5 A^ = 2 Aq (f “j” 5^) A^ -f- A 2 ; 


wie man unter Riicksicht auf den in der ersten Pormel (3) recbter 
Hand aiifgenommenen Factor 2 aus den friilieren Regeln leicM ab- 
leitet. Der Vergleicb mit I p. 644 (4) liefert nunmebr das Resultat: 
Die jeM auf analytiscliem Wege definierten normierten Moduln Ac sind 
mit den in I lei n = h gelildeten Grossen Ac cogredient Die beiderlei 
Systeme sind iiberdies von gleicher Dimension und stimmen in den 
Anfangstermen (4) iiberein 

Wie wir scbon in § 6 feststellten , besitzt die gauze Modulform 
5^®^ Stufe (— Dimension 

(5) A {C(^Aq + Cl Ai + C 2 A 2 ) 

auf Fqq nur mei bewegliche Nullpunkte, so dass in den 12 Ikosaeder- 
ecken je vier Nullpunkte festliegen. Eben desbalb ist der Ausdruck 


■■*') Auch das im vorigen Eap. p. 329 ff. allgemein eiugefulirte System der 
fiilirt fiir n == 5 zum bier vorliegenden Modulsystem zurtick. Man sebe darnber 
„lSrormalcnrven“ § 20. 

**) In letzterem Betracbt vgl. man in I die Formeln (1) p. 643 und (2) p. 619* 



390 -i- Formentlieoretiscli-analytisclie Ausfiilirniigen far niedere Stufen. 

(5) als gauze liomogene Function zweiten Grades von ^2 darstell- 
bar, ohne dass noch irgend eine Potenz von multiplicativ binzu- 
trate. In den drei Ausdrucken AAa baben wir somit solcbe quadratiscbe 
Verbindungen von gg, die gegenuber S das Verbalten der teilen, 
Man entnimmt daraufliin aus ( 12 ) p. 382 nnmittelbar das Ergebnis, 
dass die drei Producte AA^ bis auf numeriscbe Factoren mit 
bez. nnd identiseb sind. Wie diese Factoren beissen mtissen^ 
ergiebt sicb aus den Anfangsgliedern der beziiglicben Reibenentwick- 
lungeii^ wir finden die Ergebnisse: 

/^) A A— A — “• 

(bj Aq — ^ ? Ai r A ^ ^2 — A 

Erinnert man sicb, dass die jetzigen Moduln dem in Bd. I mit 

dieser Bezeicbnung belegten System durcb Normierung mit VA ber- 
vorgeben (cf. I p. 631 (9)), so ergiebt der Vergleicb der eben gebil- 
deten Formeln ( 6 ) mit denen in I p. 643 ( 1 ) die Identitdt der damaligen 
Aa 'init den neiien Moduln Aa funfter Stufe, 

Hiermit baben wir in der That ftir die gesamten in Bd. I bei 
n = 5 untersucbten Moduln analytiscbe Darstellungen mitteilen konnen. 

§ 10. Analytisclie Darstellungen fnr die einfachsten Modnl- 
fonctionen sechster Stufe y{(o) nnd x(co)^). 

Den Modulfnnctionen secbster Stufe galten die Entwicklungen in 
I p. 683 ff. Es erscbien damals zweckmassig, als ein voiles Modul- 
system fiir 71 — 6 eine auf dem Polygon dreiwertige Function y(^m) 
mit einer zweiwertigen x((d) zusammenzustellen. Jene wecbselte bei 
Austibung von S ibr Zeicben, diese nabm den Factor an, und sie 
waren an einander gebunden durcb die Relation x^ -j- = 1- merken 

wir endlicb aucb nocb die ilnfangsglieder der Entwicklungen nacb r an: 

(1) ^ = -j- r~^y X — — 

Es lassen sicb nun ftir y und x ausserst einfacbe analytiscbe 
Darstellungen vermoge der Function angeben. Dieselben sollen 
bier, tibrigens unter Beiseitelassung mancber Einzelbeiten der Zwiscben- 
entwicklung, angegeben werden^ man wird diese tiberall leicbt erganzen. 

Um mit y{cQ) zu beginnen, so ist y^^co) ein Hauptmodul fur das 
Transformationspolygon secbster Ordnung **=*), aufwelcbem derselbe 
in der Spitze co = ioo unstetig und bei 05 == ^ zu Null wird. Nacb p. 366 

*) Man vgl. bier die Arbeit des Heransgebers j,Die Congruemgruppen der 
sechsten Stufe^^, Matb. Aon. Bd. 29 p. 97 (1886), insbesondere § 10. 

**) Of. Fig. 1 p. 42 Oder aucb I p, 367 Fig. 86. 
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ist nun die Modiilform diesem Polygon F ^2 adjimgiert 

und wird auf demselben zwei Nullpmikte aufweiseny die niir in den 
Spitzen desselben gelegen sein konnen. Ein Nullpunkt der Ordniing 
^ findet sicli bei m = too, der andere von der Ordnung f bei © = -i-; 
man beaclite bierbei^ dass die fraglicbe Modulform nur in soleben 

Spitzen ~ verscbwindet, welcbe gerades y aufweisen. Da nnsere Modal- 

form zur 2^®^ Stufe gebort, so wird sie durcb Transformation diitter 
Ordnung eine absolut zur 6^®^ Stufe geborende Form ergeben. Ins- 

besondere ist wieder die Form (~) dem Polygon 

jungiert; sie verscbwindet bei m = ioo in der Ordnung f, bei ra = -l- 
in der Ordnung Hieraus ist mit Rucksicbt auf (1) obne weiteres 
evident j dass sicli y {p) durcli naclifolgenden Weise dar- 


stellen Idsst: 

( 2 ) 


n(co) = 




Tragen wir die Reibenentwicklungen ein, so seM sicJi der ex^Uciie Aiis^ 
driich fiir y Mvechmdssig in die Gestalt: 

2' ‘ 

^ ;/^ = 0 

” 3m07i4-l) 

m = 0 


( 3 ) 


yy(co) = ■>• 


Um eine entspreehende Darstellung fur x((o) zu gewinnen, wenden 
wir Transformation drifter Ordnung auf y an und untersuclien den 

Ausdruck y^i^- Diese Grosse gehort, wie man leicht feststellt, als 

Hauptmodul zu der durch ^ = 0 (mod. 3), y = 0 (mod. 2) definierten 
Congruenzgruppe der secksten Stufe. Das zugeliorige Polygon ge- 
winnt die iibersiclitlicliste Gestalt durcli Eiblagerung in Pig. 84 I 
p. 365; es besteht daselbst einfach aus jenem gleicbsebenkligen Drei- 
eck, dessen Eckpunkte c die Bezeicbnungen 2, 5 und Cj tragen. Hierbei 
sind die beiden kleineren Dreiecksseiten einander zugewiesen, wabrend 
von der grossten Seite die linke Halfte der recbten zugebort. Die Be- 
ziebung dieses Polygons zu dem von x wird man jetzt leicbt fest- 
stellen und kleidet die Ergebnisse dieser geometriscben Uberlegung 
obne weiteres in die Pormel: 
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Uiiter Benutzung der zwisclien x und y bestehenden Relation ergiebt 
sicb YOU bier aus leicbt: 


y{p)-y (l) = (1 — 


SO class wir mit PdicltsicM aiif (2) und (1) fur x{g)) die Barstelhing 
durcli ^2 gewinnen: 

(t) ' 

Wetter folgt durcli Eintragimg der Eeihen: 


( 0 ) 


X((D) 


2’ 


(67« + 1)^ 
24 


8(2 7^4-1)^ 


_ r-i . 


2^ 


3 7/i^ -}- m 


2^ • 

0 


3 77 .^- 1 - 3 ; w ^ 

2’ ' 


ein Eesaltat, das sicb an Einfacbbeit des Ausdrucbs durchaus mit 
Formel (3) auf gleicbe Stufe stellt. 


§ IL Analytiscbe Da(ystellnngen fiir die in Bd. I betrachteten 
Systeme der 0a und Aa Y-on siebenter Stufe. 

Die allgemein angesetzten Modulsysteme in den beiden Scbluss- 
paragrapben des vorigen Eapitels geboren fur n = 7 obne weitere 
Normiemng absolut der siebenten Stufe an; mogen wir uns Torab 
daraufbin allgemein orientieren, wie viele unterscbiedene terndre 0a- 
Systeme bier eintreten konnen. Sei eines unter ibnen 0^, 0^, so wird 
die Modulform) 

( 1 ) + ^4^4 

auf -figg im ganzen 28 einfaclie Nullpunkte liaben. Nun verschwinden 

a 

die 0a in den Spitzen samtlicb, und es sei r^ die niederste in den 
Entwicklungen der 0a auftretende Potenz yon r. Alsdann ist 0 jeden- 
falls > 0, und es liegen von den 28 Nullpunkten des Ausdrucks (1) 
in den 24 Punkten c je <? fest. Man siebt, dass notwendig <? = 1 ist, 
so dass der Ausdruck (1) nocb vier beweglicbe Nullpunkte bat. Indem 
aber eines unter den 0a gegentiber S die Einbeitswurzel s als Factor 
annimmt, sind die wie man mit Hiilfe von (1), (2) p. 313 fest- 
stellen woile, entweder direct oder nach einer Permutation der unteren 
Indices €c mit den in I p. 705 untersuchten 0a cogredient Da demzufolge 
alle vom vorigen Kapitel gelieferten ^a-Systeme aucb unter sicb co- 
gredient sind, so miissen sie alle im wesentlichen mit einander ubereinr 
stimm&ni denn gabe es zwei unterscbiedene, so wurden wir aus beiden 
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linear ein neues System zusammensetzen konnen, bei dein die eben 
mit 6 bezeicbnete ganze Zabl im Widersprucb mit nnserer IJberlegung 
> 1 sein wllrde. Dass wir aber Jiief' direct zu dem Za- System aiis Bet I 
ziirilcklhOmmm ^ folgt aus dem Umstande; dass eben jene Grossen Za 
gleicbfalls ganze Modulformen T*®"" Stufe waren. Wir batten sie namlicb 
vermoge der Formeln: 

COj d 00.2 ©2 0? ©1 


aus den Integralen erster Gattung jaip) der Stufe abgeleitet, and 
auf diesem Wege gewinnt man stets ganze algebraische Modulformen 
( — 2)^®^ Dimension. Man konnte hierbei bochstens nocb in den Poly- 
gonspitzen das Eintreten vonUnstetigkeitspunkten vermuten; inzwiseben 
weist die Umgestaltung des Differentials: 


2?r i /2 7r\- r 

OOgC^©! \g) 2^ dr 

diese Moglichkeit ab. 

Um Potenzentwicklungen fiir unser tern ares Modulsystem zu ge- 
winnen, diirfen wir biernacb unter den Ansatzen des vorigen Kapitels 
eine beliebige Auswabl treffen; setzen wir etwa: 


( 2 ) 






wobei wir (unter unwesentlicher Modification der friiberen Festsetzung) 
die Summationsbedingung so vorschreiben wollen, dass 7] alle der 
Bedingung : 

(3) I = (mod. 7) 


geniigenden Combinationen ganzer Zahlen durcblaufen soil. Diese Za 
sind oline weiteres mit den in Bet I unter dieser BezeieJmung gedacliten 
Modulformen identisch; indem wir namlicb die Reiben (2) nacb au- 
steigenden Potenzen ordnen, kommt: 


( 4 ) 


' (1 — 4r + 3/-^ + 5r“ + ■••), 

= + (^)%’ (1 - 3 r + * + 4 r 3 + ...), 
.^, = +(g)%^(l-3r- +8r«+..-), 


und hier stimmen in der That die Anfangsterme mit den Angahen (5) 
in I p. 736 genau uberein. 

Als Darstellungm un$&rer Grossen Sa durch die Function leiten 
wir aus (2) p. 281 die folgenden ab: 
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(5) 5?^ = ]/^ j/A • S-i ip&Ji, r’) ; 

(label soil § die Zalilwerte 1 ; 2 , 3 durcUaufeDy und es ist: 

(6) a = (mod. 7). 

Tragt man fllr die ihre Reihenentwicklungen eiii, so ergeben sich 
fur (lie 0CC- Q-uotienten folgende Darstelhmgen^): 

(7) : ^2 : ^4 = 

^ (14m + 5)a ^ (14 ot— ir- ^ (14m + 3)^ 

— l)"‘r 56 56 _ 

— X 00 00 


Zwischen den bier Yorliegenden stellten wir oben (p. 314) ganz 
allgemein fiir beliebige nngerade n die damals unter (9) gegebene bi- 
qiiadratiscbe Relation aiif. Es ist interessant zu bemerken, dass ini 
Yorliegenden Falle n=l jene Relation direct die aus I woblbekannte 
Gleicliung der Curve der ergiebt; wir liaben die Zablen Ui des 
allgemeinen Ansatzes zu dem Ende in der folgenden Weise zu wahlen: 


== Oj «2 ~ 1? ccg = 2 j = 3 


imd mtissen iibrigens beriicksicbtigenj dass in Formel (5) des Textes 
die beiden Moduln 0^ ^4 gegeniiber der bei allgemeinem n in (9) 

p. 314 befolgten Aiiordnuug vertauscbt sind. 

Neben den 0a spielte in I bei n == 7 das quaternare System der 
Aa eine wicbtige Rolle; auch fiir dieses werden wir jetzt analytisclie 
Darstelliingen angeben kbnnen. Zu diesem Ende kniipfen wir an das 
in § 3 des vorigen Eapitels (p. 329 ff.) allgemein definierte System von 

Modulformen (— 1)^®^ Dimension die fiir n = 1 die specielle 


Gestalt annehmen: 

(8) 


A. 


S2(- 


1) 


|±^ 

2 16S 


mit den Siimmationsbedingungen: 


I = — 6a; (mod. T), | = = + 1 (mod. 6). 

Die Anfangsglieder der EntwicMungen nacb ansteigenden Potenzen 
Hit diese vier Moduln A^, berecbnet man leicht zu: 


(9) Aq 


2^^ A, = - 


— 

CO. ^ 




OOo 


*) Die Darstellnng der durck die Function «■! in der Gestalt (5) und (7) 
wurdg von Hrn. Klein in der wiederholt genannten Arbeit „Uber gemsse Teil- 
werte der &-FuncUon“, Math. Ann. Bd. 17, gegeben. 
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Die Mermit gegebenen werden dureli Xormierimg mit zii Mo- 
duli! ka der siebenteu Stufe ausgestaltetj und wir wollen liierbei des 
geiiauereii scbreiben: 

(10) Aq A" = 2 Aq , kci A"’ — k^a^ ^ 


so dass die Anfangsterme fur die solcbergestalt definierten Modiiln 
siebenter Stufe ka die folgenden sind: 


m) A.-©V,A,- 




Bereits oben deiiteten wir an (cf. p. 330), dass das clamals all- 
gemein formulierte Modulsystem der ka fur n = 7 mit den vier Mo- 
duli! ka von Bel. I cogredient wird, sofern wir nur eine gaiiz einfacbe 
Anderung in der Bezeielinungsweise vornelimen. Eben dieser Modi- 
fication in der Sebreibweise sind wir aber, was man leiclit nacbreclinen 
wirclj durcli die Festsetzung (10) bereits gereelit geworden, so dass 
die in (11) gemeinten gamen Modnlformen ka mit dem qiiaterndren Mo- 
dnlsystem ka ems I genau cogredient sind. 

Die in I gebildeten ka sind nun an sieli noeli keine ganze Modul- 
formen; sie werden es jedocb naeh Normierung mit A (cf. I p. 720 
(2) und (3)). Zudem werden die so normierten A-A« von der ( — 9/®^ 
Dimension imd besitzen genau wieder die Anfangsterme (ll)j was man 
aus I p. 739 (5) erseben wird. Die Identitat der beiderlei qiiaterndren 
Systeme oder {iiocli etivas genaiter gesprochen) das Bestelien der Belationen 
ka = Aka ist damit offenbar. Denn waren die Systeme A^ und A ka 
niebt identisebj so wurde man aus ilinen ein neues quaternares ka- 
System linear combinieren kbnnen, welclies in jedem der 24 Punkte 
c von mehr als funf Nullpunkte baben wiirde; das wiirde aber mit 
der Dimension — 9 dieser ka bekannter Weise im Widersprucb steben. 


§ 12. Das quaternare Modulsystem der toei n = 1. 

Neben den betraebteten Systemen der und ka liefern die Aii- 
satze des Yorigen Kapitels fiir die Dimension — 1 nocb ein siveites 
quaternares Modulsystem, das wir in Bd. I nocb niebt zu betraebten 
Gelegenbeit batten. Die Existenz dieses Systems werden wir am besten 
vom Transformationspolygon 7*®^ Ordnung jPq aus versteben^ dessen 

Gestalt die Pigur 104 in I p. 742 angiebt. Unter den Moduln 

eines einzelnen Systems ist ja stets der erste (derjenige mit dem 
Index 0) eine zum Transformationspolygon geborende Grosse; 
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man wolle also vorab fiir unseren Fall Fq discutieren, welcbe Modnl- 
formen Dimension diesem Polygon zugeboren mogen. 

Das Polygon bat mei Ansnabmepunbte 6; dagegen keinen 
Ansnabmepnnbt a. Fine Form (— Dimension bat anf F^ die 
Wertigkeit f nnd mass nacb den Eegeln von p. 364 in jedem der beiden 
genannten Pnnkte i in der Ordnnng ^ verscbwinden. IJbrigens kann 
also kein Niillpunkt mebr eintreten, so dass es nur eine einzige ganze 
Modnlform der Dimension (— 1) anf F^ giebt (selbstverstandlicb bis 
anf einen numeriscben Factor). Mit der ersten Form des quaternaren 
Systems sind aber aucb die drei iibrigen fixiert, insofern sie sicb aus 
den acbt gleichberecbtigten Gestalten jener ersten Modnlform zusammen- 
setzen lassen: Es giebt demgemdss hocJistens ein absoUit mr Stufe ge- 
Jwrencles quaterndres Modiilsystem der Eimension — 1, %md dieses wird 
mis mm tJiatsdcMich diircli die EntwicMungen (2) p, 355 geliefert, wenn 
wir die quadratisclie Form (1, 7, 14) 0 u Gnmde legen. Die 1. c. ge- 
brancbte Bezeicbnungsweise mogen wir zur besseren Unterscbeidung 
jetzt so modificieren, dass wir fiir Aa scbreiben; fiir diese Modnln 
B baben wir dann die Darstellnngen : 


(1) 





r 


7 


1 = 


a (mod. 7). 


Die Anfangsglieder der Entwicklungen nacb ansteigenden Potenzen sind: 


■Bo = ^(l + 2r + 4r^ + ...), 

B, = ^r4-(i + 4r + * + .••), 
B. = |;rH2 + r + o.r^ + ...), 
.B, = ^rn3 + 2r + 2r^ + .-.)- 


Das Verbalten der B^; gegeniiber den Substitutionen S nnd T 
berecbnet man miibelos ans den allgemeiuen Ansatzen; wir finden: 


(3) (;S) 

(4) {T) 


Bq Bq , Bj ^ y B2 — Bg ; B4 — B4 . 

^ *]/7 B; = Bo + 2Bj + 2B, + 2B,, 

iyj B/ = Bo + (6^ + {a + a«) B, + (a" + a^) B„ 

iyi B/ = Bo -I- (£ + a«) B, + (a" + a^) B, + (a^ + a-^) B„ 

■lyT b; = Bo + + 6*) B. + (a^ + a®) B, + (a + a«) B,. 


Der Vergleich mit I p. 724 (4) und (10) ergiebt, dass die B^ mit den 
ka contragredient sind. Die biliaeare Oombiaation 
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(5) Bo A, + + B,A, + B^A, 

imserer beiden Sjsteme wird also eine ganze ilodulform (— 10 )^®^ 
Dimension erster Stufe abgeben, sofern wir die A« im Sinne des vorigen 
Paragrapben als Formen der Dimension — 9 fixiereii. Der Ausciruch 

(5) ivird aber geradem mit Etdl identiscli sein, denn er verscliwiiidet 
bei m — ioo. 

Da Bq bei & = ioo von Null verscbieden ist^ so besitzt die 
Modulform: 

(6) Cq -f- Cj Co ^i) “{" ^4 B4 

^168 iiisgesamt vier^ehn mit den c beivegliche Nullpunkte. Setzt man 
demnacii die B^ zu bomogenen Coordinaten des Eaumes JRg von drei 
Dimensionen so werden wir als Abbild des Polygons eine Curve 
vier^eJmter Ordnung dieses Eaumes erbalten^ die durcb 168 aus ( 3 ) 
und (4) zu erzeugende Ooilineationen in sicb selbst iibergebt. 

An die des E 3 konnten wir nattirlicb die Formulierung eines 
Galois’scben Problems der B^^ kniipfen und demselben (gerade wie in 
I beim Problem der A^) insbesondere eine Fiesolvente acliten Grades an 
die Seite stellen. Auf diese letztere mogen wir bier nocb ein wenig* 
ausftibrlicber zuriickkommen. Die Form B^ wird sicb^ als von un- 
gerader Dimension^ bei den bomogenen Substitutionen der zum Trans- 
formationspolygon gebbrenden allgemein zu reden, nur erst bis 
aufs Vorzeicben reproducieren; dagegen gebort B^^ der bomogenen fg 
im absoluten Sinne an. Indem wir das Quadrat von B^ nocb mit dem 
Factor — 7 verseben, werden die acbt gleicbberecbtigten Gestalten 
dieser Modulform die folgenden sein: 

^ ^ 1 2/. = (Bo + 26 ’' Bi + 2 a^>’ B, + 2 a*- B^^ 

Da die y der Dimension ( — 2 ) angeboren und ganze Modulformen 
sind, so wird die Gleicbung acbten Grades, der dieselben geniigen, die 
Gestalt aufweisen: 


f + 792^ ■ f + ^929$ ■ 2 /® + • 2 /^ 

+n9-/92-y + »92^ = 0. 

Im letzten Gliede durften wir sofort particular d'g^^ ansetzen und 
nicbt Welches die allgemeinste ganze Modulform erster 

Stufe der Dimension — 16 ist; denn wir wissen vom Eingang des 
Paragrapben ber,, dass die Nullpunkte des Products der y im Aus- 
gangsdreieck in der Ecke b vereint liegen. 


Gemass der gerade erkaunten Contragredienz zu den konnte man die 
aucb als Ebenencoordinaten im Eaume der interpretieren. 
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Die Bestimmnng der numerisclien Factoren a, ^ etc. in (8) ist 

iiusserst einfach. Bei (D = ioo wird zufolge (2) und (7): 

der Ausdruck nnserer Eesolvente. Substituiert man demnach in (8): 


^2 = 




A = 0, 


so muss die eiitspringende Gleichuug mit (9) identiscli sein; dadurcli 
bestimmen sick mit einem Schlage alle in (8) imbekannten Coeffi- 
cienten bis auf Den Zablwert von t aber bereclinen wir leicbt 
durcb Zubtilfenabme eines weiteren Gliedes der Reibenentwicklungeo. 
AJs fertige Gestalt der Eesolvente acliten Grades der erJialten wir 
soldteriveise: 


( 10 ) 

-(2^.3'^.5-7^2^-2^*^.7^A).y^^ + 2^^-3V^3.^-2«.3^.7^2" = 


Man kann fragen^ wie sieh die Beziehung zwischen der Eesolvente 

(10) und der in I p. 749 unter (6) angegebenen Eesolvente der A ge- 

stalten mag. Um dies anzugeben, wollen wir die Modulform durch 
Aq und ^ 2 ? ^ ausdriicken und halten kierbei zweckmassiger Weise 

an der Pixierung von Aq ais einer Form . (+ 3)*®^ Dimension fest, da 
eben diese Voraussetzung der citierten Pormel (6) in I p. 749 zu 
Grunde liegt. Die Beziehung von Aq zum Hauptmodul t der wie 
wir ikn in I p. 744 fixierten, ist alsdann: 

(11) r = 49AAQ^ 

Man bemerke nun^ dass ^^Aq : Bq eine zur fg gekorende Function ist, 
deren Null- und Unstetigkeitspunkte leickt angegeben werden konnen. 
Es liegt namlick ein Unstetigkeitspunkt der Ordnung zwei (von Aq 
kerrukrend) bei C5 = 0, wo tr == cx) ist; zwei Nullpunkte je von der 
Ordnung 1 liegen in jenen beiden Punkten & von F^, die auf der ge- 
scklossenen F^ von seeks Elementardreiecken umlagert sind. Die 
beiden zugekorigen Werte z bestimmen sick nach I p. 745 (3) aus 
-j- St -j- 1 = 0. Durck leichte Portsetzung der Eecknung findet man 
unter Benutzung von (11) den Ausdruck von Bq durch Aq, und A 
in der folgenden Gestalt: 

0 7^A^Ao® + 5.72AAo^+r * 


Endliek kniipffc sick an die Gleichung (10) und die Modulform Bq 
nock die folgende Betracktung. Aus der am Anfang des Paragrapken 
gegebenen formentkeoretischen Uberlegung gekt kervor, dass es bis 
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auf eiiie multiplicative Coustaute nur eine gauze Modiiiform ( — 2 
Dimension auf giebt^ namlieli BA. Yersteheii wir nun miter 
die Teilwerte^ so geliort aucli die Summe -f- V-^cn) 

absoluten Sinne zu i'V’**'’). Dass diese Summe nun niebt ideiitiscli ver- 
scbwinden kann, beweisen wir z. B. durcli HiiiTveis auf Hire Poteiiz- 
entwicklimg nacli r- dieselbe stelit sieii namlieli aus (o) und (9) p. 12 
nach leicbter Zwischen redlining in der Gestalt dar: 

(13) {poi + P(I2 + Fm) = ’* \ i + F ^7 ('™) ) ? 

■ivobei 07 (w'^j die Summe aller gegen 7 primen Teller der Zalil m he- 
deutet. Wir scliliessen demnach ohne weiteres auf die naciifolgende 
minschert den gj-Teiheerten und dem 3Iodul hesteliende IdentitdtF'^'): 

ll'i) S^oi “f” Fo2 H“ “ ¥ ^o"* 


Mogen wir die sich liier bietende Gelegeniieit iioch einmal ziir 

o o 

Ableitiing eines arithmetischen Resultates beniitzen. Man schreibe zu 
dem Ende die Reihenentwicklung (1) von in die Gestalt um: 


(15) 



-f -»/■" 


WO die Paare ganzer Zahlen 7] keiner einsebrankenden Bedingiiiig 
zu unterwerfen sind. Statt (15) konnen wdr aucb sdireiben: 

(16) ^0 = “ 2^ = 2/ (mod. 2), 


wobei jedocb jetzt die ganzen Zahlen y modulo 2 einander con- 
gruent sein sollen. Die Darstellung von nach ansteigenden Potenzen 

von r wiirde daraufhin die naciifolgende sein: 


D Die Summe der unterschiedenen Teilwerte , wie sie im Texte fiir 
n — 1 voiiiegt, ist ubrigens bereits vor lauger Zeit von Weierstrass in der 
Transformationstheorie gebraucht worden; man sehe namentlicli die oben bereits 
wiederbolt genannte Dissertation von Hrn. F. Muller, Fe trmisformatione fmictio- 
num ellipticaTwnij Berlin (1867). Es ist dortselbst die in Hede stebende Summe 
mit Gi bezeiebnet, und es werden fur eine Reihe niederer Werte n die Gleiebungen 
(n + Grades, denen genugt, wirklicb angegeben. 

In dem dritten jiingst ersebienenen (fragmentariseben) Bande von Hal- 
4 )ben’s ^^Traiti des fonctions elliptiques^^ ist der Bebandlung der 7^®^ Stufe ge- 
radezu die Gleicbung aebten Grades fiir die auf der linken Seite von (14) stebende 
Form zu Grunde gelegt. Nennen wir diese Form (mit Halpben) so musste 
durcb die Substitution y^ — 4.x die Gleicbung (10) des Textes in die Halpben’scbe 
Relation (15) 1. c. p. 51 ubergeben; die Reebnung bestatigt diese Bebauptung. 
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CC 

(17) = 

^ m=0 

■und liter hedeiitet %(tn) die Anmlil tmterschiedener soldier Barstellungen 
von 4 m in der Gestalt: 

(18) 4m = 

durdi ganze positive oder negative Zalilen x, y, tei denen = y^ und 
also aiidh ^ 2 = 2/2 2 erfiillt ist'^'). Der Satz aber, der sich aus 

der Identitat (14) bier ergiebt, ist offenbar der, dass die so gemeinte 
Atimlil (18) der Darstelhmgen %{ni) immer viermal so gross ist, als die 
Summe der gegen 7 primen Divisoren det^ Zahl m, Man wird diese Regel 
leicbt an Einzelbeispielen bestatigt finden. 


Es ist uns im jetzt beendeten Kapitel gelungen, fiir die gesamten 
in Bd. I studierten Modulfunctionen und Modulformen analytiscbe Dar- 
stellungen zu gewinnen. Dabei erwiesen sich in den Fallen ^ = 3, 
4, 5, 7 gerade jene Grossen als besonders brauchbar, die wir im vor- 
aufgehenden Eapitel ganz allgemein fiir beliebige Stufenzahlen definiert 
haben. Indem sich also diese Grossen im Bereiche der niedersten 
Stufen als zweckmassig bewahrt haben, werden wir mit ihnen auch 
weiterhin die Aufgaben des functionentheoretischen Grundproblems zu 
losen versuchen. 


*) Dieser mod. 2 Mnzukommenden Bedingung werden wir bei jedem der 
Gleichung (18) genugenden Quadrupel ganzer Zahlen a?, y nbtigenfalls dadurch 
genugen konnen, dass wir und vertauschen. 



Fiinftes Kapitel. 


Die lodiilsysteiiie elfter Stnfte niid die zigelidrigen IlesolTeiteii 
elfteH iiiid zwdlfteH Grades. 

An die eben beendete Betrachtang wiirde sicli der Reilienfolge 
nacb. die entsprecbende Beliandiung dei* acliteii unci neunten Stiife 
scbliessen; wir gelien auf die letzteren indessen nicbt besonders ein^ da 
die Verbaltnisse bei diesen Stufen zufolge der EntTrieblurgen in I 
leicbt yon den Stufen n = 2, 3,4 aus belierrscbt werden konnen, unci 
weil andrerseits bereits bei Gelegenbeit der o'-Teilwerte (cf. p. 30) die 
wichtigsten Moduln fiir n — 8 und 9 ilire analytiscbe Darstellung 
fanden. Aucb die zehnte Stufe lassen wir ausser Betracht; dieselbe 
lasst namlicli eine ganz alinliclie Beliandiung zu, wie wir sie der Stufe 
n = 6 zur Halfte in I, zur Halfte in § 10 des yorigen Kapitels an- 
gedeiben liessen. Die Stelle der Tetraederirrationalitat bei n = 6 yer- 
tritt dann natiirlicb fiir n = 10 die Irrationalitat des Ikosaeders *). 

Dagegen konnen wir bei ^^=11 infolge der „Einfacbbeit^^ der 
Gruppe Gqqq nicbt wieder an voraufgegangene Entwickiungen niederer 
Stufen ankniipfen. Hier miissen wir vielmebr aufs neue einsetzen und 
wollen nunmebr auf Grundlage der Modulsystenie des dritten Kapitels 
eine ausfubrliebe Tbeorie der elften Stufe entwickeln. Im Grossen und 
Ganzen wird sicb dieselbe an die Tbeorie der 7^®^ Stufe anscbliessen, 
insofern ja die Gruppen und Gqqq ganz abnlicbe Structuren dar- 
bieten. Aber wir werden nicbt ein System der zu discutieren baben, 
wie bei n = 7 ^ sondern deren drei'^ und der fundamentalste TJnter- 
scbied gegen n —7 wird der sein, dass bei n = 11 die Gruppen Txs, 
welcbe yon den balbmetacycliscben Gg- berriibren, nicbt mebr zuni 
Gescbiecbte Null geboren, sondern p = 1 haben. 

Was die friiberen Arbeiten betrifft, auf welcbe unsere Darstellung 
zuriickgebt, so sind bier wieder die Abbandlungen yon Klein iiber 

*) Vgl.eiibrigeiis, was die analytiscben Darstellungen der Modulfunctionen 
zebntcr Stufe angebt, das 7*® Kapitel in der bereits p. 159 genannten Dissertation 
des Herausgebers. 

Klein-nricke, Modulfunctionen. II. 
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die elfte Stufe Toranziistellen ausserdem aber ist filr die Resol vente 
zwolften Grades die in Bd. 32 der MatL. Ann. veroffentlicbte Arbeit 
YOU Kiepert liber die Transform ationstbeorie zii nennen Hr. Kie- 
pert bat daselbst mit Hulfe transformierter Moduln die Resol vente 
zwolften Grades zum ersten Male in functionentbeoretiscber Gestalt 
Yollstanclig entwickelt. Die Resultate der Herren Klein nnd Kiepert 
werden nun bier diircb den Herausgeber in einer nicbt nnwesentlicb 
durebgebilcleten Gestalt gegeben. Es war erstlicb der grossere Reicb- 
turn der von Kap. 3 ziir Verftigung stebenden analytisehen Hiilfsmittel, 
der die Tbeorie der ^a-Systeme ausgiebiger gestaltete: an Stelle des 
einen von der Function gelieferten Systemes Ba treten, wie scbon 
erwabnt, drei ^a-Systemej wobei die gegenseitigen Beziebnngen zwiscben 
denselben insbesondere die geometriscben Satze liber die zugeborigen 
Curven scbarfer bervortreten lassen. — Indessen ist zu betonen, dass 
die Aufstellung der Resolvente 11^®° Grades^ welcbe den wicbtigsten 
Zielpunkt der citierten Untersucbungen von Klein ausmacbte, dnrcb 
das von den golieferte System der Ba in erscbopfender nnd ein- 
faebster Weise gelingt. Ubrigens erwabnten wir scbon in I p. 761;, dass 
Hr. Klein sicb das eben erwahnte, zu n = ll geborende System der Ba 
durcb ein directes functionentbeoretiscb-geometrisches Scblussverfabren 
berstellte, worauf erst spater die einfacbe analytiscbe Ausdrucksform 
dieser. Ba durcb O-i bervortrat. — Des ferneren ist es die consequente 
formentJteoretisclie Sehhtssweise, die im Verlaufe des Kapitels liberal] 
vom Herausgeber zur Verwendung gebraebt wurde. Was bierdureb 
zu gewinnen ist, bat sicb in bervorragender Weise bei Ableitung der 
functionentheoretiscben Gestalt der Resolvente zwolften Grades gezeigt. 
Wabrend namlicb obne die Zublilfenabme formentbeoretiscber Uber- 
legung die endgliltige Gestalt jener Resolvente nur unter einem sebr 
bedeutenden Aufwande numeriscber Recbnungen festgestellt werden 
kann, scbrankt man soicbe Recbnungen bei zweckmassig geleiteten 
formentbeoretiscben Scbllissen auf ein sebr geringes Maass ein. — 

§ 1. Binfubriing der drei Modnlsysteme Ba von ( — 2)^®^ Dimension. 

Da 11 mod. 4 mit 3 congruent ist, so kommen flir die Modul- 
systeme ( — 2)^®'' Dimension, mit denen wir bier beginnen, sowobl die 

*) Vgl. Damentlicb Math. Ann. Bd. 15 j^Uber die TransfoTWiation elfter Ord- 
nung der elUpUscJien Functionen^‘ (1879); fur die formentheoretiscbe Resolvente 
12 ten G-rades kommt ausserdem der bereits p. 81 erwahnte Brief von Klein an 
Brioschi, ^^Uber MultiplicatorgJeichungen‘‘^ in Betracht. 

**) liber die Transformation der elliptischen Functionen bei zusammengesetBtem 
Transformationsgrade (1887). 
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Ansatze (3) p. 355 wie aucii (2) p. 357 zur Geltiing. Jene liefern 
Systeme zii je fiinf Modnin welcbe direct znr eliten Stufe gcboreii: 
die vom anderen Ansatze gelieferten sind erst diircli den Factor 
]/A zn Modoin elfter Stufe zu normieren. Wollen wir uns nun gleicli 
durcb eine sell on oft benutzte IJberlegung die Gesamtheit der Mer 
mogliclien i?,.- Systeme ( — 2)^®’^ Dimension veranscliaiiliclien. 

Sollen die absolut zur elften Stufe geboren, so sclireiteii ilire 

A A 

Entwicklungen nacb ganzen Potenzen von fort; und es sei die 

niederste liierbei eintretende Potenz. Alsdann bat das einzelne in 
den 60 Punkten c von je ^ bTuPpunkte, so dass zufolge der Di- 
mension der 0a nocli (110 — 60^) freie Nullpunkte bleiben, Man sielit 
bier sofort: _Es ist notivendig 6=1, so dass es mir ein System dieser 
Art gelen Jeann, tvelches alsdann nocli fiinf 0 ig hewegliclie AuIlgunMe auf 
-^660 CLufweist, Wir wollen die Moduln dieses Systems zum Untersebiede 
von zwei anderen sogleicb zur Spraclie kommenden Systemen durcb 
0 a^ bezeiebnen; dieselben tverden uns thafsdchlich geliefert, imm wir die 
Ansdt 0 e (3) 355 fiir die quadratische Form ( 1 , 11 ^ 33) specialisieren. 

Wir geben bier einige Anfangsglieder der Potenzentwicklungen an, 
wobei wir als untere Indices a der 0 a^\ geracle wie bei n = l, die 
fiinf quadratiseben Eeste von 11 gebraueben: 


= 

= — 


(1 + 

2r — 

9r- 

' + • 


^3 = 

= + 


(2- 

Gr + 

5r^ 

' + • 


% = 

= + 

O’'* 

(2- 

3r + 

•V 

+ ■ 


% = 

= + 

©’-■* 

(1 + 

* — 

4r 

^ + - 



= + 


(3- 

4r — 

5r^ 

+ • 



Die Moduln 0a eines zur elften Stufe nur erst adjungierten Systems 
werden Potenzentwicklungen nacb yA zulassen, und indem wir jetzt 

a 

wieder die niederste wirklich. auftretende Potenz nennen, wird 0 
eine ungerade Zahl > 1 sein. Hier liegen dann insgesamt SOo Null- 
punkte in den Punkten c von test, so dass deren noek (110 — 30<J) 
frei bleiben. Die einzigen zulassigen Werte sind kiernach 5=1 und 
e = 3. In gewoknter tJberlegung zieken wir bieraus den Schluss, 
dass cs nur ein System mit 0 = 3 gelen Icann; wir nennen es und 
merken gleick an, dass eine lineare Verlindung dieser noch swansig 

26* 
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leivegliclie XnUininlde aiif Fqqq auftveism tvird, Dem gegentiber mag 
es iinencliicli viele ^^-Systeme mit 6 — 1 geben; aber dieselben rniissen 
doeh^ was man leicbt erkennt, in dem einfaclien Zusammenliange 
stelien^ class sie alle aus einem unter iJmen imd dem System der 
linear comMnwrt werden Jconnen, In diesem Sinne werden wir beliaupten^ 
class es mir ein ivesenilich neiies System der Ba mit 6—1 geben Izann^ 
tvelcliem ubrigens 80 frele Nidl^imlcte aiif Fqqq eigen sein tverden; das 
biermit gemeinte Sj’stem nennen wir und werden jetzt und 
B^> tbatsacblicb berstellen. 

Indem wir die Eeiben (2) p. 357 fur die quadratiscbe Form 
(2y 22 , 66 ) bilden, kommen wir zum System der b^^^ ; wir berecbnen 
fur diese Modnln bJ^'^ folgende Anfangsglieder ; 


s, = 


(1- 

- 4r 

+ 3f2 

+ 

— 

5r^ 



= 

- 2 &>* 

(1- 

- 3r 

-f- » 

4r* 

+ 

3'r' 

' + • 


^9 = 


(1- 

- Sr 

— r- 

+ 8r8 

+ 


+ • 


0; = 


(1- 

- Sr 

-f- 

-f- 5r’ 

+ 

* 

+ • 


= 


(1- 

- 3»- 

+ ^ 

+ 

— 


+ ' 



Nacb den beziiglicben Bemerkungen von p. 353 baben wir bier mit 
dem durcb darstellbaren System zu tbun. Der Vollstandigkeit 
balber mogen wir die betreffenden Aiisdriicke bier berstellen, wobei 
wir jedocb den unteren Index cc ausnabmsweise die Zablenreibe 1,2, 5 
durchlaufen lassen; es ist alsdann: 

(3) Ba == ( — 1)“+^ • 2ij/^ |/A • 

Urn jetzt letzten Endes nocb das in Aussicbt genommene System 

zii bilden, erinnern wir uns, dass wir fiir n = 8Jh 3 bei den 
auf die Palle ungerader p beziiglicben Untersucbungen des Kapitels 3 
(of. p. 347) jeder einzelnen in Betraebt kommenden Classe quadra- 
tiseber Pormen drei unterscbiedene Individuen zu entnebmen batten. 
Andrerseits konnten wir aucb bei einer einzelnen Form bleiben, mussten 
dann aber immer nocb jene beiden besonderen Arten von Eeiben bil- 
den, welcbe durcb die Formeln (5) und (6) p, 347 gegeben sind. In 
dieser letzteren Weise verfabren wir jetzt, bilden uns also die in (2) 
p. 357 allgemein definierten Eeiben wieder fiir die eben bereits be- 
nutzte quadratiscbe Form (2, 22, 66), nun jedocb unter Obacbt auf die 
Summationsbedingungen : 
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(4j I = — a (mod. 11), § 4' Y = ^ ^'mod. 2). 

Dann treffen wir, was wir hier natiirlieli iiiclit ins eiiizelne clurcli- 
reclinen, gerade auf ein Modulsjstem, wie wir es oben iiarmten: 
merken wir iins vor allem fur dasselbe noch die Anfangsterine an: 


+ 

Xco^ / 

(1 

-f lOr + . 


+ 

\ / 

(11 

— 14r + - 


— 


(2 

+ 20r + ■ 


+ 


(6 

— Hr + • 


— 


(4 

- 26r + • 



Eucllich leiten wir aucli gieich das Yerlialten unserer drei Modul- 
sjsteme bei Aiislibung von S und T ab, wie es sieli aus den friiberen 
Eegeln iinmittelbar ergiebt. Mogen wir filr die beiden ersten Systeme 
^( 1 )^ ^( 2 )^ nacbdem wir sie normiert baben, die Bezeichnung brauchen: 


(;6) ta=Say^, 

so sind jedenfaUs die heiden Systeme der von der Dimension — 8 mit 
einander cogredient Da namlich fur sie beide die in Kap. 3 mit be- 
zeicbnete Zabl einfach gleieli 1 ist, so scbreiben wir aus (1) und (2) 
p. 313 ab: 


■ {8) ^,'=B%, 

i VTi u = (£“ - «-“) 5i + 

^ M ^ ^ — «■"“) Si, 

.(u) ?;==? 3 , s;=So, So-S6, So'==Si, u-Si. 

Wir liaben hierbei als dritte Substitution U gleicb eine solche binzu- 

gesetzt, die mod. 11 mit congruent ist; dieselbe wird bei spa- 

teren Recbnuugen vielfacli zur Benutzung kommen. Das System der 
stebt fiir sicb ; fur dieses namlieb ist die Zabl p = 2, und 2 ist 
quadratiseber Niebtrest von 11. TJm die ^i^^-Substitutionen zu erbalten, 
baben -wir demzufolge in (7) s durcb zu ersetzen; wir finden so fiir 
8 und T: 


( 8 ) 


(S) 

(T) 


0/ = , .Sg' = £9^3 , = £^^3 , Z; = = B^h , 

— iyH Za=(y“—B-^)Z^ + (£«'■'— £-*“).% + 

_j_ (flOo _ (gSo: _ 3 .^ _ 
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Hier ergiebt cler Vergleicli mit (7), dass unser dritfes Modiilsystem in 
der BeiJienfoIge 0 ,^, 0 ,, - 2 ^ 9 , % mit den §« hi Hirer urspilnglichen An- 

ordmmg contragredient ist Die bilineare Verbindung: 

wobei die g,, eines der beiden Systeme vorstellen, die aber das 
dritte System 0}^"^ , wird demgemass eine ganze Modulform erster Stufe 
abgeben; dieselbe muss aber identisch Null sein^ da sie bei m = ioo 
verscliwiiidet und zur Dimension — 10 gebort. Us ist also jedes der 
Mden Systeme der g« an das System der 0a = durcli die Identitdt 
gehimden : 

(9) tz + -3^9 + ^9^5 + ^£4 + ^4^1 = 0- 

Wollten wir iibrigens in (9) die Reihenentwicklungen (1) und (2) bez. 
(5) eintrageU; demnacbst aber wieder nacb ansteigenden Potenzen von 
r anordnen, so mlissten alle Coefficienten der so entspringenden Reihe 
identiscb Null sein. Indem wir diese Recbnung thatsaclilicli dnrch- 
fliliren^ erbalten wir Bestatigungen fiir die Ricbtigkeit der in (1)^ (2) 
und (5) angegebenen Entwicklungscoefficienten. 

§ 2. Yon der Aufstellting der algebraiscken Eelationen zwischen 
den 0a • Specialbetraclitiing der 4^^- 

Die Prage nacb den algebraiscben Eelationen ^ welcbe fiir die 
Moduli! eines einzelnen Systems gelten, ist bei = wie aucb sonst 
stets, einer system atiscben Auflosnng fahig. Man wird bei der Problem- 
stellung vorab die Dimension v angeben, welcbe die gewiinscbten, in 
den 0a selbstverstandlicb bomogenen Relationen aufweisen sollen. Man 
wird dann in ersclwpfender Weise gleich nach den gesamlen linear-unab- 
lidngigen Eelationen Grades 0 wisc}ien den 0a fragen, die ivir alsdann 
spdterliin geometriscli als ebenso viele linear -undbJidngige FldcJien deiiten 
mogen, anf deren jeder die zugeliorige Curve der 0a gan 0 gelegen sein 
wiirde. Die linke Seite einer solcben Relation f {pd) == 0 kann man aber 
immer derart gebildet annebmen, dass sicb dieselbe bei der Operation 
S bis auf eine bestimmte Einbeitswurzel reproduciert. Wurde namlicb 
f{0c^ in mebrere Bestandteile zerfallen, die bei S verscbiedene IP® 
Einbeitswurzeln annebmen, so batte man offenbar jeden dieser Be- 
standteile fiir sicb gleicb Null zu setzen. Bei dieser Sacblage scblagen 
wir zur Auflosung unserer Frage den nacbfolgenden Weg ein: 

Wir bilden uns erstlicb alle v-gliedrigen Producte der 0a und 
ordnen sie in elf Classen an, je nacb der Einbeitswurzel, die sie 
bei Ausiibung von 8 als Factor annebmen. Die Classe vom Factor 
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= 1 stelit fur sicli; die ubrigen zelin Classen zerfalleii in zwei Ab- 
teiiungen zu je fiinf; wobei die Classen der einzelnen Abteiiimg durck 
die Operation U in einander libergefiibrt werden, Man bilde jetzt aus 
den ^a-Producten der einzelnen Classe eine lineare Function 

mit numerisclien Coefficienten. Diese Function, die wir gieicli wieder 
/ nennen mogen, stelit eine der Stnfe, allgemein zu reden, 
adjungierte ganze Modiilform Dimension vor und besitzt als 

solche auf dem Haiiptpoljgon die Wertigkeit llOv. Von den llOv 
Nullpiinkten iiegt aber eine grossere Reibe in den Pankten e des Polv- 
gons und zwar unabhangig davon, wie wir die Coefficienten in f(sa) 
gewablt liaben mogen. Man wird iiierbei zweekmassig diejenigen fiinf 
Punkte c fiir sicb betracditen, welcbe von den Poijgonspitzen co == ioo^ 
D(/c?o), ?7“(/3 oj, ... herriiliren, und von ilinen die 55 librigen 

Punkte € sondern. In den letzteren Punkten zeigt ein gieicli- 

niassiges Verlialten: so z. B. wird in jedem der in Rede stelienden 

55 Punkte im Grade verscliwinden, so dass nur nocli Niill- 

punkte iibrig bleiben. In jenen fiinf vorausgenommenen Punkten c 
wird aber im allgemeinen noch. ein boheres Yerscbwinden von /'(Xe) 
eintreten, wie man soicbes im Einzelfalle immer leicbt von den Formel- 
gruppen (1) bez. (2), (5) § 1 aus liberblicken kann. 

Die bisherige Uberlegung gait, wie sebon bemerkt, fiir Jede be- 
liebige M'alil der Coefficienten von /'(^’u:). Nun mag man versuclien, 
diese Coefficienten derart zu pai'ticularisieren, dass moglichst viele von 
den riickstandigen Niillpunkten in die genannten fiinf besonderen 
Steilen c des Polygons zu liegen kommen. Dies ist durcli eine solcbe 
Wabl jener Coefficienten anzustreben, dass in den Potenzentwicklungen 
von fyHct), . . . nacb r die Anfangsglieder moglicbst zabl- 

reicli zum Ausfall gebracbt werdeii. Gelingt eine solche Wahl der Go- 
efficienten, dass die GesamtanmM der NuUpiinMe von /’(*«) in den Steilen 
c den Betrag llOv libersteigt, so tvird dieses f(^a) dem Polygon 
offenhar mit Null identisch sein miissen; dabei wird = 0 gieicli % 
linear -unabhangige Relationen in sicb vereinen, wenn bei der ge- 
dacbten Recbnung % Coefficienten von f{sd) unbestimmt bleiben. — 
Dass wir auf diesem Wege aber aucb zu den gesamten Relationen 2 /^®^ 
Grades gefiibrt werden miissen, wird man leicbt liberblicken. 

Jetzt bemerken wir weiter: Die Wertigkeit von wacbst 

proportional mit der Zahl v, die Zalil der ^ce"Producte der einzelnen 
Classe, d. i. die Anzabl der in f{Zc) zur Verfiigung stebenden Coeffi- 
cienten wacbst aber sebr viel schueller. Man wird also annehmen 
diirfen, dass Relationen /(^a) = 0 stets angegeben werden konnen, so- 



408 


Y, 5. Moduln und Eesolventen elfter Stufe. 

bald V eiue gewisse Greuze tibersteigt, und es entspringt liier insbe- 
sondere die Frage, welcJies der niederste Wert von v ist^ fiir den es 
Belationen == 0 gieht Haben wir dann einmal Relationen 

Grades /(>v0 == 0, f = 0, ... gewoBnen, so wird man Gleicbimgen 
der Grade {v + 1) etc. zwiscben den ja aucb schon dadurcli ab- 
leiten konnenj dass man z. B. Verbindungen 

+ hf W + • • • = 0 

nnd abnliclie boberen Grades berstellt 

Diese allgemein gtiltige tjberlegung erlautern wir jetzt am Modul- 
system . Da diese ftinf Grossen linear- unabbangig sind, so sei 
erstlicb v = 2. Die 15 qiiadratischenYexhmdiV^^ der verteilen sich 
aber in der Art auf zebn Classen, dass die Classen der einen Abteilnng 
immer zwei ^a-Froducte entbalten, namlich und wabrend 

die Classen der anderen Abteilnng nur je ein Product aufweisen. Giebt 
es also ilberbaupt qiiadratiscbe Identitaten zwiscben den Moduln 
so werden dies die fiinf mit einander gleicbberechtigten sein: 

(1) = 0 

Nimmt man aber bier a — l, so ergiebt sicb aus den Reiben (2) § 1, 
dass die beiden Glieder von (1) bei o = ^oo in verscbiedenen Graden 
verscbwinden; die Gleicbung (1) kann demnacb bei nicbt-verscbwin- 
denden b niebt identiscb bestehen, und also folgt: Zwisclien den 
fiinf Moduln giebt es keine dlgebraische Belationen zweiten Grades, 
Die 35 mbiscJmi Verbindungen der 0a liefern erstlicb die fiinf 
Prodiicte 0a^ fiir die Classe vom Factor = 1, und wir baben 
also die Existenz von Relationen der Gestalt: 

( 2 ) = 0 

zu discutieren. Bei (o = ioo verscbwindet aber das vierte Glied von 
(2) in geringerem Grade als alle iibrigen Glieder, so dass in der Iden- 
titat (2) notwendig c^ = 0 ist. Man wende nun auf (2) die Substitution 
U an und findet durcb die namlicbe tjberlegung Cq = 0 u. s. w. Es 

Dass es iibrigens immer eine endliche Zabl von unabbangigen Relationen 
~ • * * (nnterscbiedener Dimensionen v) giebt, vermCge deren 

alle iibrigen Relationen nacb Art des Textes mit Hiilfe rationale! ganzer Yer- 
bindnngen g, g j ... in der Gestalt 

darstellbar sind, bat Hr. Hilbert bewiesen; man sebe dessen bez. Abbandlung in 
den Matbem. Annalen Bd. S6 (1889). 

Wir scbreiben bier statt uberall kurz , damit man die Reibenent- 
wicMnngen (2) § 1 nnmittelbar einsetzen kann. 
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giebt also teine Eelation (2j mit nieht-verscli-vriiicleiicleii c,,. Die iibrigen 
30 eiibisclien Yerbindungeii der verteilea sieh zu Je drei aaf die 
zehn Giassen der beiden Abteilangen, und wir finden von iliiien aiis^ 
class etwa noeh besteliende cubiselie Icleiititaten eine der Gestaltea: 

4" C20a^Da^-9c( = 0 

aufweiseii mtissteii. Aber es zeigt sicb wieder leicht diircb Untersnchuiig 
bei £D = ioo, dass keine dies er Gleicbun gen mit niclit-yerschwindenden 
a-y iy c identiseb erfiillt sein kann. Also der Satz: Es gieM fur die 
aucli Iceine algehraiscJie Relationen dritten Grades. 

Biquadratisclie Relationen zwisclien den existieren mm aber 
wirklicb: wir branclien dieselben gar niclit in der bisberigen syste- 
matisclien Weise abziileiten, sondern konnen sie ans der Gleieknng (9) 
p, 314 abschreiben, welcbe wir seinerzeit ganz allgemein ftir die dnreb 
die 'Function darstellbaren Za bewiesen baben. Wir setzen in der 
cit. Relation die vier Zablen cc^, erstlicb der Reibe nacb mit 

Oy ay 2 ay 3a identiseb, indem wir nnter Uj wie immer, einen beliebigen 
quadratischen Rest von 11 versteben. Man erlicllt so ein erstes System 
von filnf gleicliberecMigten Mquadraiisclien Identitdten der 

(3) + Z^,aZa = 0. 

Man setze zweitens die ai der Forme! (9) p. 314 mit 0, 1, 2, 4 der 
Reibe nacb identiseb, ^md erlidlt ein ziveites System voyi filnf gleich- 
lerechtigten biquadratiscJien Relationen: 

(4) Za^Z^aZ^a + ZaZZaZ^u = 0* 

Ferner kniipfen wir an die Relationen (4) die folgende Recbnimg. Die 
linke Seite von (4) nennen wir h{Z(f) und bemerken, dass. li{Z(f) zur 
Classe Yom Factor gehort. Man definiere nun f{Zif) durcb: 

(5) ZZaKZcc) + Z^Jliz^a) = Zaf{Za)^ 

Da zufolge leicbter Rechnung die linke Seite von (5) den Factor Za 
besitzt, so wird f{Za) wieder eine ganze bomogene Function vierten 
Grades der Za vorstellen, und zwar nimmt dieselbe bei Ausilbung der 
Substitution 8 den Factor an. Da aber die linke Seite von (5) 
identiseb versebwindet, so gilt dasselbe von f{Za)y so dass wir die 
ferneren filnf gleichberecJitigten biquadratischen Relationen erJialten: 

(6) zlaZla + Z4,aZla zlaZsaZda “f* ZaZgaZ^ceZda = 0 . 

Die fiinfzebn Relationen (3), (4), (6) verteilen sicb so au£ die zebn 
Classen, dass immer nur die einzelne Relation (3) mit der zu dem gleicben 
a geborenden Relation (6) einer und derselben Classe angebort. Diese 
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zwei Eelationen sincl aber siclier von einander linear-nnabbangig, nnd 
da linear- abtangige Eelationen offenbar derselben Olasse angehoren 
miissenj so folgt als Eesnltat: Die fUnf^elin Gleiclnmgen (3), (4)^ (6) 
stellen ein System Imear-iinahJiangiger Eelationen vierten Grades dar^ die 
miscJien den Modidn des ersten Systems besteJien^). 

Fernere Eelationen filr die betrachten wir niclit melir besonders, 

§ 3. Die znr G^qq geliorenden invarianten Verbindungen der 0a tind 
deren Bezielmiig zn den Modnlformen erster Stufe g^j g^y 

In der Theorie der Stufe (I p. 733) warden mebrere gauze 
liomogene Punctionen der damaligen 0a gebildet, welche die Eigen- 
sebaft batten, bei den 168 Substitutionen jener 0a nicbt niir dem Werte^ 
sondern anch der Gestalt nacb unverandert in sicb ilberzngeben. Es 
ist die Prage^ ob wir aucb bei der Stufe aus den 5 ,jVariabelen^^ 
Oder analoge Verbindungen berstellen kbnnen, die wir als In- 
varianten der Gruppe Gqqq za bezeicbnen batten. Setzen wir spaterbin 
in einer einzelnen solcben Invariante fiir die Variabelen entweder die 
eines der beiden Systeme oder die 0 ^^f^ ein, so miissen die derart 
gebildeten Ausdrtlcke (als Punctionen von o^, co^) entweder identisch 
verscbwinden oder ganze Modnlformen erster Stufe darstellen. 

Pilr eine systematiscbe Ableitimg der in Eede stebenden In- 
varianten der konnen die Gesicbtspunkte des vorigen Paragrapben 
verwertet werden. Soil die Invariante bomogen von der Dimension v 
in den 0a sein, so wird man immer nur die ^/-gliedrigen ^oj’Producte 
jener einen fiir sicb stebenden Classe beranzieben, die gegeniiber S 
invariant sind. Die fraglicben Producte bringe man alsdann in eine 
solebe lineare Verbindung, dass immer in funf durch U auseinander 
bervorgebenden Producten Symmetric stattfindet. Die weitere Entwick- 
liing wird man dann zwecbmassig durch formentheoretische Betracb- 
tiingen im Anschluss an das Transformationspolygon kiirzen. Wie 
diese anzustellen sind, zeigen wir sogleich an einem Beispiele. 

Gegeniiber 8 invariante ^«-Producte traten zuerst bei = 3 auf, 
und zwar gab es dort die fiinf Producte 0j 03 a- Es kann demnach 
bocbstens die eine Invariante dritten Grades: 

(1) == -j- 0^^0^i^ -f- 0^^0i 

existieren. Statt nun unmittelbar zu untersucben, ob ^{0c) wirklicb 

*) Die fiinfzebn biquadratiscben Eelationen zwiscben den Modnln des ersten 
Systems der wurden von Hrn. Klein in Bd. 15 1. c. durch directe Betrach- 
tungen zur Ableitung gebracht. 
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aucli gegeri liber T iiiYariant ist, was eine etwas iimstandliche Eecli- 
iiung erfordern ’wfirdej gelien wir den folgenden indirecteii Weg. Man 
setze in (Ij insbesonclere die ein und bat alsdann in <l> eine 
dem Polygon adjungierte Modnlform (— 6)‘“ Pimension. Da aber 
die durcli Multiplication mit ]/A zii Modiiln Stufe werden^ 
so ist der Quotient $ (^« •') : i/A eine zum Polygon geliorende 
Function. Man recbnet nun yermoge (2) p. 404 sofort aus^ dass die- 
selbe bei g) — ioo den Wert 8 annimmtj so dass sie nur nocb in der 
anderen Spitze co = 0 von nnendlicb warden kann. Hier aber 
liegt fiir jedes einzelne ein Nullpunkt der Ordnung -|j fur 0 ) 

also entweder ein soldier der Ordnung oder was aus der Wertig- 
keit 6 von 0 sofort folgt. Da aber ]/A an jener Stelle einen Null- 
punkt der Ordnung liat^ so folgt: entweder bleibt der Quotient 
0 (^cP) •• y A auf dberall endlicb, oder er stellt eine einwertige 
Function von F^o Letzteres aber widerspricbt dem Dmstande, dass 
F ^2 Gescblecbt 2 ^ = 1 bat, tmd also ents^ningen die Belationen: 

(2) 0(^y) = 8/A, «!)(§<■>) = 8 

Werde nun 0 durcli T in 0'(^ff) libergefiihrt, so bestelit die Glei- 
chung 0 (?cf'/ — 0"(t«) = O unablmngig von den besonderen Werten 
der ©i, 0 ) 2 ; aber diese Gleicliung muss bereits in den ta identiscli be- 
steben, da wir im vorigen Paragrapben saben, dass es keine cubiscbe 
Relationen zwiscben den 4^^ giebt. Die Form 0(^a) ist also wirUicli 
eine Invariante der G^^eo’^)* 

Durcli ahnlicbe Betracbtungen kann man zeigen, dass es keine 
Invariante vierten Grades der giebt. Aber wir haben jetzt ein 
einfacbes Mittel, eine Invariante funften Grades von 0 (^a) zu bilden. 
Wir recbnen uns, wie aucb scbon bei friilieren Stufen, z. B. bei n = '7, 
einfacb die su 0 geliorende Sessdsclie Determinante: 


(3) 


0(^V) = 


*'4 'i's 


0 0 


0 0 


0 

0 

-3 

% 

% 


atis und finden als expUciten Ausdnich der soniit getvonnenen Invariante 
filnften Grades: 

(4) 4*^ ^3a^9cc) “f“ 


Mag erlaubt sein, bei diesen Satzen unter der allgemeinen Bezeicboang 
Za auch die normierten Moduln der beiden ersten Systeme mit einzubegreifen. 
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Unter Umgeiiimg der nachstfolgenden Werte v betracliten wir 
jetzt sofort v = 11. Wir konnen hier alinlich verfaliren, wie in I 
p. 739 (4) bei Gelegenlieit des zu n = l gebprenden Problems der A^. 

Man bemerke namliclij dass oder auch (i]/ll^a)^^ zum Tei- 
limgspolygon gebort (insofern diese Moduiform gegeniiber S invariant 
ist) und somit durcb die Modulsubstitutionen insgesamt in 60 ver- 
scbiedene gleicbbereclitigte Moduln transformiert wird. Wir werden 
uns aus der Gestalt der ^a“Substitutionen diese 60 gleicbberecbtigten 
Grossen leiclit berleiten und finden nun in ibrer Summe als eine 0ur 
6^660 gelidrencle Invariante IP®^ Grades: 

(5) X = {i yn)-“ {{iV 11 ■ 0^)^^ 

a 

10 

-f- ^ [(a“ — e”®) + (a^“ — a~^“) 

-j- (a®" — £— 5aj ^.4=a — } • 

Man bat bier freilicb nocb durcb eine kurze Recbnung zu zeigen^ dass 
der Ausdruck auf der recbten Seite von (5) jedenfalls in den 0a nicbt 
identiscb verscbwindet; inwieweit identisches Verschwinden in CO 2 
eintrittj falls wir die 0a 3nit den Moduln eines unserer drei Systeme 
identificiereii, werden wir gleicb untersucben. — 

Wir setzen nunmebr in die drei gewonnenen Invarianten nacb 
einander die Moduln der drei Systeme ein und bringen die so ent- 
stebenden Ausdrucke mit den Moduln erster Stufe in Beziebung. Die 
Bedeutung von 0 ist bereits in (2) angegeben. In V (<0^^) ist ein 
Ausdruck definiert, der durcb Multiplication mit ]/A zu einer ganzen 
Moduiform erster Stufe ( — 16)*®'' Dimension wird; wir sebliessen daraus 
in gewolinter Weise auf den Ansatz: 

( 6 ) = ag,yA . 

Aber die Reibenentwicklung der linken Seite von (6) weist kein Glied 
mit der Potenz r's' auf, so dass a = 0 sein muss. Da ferner bei 
CO = ^oo gegen alle iibrigen 0a^ verscbwinden, so ist fiir die dritte 
Invariante: 



wie man leiclit nacbweisen wird. Andrerseits ist X ( 0 ^^) eine ganze 
Moduiform, die durcb Multiplication mit ]/A zur ersten Stufe zuruck- 
gebracbt wirdj so dass sie infolge ibrer Dimension und der Annaberung 
(7) mit ^2 A]/ A proportional sein muss. Indem wir die Recbnung 
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leiclit zu Elide fuliren, fassen wir die fiir die 2 ^^ gewomieneii Eesol- 
tate ill den Satz zusammen: Die clrei Invarianten (Sj^ (5) der 
gebildet fur die Moduhi unseres ersfen Systems, geben die idfMtkdien 
Eelationen: 

(8) cD(g,) = 8A% ¥(e.) = 0, X a.) = -2^2 . ^7^ 

Die Bemehung des ersten Modtilsystems la Haiiptmodul erster Stiife 
J gestaltet sieJi also u'ie folgt: 

(9) 

Bei dem den Formeln (5) p. 405 zugeliorigen zweiteo Modulsystem 
der fallt der Ansdruck ¥on X {If) durck g^ imd ein wenig com- 
plicierter ans; wir sckliessen Her leiclit anf den Ansatz: 

(10) X (gc.) = {agi + Ig^) A®, 

WO sick die beiden Zahlen a, b jedenfalls nickt wie 4 : 27 verkalteii, 
so dass anf der reckten Seite von (10) eine kokere Potenz von A als 
die 6 ^® nickt auftritt. Zur endgiiltigen Bestimmnng der Form el (10 )j 
die wir indessen nickt leisten, wiirden wir also zwei Glieder der Eeiken- 
entwicklnng von X (tf) notig kaben. Einfacker werden die Ansdriicke 
fiir 0 nnd ¥5 wir finden fiir diese beiden Invarianten, gebildet in im- 
serem meiten Modidsystem die naclifolgenden Darstelhingen durch 
9^, 9s' 

( 11 ) cb (^,) = - 3^ . 13 A^- , ¥ {Q = 2® • 3^^ • 5^, A% 

woraus sich fur J{co) der Ausdnick im sweiten Modulsystejn ergiebt: 

( 12 ) 3 * - 13 ® .^^ = - 218 . 5 ®./. 

Endlick versckwinden beini Modulsystem die beiden Invarianten 
0 und ¥ notwendig identisck; denn sie wiirden sonst gauze ^ bei 
CD = ioo versckwindende, Modulformen erster Stufe der Dimension — 6 
und — 10 vorstellen; insgesamt aber finden tvir fur das dritte Modiil- 

system der die Eelationen: 

(13) 0 {^a) = 0, ¥ {0a) = 0 , X {0a) = — 2^ • 3 ^ 2 ^ 3 ^* 

Zur Darstellung von J durck die 0a^ wiirden wir also nock neue In- 
varianten der Gqqq keranzieken rniissen"^). — 

*) Die invarianten Formen 0 , ¥, X, sowie die specielle Betrachtnng der- 
selben fiir das erste Modulsystem 4^^ (Formeln (8) und (9) des Textes) wurden 
von Hrn. Klein bereits a. a. 0. voUstandig entwickelt. 
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§ 4. Von den geometriselien G-ebilden nnd 50®*®^ Grades 

im Eanme welclie den drei ^c-Systemen entspreclien 

Die Dormeln des Yorigen Paragraph en werden in neuer Weise 
verstancllicli, wenn wir nun in gewohnter Art die geometrische Deii- 
tung der liomogener Coordinaien eines Emmies von vier Eimen- 

sionen einfuhren. Im iegen wir ein beliebiges aus fiinf linearen^ 
niclit durch einen Punkt gehenden „Raumen^^ gebildetes Coordinaten- 
pentaeder zu Grunde und bezieheu auf dasselbe erstlich die Punkt- 

coordinaten ^ 3 , Ihnen reihen wir aber im Anschluss an die 

Contragredienz des dritten Modulsy stems zu den beiden ersten „Raum^‘- 
coordinaten an ,(welcV letztere den Liniencoordinaten der ebenen 
Geometrie und den Ebeneneoordinaten der gewohnlichen Raumgeometrie 
analog gebildet sind). Diese neuen Coordinaten^ welche particular ge- 
wahlt immer einen im gelegenen linearen Raum fixieren; sollen 
0a genannt werden nnd so bestimmt sein, dass durch die Gleichung: 

(^) "P "3^0 + + ^oti + ^4^1 = 0 

die vereinigte Lage von Punkt (g«) und Raum (^«) angezeigt ist. tfben 
wir jetzt eine Collineation des aus^ so werden sich in der That 
die 0a in richtiger Weise zu den contragredient substituieren. 

Im so Yorgerichteten E^ sind nun zahlreiche geometrische Ge- 
bilde zu betrachteu. Bie BimUe ta = heschreihen nacli § 1 eine 
eigentlich im E^ gelegene Curve der 0 wan 0 igsten Ordnung^ wdhrend 
in entsprechender Weise die PunUe tu = eine der acht0igsten 
Ordnung leschreihen, Beide Ouryen sind einfach bedeckt (wie man leicht 
beweist=^^=^)) und also gegenseitig auf einander eindeutig bezogen. Nun 
aber wird die Beziehung der auf die C^^ bei Ausiibung der 660 Col- 
lineationen der Gqqq nicht gestort. Wenn wir demnach je zwei zuge- 
ordnete Punkte beider Curven durch eine Gerade Yerbinden^ so ent- 

Die hier und im folgenden Paragraphen gegebenen geometriscben Ent- 
wicklungen wolle man nur mehr als beilaufige anseken. Diese Betracbtungen 
verfolgen den Zweck, die "Wecliselbezieliung zwischen den drei Modulsystemen 
der 0 ^ der Anschauung naher zn iegen, kommen indessen weiterhin bei der Tbeorie 
der Resolventen ^2^®^ Grades nur beilaufig zur Yerwendung. 

Wir bezeichnen hier conseq^uentei* Weise die durch eine cinselne Gleichung 
zwischen den Coordinaten ^ dargestellten ^?m-dimensionalen Gebilde des 
schlechtweg als „Raume“. Es ist diese Terminologie hier durchfiihrbar, weil 
wir eben im des Textes nur mit ein-, zwei- oder drei- dim ensionalen Gebilden 
zu thun haben. 

***) namlich aus der YeTsehiedeviheit der 660 ^^-Substitutionen und der ein- 
deutigen Abhangigkeit des J vom einzelnen System der cf. (9) und (12) § 3. 
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springt mis alf diesen Gcraclen eine im gelegene Hegel flaclie, die dureJi 
die 660 Collineationen der in sick selhst fransformlert uird, 

Man kann diese Kegelflache auch nocli in aiiderer Weise ent~ 
staiiden denken. Walilen wir namlicli als Parameter mid bildeii 

die fiinf Moduli! Stufe; 


( 2 ) 


.CD 


feu: 




SO werden dieseiben selbstverstandiich mit den cogredient sein^ 

andrerseits aber bei o — ioo das Verbalten der t[? zeigen, wie man 
durcb Yergieicli der Formeln (2) und (5) § 1 findet. Aiis letzterem Urn- 
stande scliliesst man : Bei heliehig fixierien Zi tcerden die in (2) defmierten 
ga eine des Pt-^ hesclireihen^ wenn m das Polygon Fqqq ilbersireicJd; nur 
fiir ^2 = 0 tritt an Stelle der eine Aber man siebt nun sofort^ 
dass die gesamten so erreichharen Ciirven gerade die ohen hescliriehene 
Pegelfldclie toieder ermugen tveHlen, Es entspringt bier die Frage^ wie 
man sicb geometriscb das plotzlicbe Zurucksinken der Ourvenordnung 
von 80 auf 20 bei % = 0 zu erklaren bat. Die Antwort ergiebt sicb 
fast unmittelbar aus dem Umstaiide, dass von den 80 beweglicben 
Nullpunkten der aus den Moduln (2) zu bildenden linearen Verbindung 
ZlCata im Specialfall z^—O secbzig in den Punkten c vom Polygon 
F'qqjj fixiert werden. Diesen 60 Punkten c entspreeben auf der Kegel- 
flacbe ebenso viele Gerade, und da baben wir nun den Satz auszu- 
sprecben: Die dem Modulsystem (2) zugeordnete Cqq zerfdllt fur z^ = 0 
in jene 60 Gerade imd die Curve C^q des Systems g^ ^ . 

Man veranscbaulicbe sicb daraufbin den Verlauf der Curven 
auf der Kegelflache, Eine jener 60 geraden Linien ist diejenige Penta- 
ederkante, welche der durcb g^ = 0, g 5 === 0 dargestellten „Ebene^^ des 
Coordinatenpentaeders gegeniiberliegt. In der Nabe dieser Linie con- 
vergieren alle Curven CgQ auf der Kegelflache nacb der Pentaederecke 
gi ^ 0, gg = gg = •••== 0. Aber bierbei schmiegen sicb die Cgo mit 
kleiner werdendem mehr und mebr an die in Rede stebende Gerade 
und die G^o an. Bei den ubrigen 59 Geraden^ die aus der ersteren 
durcb eine in der Ggeo entbaltene Ikosaeder- Ggfj bervorgeben, gestalten 
sicb die Dinge ebenso. 

Schliesslicb entspricbt dem driUen Modulsystem Za ein aus oo^ 
linearen Pdumen besfeJiendes Gelilde des P^, welches den developpabeln 
Fldchen der gewohnlichen Baumgeometrie parallel gehen tvird; wir baben 
diesem Gebilde die Glasse 50 zu erteilen, insofern durcb jeden Punkt 
des J ?4 50 jenem Gebilde angeborende lineare Kaume bindurcbgehen. 
Unser neues Gebilde wird natiirlicb gleicbfalls durcb die 660 Col- 
lineationen in sicb selbst iibergefubrt. De^^ einzelne lineare Baum des 
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m Bede stehenden GehiMes sclineidet mifolge dev Qleicimng (9) § 1 die 
Begelfldclie (nehen tveiferen BestandteUen) in derjenigen geraden Linie^ 
tvelclie ‘vermoge der gemeinsamen Bedeliung mm Bolygon Fqq^ der betreffen- 
den Stelle des Gebildes der Classe eindentig mgeordnet ist Letz- 

teres Gebilde liegt also geradezu persjpectiv zur Regelfiaclie, auf die es 
eindeutig bezogen ist. 

§ 5. Duroliseliiiitt der Cnrveii C^q, und der Regelflacli© mit 
den Eanmen 0 (g) = 0 und ¥ (t) = 0. 

Den im Yorigen Paragraplien betracbteten Gebilclen des ge- 
seilen wir jetzt den dtirch: 

(1) c!>(g,) = 0 

dargesteJlten cubisclien Eaimi hinzu, der gleicbfalls die -wicbtige Eigen- 
scbaft hatj durch die 660 Collineationen des in sicb. selbst iiber- 
gefiihrt zu werdeu. Beiin Durehschnitt des Raiimes (1) mit einer der 
Curyen Gqq oder treten nun tfberlegangen in Kraft^ wie wir sie in 
Bd. I wiederbolt; z. B. bei n = 1 (p. 696)^ yerwendeten. Soil eine ein- 
zelne unserer Curven nicbt ganz im Raume 0 == 0 gelegen sein^ so 
wird letzterer auf der Curye ein System yon Punkten ausschneiden, das 
gegeniiber der inyariant ist. Eben deshalb muss die Anzalil dieser 
Schnittpunkte sicb yermoge ganzer, nicbt -negatiyer Zablen a, y, d' 
in der Gestalt scbreiben lassen: 

(2) 660(z + 330/3 + 2205^ + 60d, 

wobei diejenigen Punkte der Curye, welche in den drei letzten Gliedern 
yon (2) gezablt sind, die woblbekannte specielle Lage auf der Curye 
baben werden. Es wird nun die Ogo der yon 0 = 0 in 60 Punkten 
gescbnitten, und es ist somit in (2) oc = j3 = y = 0, S=1 zu nebmen, 
da docb 0(S[P) nicbt identiscb Null ist. Ber Baum (1) sclineidet also 
auf der G .20 der das System der 60 Pimlcte c aus, was ein Blick auf 
die erste Pormel (8) p. 413 sofort bestatigtj denn eben an diesen 
Stellen der G^q yerscbwindet A. Durcb dieselbe tFberlegung finden 
wir, dass die Gqq der vom Baume (1) im vierfach gerecJmeten (d = 4) 
System der seclmig Punkte c geschnitten wird. 

Jetzt aber wolle man zur griindlicberen Erfassung der yorliegenden 
Verbaltnisse den Raum 0 = 0 gleicb mit der Regelflacbe der Curyen 
zum Durcbscbnitt bringen, und bierbei tritt folgende interessante Be- 
tracbtung ein: Im allgemeinen ist der Ausdruck 0, gebildet ftir das 
in (2) § 4 gegebene Modulsystem ga, als Modulform der ersten Stufe 
mit A^ proportional. Da aber 0 yom dritten Grade ist, so wird es 
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drei Special werte flir den Quotienten gebeii, flir welclie das in 

der Regei eintretende Anfangsglied mit der Potenz r- in der Ent wick- 
lung ¥011 <t> (^(v) ausfallt. Wir berechnen fiir diese Specialwerte % die 
cubiscbe G-leicbung: 

(3) — 60z/“;i2“r — 117^2^ = 0, 

welclie aufgelost die drei verscMedenen Wurzeln giebt: 

(4) iA = 1 = ‘A+AIa = . 

Man wird nun schon bemerkt baben, dass diese drei Modulsysteme 
drei identiscb verscliwindende d>(Sc.') geben miissen, und dieses Re- 
sultat kleiden wir wiederum in den geometrischen Satz: Der Baum 
(1) schieidet mif der Begelfldclie drei imterseliiedene von den Curven 
aus. Irgend eine andere CgQ (sowie aucb hat mit deni Rauine (1) 
nur ihre Punkte e gemeinsam. Eine einzelne der 60 Geraden c (der 
Regelflaclie) hat aber mit (1) zufolge des eben cursiv gedruckten Satzes 
an der betreffenden Stelle c der drei consecutive Punkte gemein- 
sam, wahrend sie doch andrerseits den Raum 0 = 0 noch in dem 
zugehorigen Punkte c der Qq schneidet. Die fragliche Gerade liegt 
demnach ganz im Raume 0 = 0, da dieser doch von einer niclit in ihr 
gelegenen Geraden nur in drei Punkten geschnitten wird. Fassen wir 
also zusammen, so ergiebt sich bei der Art, wie die Curven Cgo die 
Regelflaclie liberlagern, das Resultat: Der vollstdndige DurchscImiU des 
Raumes 0 = 0 mit der Eegelfldche besteht aus d?'ei verscMedenen^ durch 
(4) festgelegten, Curven C^q im Verein mit den sech^ig geraden Linien c, 
Weiter aber folgt hieraus: Die Begelfldclie besiUt die Ordnung 100 

Der Baum filnfter Ordnung Y = 0 wird die Cgo der ganz ent- 
halten miissen, da es auf dieser Curve kein invariantes System von 
100 Punkten giebt. Andrerseits lasst sich 400 in der Gestalt (2) nur 
durch a = ^ = 0, ^ S — 3 darstellen. Soli also der Raum ¥ = 0 
die einzelne Curve C^q nicht ganz enthalten, so wird er auf der Cgg 
das System der 220 Punkte b einfach, die 60 Punkte c aber dreifach 

*) Zur Sicherstellung des eben befolgten Schlnssverfahrens beachte man, 
dass keines der gefundenen Schnittgebilde von Regelflache und Raum 0 == 0 
mehrfach zahlt. Dies ist fur die drei Curven CgQ aus der obigen Deduction leicht 
ersichtlich und kommt iibrigens zum unmittelbaren Ausdruck durch den Umstand, 
dass die Gleichung (3) des Testes keine Doppelwnrzel hat (man vgl. dem gegen- 
tiber die sogleich unter (5) folgende Gleichnng). Sollte aber eine der Geraden c 
als Schnitt der Regelflache mit dem Raume 0=0 mehrfach zahlen, so miisste 
offenbar der Raum 0 = 0 die ganz auf der Regelflache gelegene O^o an jener 
Stelle e mehrfach schneiden; das aber widerspricht, wie wir schon fanden, der 
Thatsache. 

Klein-Fricke, Modulfunctionen, II. 


27 
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gezalilt aussclineiden. Die betreffenden Formeln (8) und ( 11 ) § 3 werden 
diese ietzteren Aiigaben als riclitig bestatigen. 

Um den Schnitt von Y = 0 mit der Regelflacbe zu untersuehen^ 
bemerke man, dass es jetzt fdnfWerte ^ 1:^2 fdr welclie ge- 

bildet far die betreffenden identisch verscbwinden muss. Wir finden 
als Gleiclmng fur diese speciellen Parameter: 


(5) (;«! 
deren Wurzeln: 

( 6 ) 


-f 20 %^^) = 0, 


5c/ = 0, ^ = 3, 


_5 
2 ' 


sind. Ber Raimi ¥ = 0 sclineidet aiif der Begelfldche sonach neten der 
nocli drei verscJiiedene Curven aus. Da aber ¥(ga) iiQ- allge- 
meinen mit proportional ist, so loird illerdies der Complex der 220 
auf der Regelfldche gelegenen Geraden h im BiirchschniU der Fldche mit 
¥ == 0 mdicdten sein. Warden alle bislang aufgezablten Bestandteile 
des Durelischnitts nur einfach in Betracht kommen, so warden sie ins- 
gesamt eine Carve der Ordnung 220 + 20 + 3 • 80 = 480 zusammen- 
setzen. Aber ¥ = 0 sclineidet die Regelflacbe in einer C^qqj so dass 
nocli eine Coq felilt. Da aber, wie man dberseben haben wird, neue 
Schnittgebilde nicht mehr in Betraebt kommen konnen, so ist die 
fetlende C 20 unsere Curve der was in der That durch die Doppel- 
wurzel = 0 von (5) bestatigt wird. Die der zahlt demnach 
in dem fraglichen Burchschnitt doppeltj und dies ist nur dadarcb. mog- 
licb, dass entweder die Regelflacbe von ¥ = 0 langs der Ggo beriilirt 
wird^ Oder aber dass diese C 2 Q eine Doppelcurve des Raumes ¥ = 0 ist. 

Und nun tritt von diesen beiden Mbglicbkeiten tbatsacblicb die 
letztere ein. Leiten wir namlicb den expliciten Ausdruck ¥ (0a) nacb 
einer der funf Grossen 0a ab, so erbalten wir jedesmal einen biquadrati- 
scben Ausdruck der 0a} der sicb aus den linken Seiten bestimmter 
zwei Relationen (3) und (4) p. 409 linear zusammensetzt. Piir die 
Punkte der G 2 Q verscbwinden also alle fiiuf ersten Ableitungen von 
¥ (to) identiscb, so dass in der That die Curve C2Q eine Boppelcurve des 
Raumes ¥ = 0 fiinfter Ordnung ist. Das biermit erreicbte Resultat 
bildet im Raume R^ das genaue Analogon einer von Sylvester and 
Clebscb berriihrenden Entwicklung aus der Tbeorie der Placben dritter 
Ordnung im gewobnlicben Raume R^ *)^ was nocb evidenter wird durcb 
die Bemerkung, dass die funf 0 ehn unterschiedenen viergliedrigen TJnter- 
determinanten von (3) jp. 411, 7nit Null identisch geset 0 ty die funf 0 ehn 


Man sehe den ansfiibrlicben Bericht iiber diese Theorie in der Salmon- 
scben Eanmgeometrie (deutscbe Ausgabe, 3. Aufl., 1880) Artikel 296 u. f. 



419 


V, 5 . Moduli! uud Eesolveiiten elfier Stale. 

Belatmien des § 2 ivleder ergeben. Weun man in eiitspreclieBcler Weise 
ini die Hesse^sclie Flache einer Fiaclie clritter Orclnung durcli Niill- 
setzen einer Yiergliedrigen Determinante darstellt^ so werclen cliircli 
Niillsetzen cler zelm ersten Unterdeterminanten (znfolge der eben 
citierten Theorie) die zebn Knotenprcnkte jener Hesse^schea Flaelie 
dargestellt. Mit dem System dieser Knotenpmikte wiirde also in un- 
serem Raume die der als DoppelcnrTe der Hesse^sclien Fiaclie 
Y == 0 in Parailele zu setzen sein 

Wir brechen diese Betracbtungen ab, obwohl sie leicM nocli welter 
fortgesetzt werden kbnntem Man wiirde nun aucli nocli die Gleicbung 
X (ta) = Oj sowie welter die durcli {^a) — 0 iind ¥ = 0 darge- 

stellten Raumgebilde verfolgen konnen. Vor alleni wiirde man aucb 
umgekebrt die den particularen Parameterwerten (4) und (6) zuge- 
liorigen J^-Systeme einer weiteren functionentbeoretiseben Discussion 
unterzieben, sowie welter alle gescbebenen Entwicklungen in ausge- 
debnter Weise fiir die nun darzustelleude Tbeorie der Resolventen ver- 
werten konnen. Um indessen nicbt zu viel Raum mit der Tbeorie der 
Stufe einzunehmen^ kniipfen wm nur nocb die TJntersucbung der Re- 
solyente 11^®^ Grades an das System der wabrend wir spaterhin 
fiir die Resolvente 12^®^ Grades andere, gerade fiir diese Resolvente 
besonders tauglicbe, Modiiln beranzieben werden. 


§ 6. Auswahl einer speeiellen Untergmppe G-qq von Gqqq nnd 
Untersncbung des zur Gqq geborenden Polygons 

Hat man einmal die Gesamtbeit der algebraiseben Relationen 
zwiscben den fiinf Moduln des einzebien Systems unter einander sowie 
zwiscben ihnen nnd den Moduln erster Stufe A gewonnen, so 

mag man nun in bekannter Weise wieder umgekebrt dieses Glei- 
ebungssystem bei gegebenen g^^ als Definition der fiinf Moduln la 
bez. Sa ansprecben. Wir verweilen aber nicbt bei der ausflibrlicben 
Pormulierung des so gemeinten Galois^scben Problems, wen den uns 
vielmelir gleicb zu dessen niedersten Resolventen; und bier sind es 
die beiden Resolventen IP®^ Grades, welcbe ibrer ausnabmsweisen Stel- 
lung wegen (cf. I p. 490) das Hauptinteresse in Ansprucb nehmen. 
Dntersucben wir also vor allem diese Resolventen! 

Es fanden sicb in Bd. I p. 479 ff. innerbalb der zwei Systeme 
von je 11 gleicbberecbtigten G^^ vom Ikosaedertypus , die erst dann 
in einander transformierbar waren, wenn wir von Gqqq zu der durcb 


'0 Es ist biermit der Gedankengaug skizziert, vermoge 
1. c. die Curve der zuerst ableitete. 


dessen Hr. Klein 
27 =^ 
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Spiegelungen erweiterteo Gruppe Gqqq fortgingen. In der AbsicM, die 
Polygone fiir die beiden entsprecbenden Congriienzgruppen 
vom Index 11 zii untersucben^ greifen wir etwa diejenige unter den 
22 Grnppen Ct^q auf, welclie wir aus den Substitutionen: 

(1) ^ = (mod. 11) 

erzeugen konnen. Dass diese Substitutionen wirklicli eine Ikosaeder- 
gruppe Gqq innerbalb der G^^^ bilden, folgt aus dem DycIPsclien Satze 
(I p. 456); denn man beweist sofort^ dass die Bedingungen dieses 
Satzes: 

^^ = 1, (st)^=l (mod. 11) 

Yon den Substitutionen (1) erfiillt werden. In dieser Gqq wird sicli 
ubrigens aueh die Operation finden: 

r2) = = J) (mod. 11). 

Wii' merken uns auck gleich, welclie Gestalt die Gg(, annimmtj 
wemi wir sie durch die Substitutionen darstellen; es ergiebt sick 
aus den bezuglicken Angaben des § 1 fiir die Substitutionen s, t, u: 

■(S) U = 

(3) (0 *yiT t .' > 

j 

(«) iVU t.' = F • 



Das Polygon der ausgewahlten Congruenzgruppe Tn hat die in 
Figur 6 aufgezeicknete Gestalt. Wir wollen diese Figur nickt ausfukr- 
lick analysieren, sondern ihre Eicktigkeit einfack dadurck bewakren, 
dass wm die erzeugenden Substitutionen bis v^, von denen sekon in 
der Zeieknung Vermerk genommen wurde, jetzt kinterher aus den in 
(1) und (2) gemeinteu Substitutionen s, t, u der erzeugen. Wir 
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reclmeE aber in der That leiclit aus^ dass mod. 11 die fiinf Con- 
graenzen erfiillt sind: 

r, = 6 '" i ii , = st s'^if . 

i\j = s~ t , z'- ^ s~ t S“ j = hi . 

Mao nimmt bereits in Fig. 6 walir, dass die Gruppe mm Ge- 
sclileclite p = 0 gelio'd. Indem man also in bekannter Weise die aiif 
einander bezogenen Randcurven von Fig*. 6 zusammeiibiegt, geiit dieses 
Polygon in eine einfacli und vollstandig bedeekte Ebene iiber^ deren 
Einteilung in 2-11 Elementarbereiehe Pig. 7 sclieniatiscli darstellt. 
Die Verzweigung der 11- blattrigen Riemann''sclien Flaelie liber 
der cJ- Ebene, wie sie der 
zugeliort, ist in Fig. 7 
immittelbar ersiehtlieh : wir 
dnden: Scv J = oo licingen 
die 11 Blatter in einem 
VermveigiingspimldecycUscJi 
misammen; bei 1 ver- 
laufen drei Blatter isoUert, I 
'wdhrend die ubrigen add zu 
Paaren mit einander ver- 
ziveigt sind; bei J=0 ver- 
laufen zicei Blatter isoliert^ 

‘wcihrend die netin iibrigen 
zu je drei in drei Verzwei- 
gimgspiinMen zusammen- 
Jidngen, Weitere Verztvei- 
gimgspimJcte treten nidit aiif. 

Die Polygone der mit innerbalb V gleiebbereclitigten Uater- 
gruppen entsteben axis der Pig. 6 einfacli durcli Transformation mit 
, Die Riemann^schen Placben welcbe ihnen zugeboren, 
sind bekanntlicb von der eben bescbriebenen F^^ in keiner Weise ver- 
scbieden; geandert wird ja bei Portgang zu den ubrigen allein die 
Beziehung der Plache zur cn-Halbebene. Zu den Polygonen des 
anderen Systems der 11 Gruppen gelangen wir nun einfach, indem 
wir die eben genannten Polygone an der imaginaren cn-Axe spiegeln. 
Ibnen entspriebt dann eine zweite Eiemann’scbe Flacbe die natiir- 
licb aus jener ersten Flacbe liber der F-Ebene einfacb durch Spiegeiung 
derselben an der reellen J-Axe hervorgebt. — Ubrigens giebt es, so- 
fern wir auf die Verzweigung der F^^ nur insoweit Acbt geben, als 
sie im eben formulierten Cursivsatz durcb Zabl und Art der Verzwei- 




422 V, 5. • Moduln und Resolventen elfter Stufe. 

gimgspiinktej sowie die zugeliorigen Werte J cliarakterisiert wild, uicht 
iiur zweij sondern insgesamt zelin unterscliiedene elfblattrige Rieinanii- 
selie Flachen, welehe alle diese Verzweigaug aiifweisen Eben diese 
Saclilage hat demi ancli zur Folge^ dass von den geschehenen Verzwei- 
u’uiiu’sangaben alleiii aus die Eesolventen 11^^“ Grades noeh iiicht ge- 
funden warden konnerij was doch bei qi = 5 fur die eine und n = 1 
flir die beiden Resolventen Grades der Pall war Es war liier 
bei n = 11 vielmehr diirchaus notig, behufs Gewinnung der Resolvente 
llten Gi-ades aiif das Mocliilsystem der zu recurrieren. — Znfolge des 
Verzweigungssatzes (I p. 346) definieren natiirlich auch die iibrigen 
elfblattrigen Flachen , welclie wir eben erwahnten, Untergruppen 
der Modulgruppe; die ihnen zugehorigen Resolventen fiihren uns also 
zu einer Reihe merkwiirdiger Nichtcongruenzmoduln IF®^ Olasse, die 
iibrigens zur Zeit noch nicht naher untersucht sind. 

§ 7. Die einfachsten Modulformen imd der Hanptmodnl der 
ansgewaMten Tn. 

Indem wir zur speciellen des vorigen Paragraphen zuriick- 
kehren^ auf welche sick die Pig. 6 bezog, fragen wir nach den ein- 
fachsten ihr zugehorenden ganzen Modulformen. Hier wiirden wir 
gewisse allgemeine Betrachtungen an die SMze iiber die Wertigkeit 
der Modulformen kniipfen konnen; indessen than wir gut, unsere Be- 
trachtung gleich auf jene Modulformen der einzuschranken, die 
sich ganz und rational in den darstellen lassen. Dabei ist es wieder 
eine geometrische Betrachtung im Eaume von welcher wir zweck- 
massiger Weise aiisgehen, 

Durch Nullsetzen des Ausdrucks 

Q-) 2 /co = + S3 + + S4 

wird der zuni Coordinatenpentaeder des gehorige lineare „Einheits- 
raum^^ dargestellt, Derselbe wird durch die Substitution s, andrerseits 
aber auch durch u in sich transformiert, da, wie wir aus (3) § 6 
leicht ausrechnen, die Form sowohl durch 5 wie u in sich trans- 

"*■■) Es ist dies von Hrn. Klein in der schon im Anfang des Kapitels ge- 
nannten Abhandlung j,Uber Transformation elfter Ordmung der elUptischen Func- 
tionenf^ (Matb. Ann. Bd. 15) abgeleitet worden. Henerdings hat Hr. Hurwitz das 
fundamentale Problem, alle nnterschiedenen 9i^-blattrigen Riemann’schen Flachen 
mit gegebenen Verzweigungspunkten anfzuzahlen, mit grossem Erfolg behandelt; 
man vgl. die Abhandlung tTber JdiemanW sche Flachen mit gegebenen Ver~ 
zweigungspunMen^^ Math. Ann. Bd. 39 p. 1 (1891). 

Man sehe die hier in Betracht kommende Abhandlung Klein’s ,,Uber 
die TSrniedrigung der ModuIargleichungen^% Math. Ann. Bd. 14= (1878). 
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formiert wird. Bei Au.sliLur.g der 60 Collmeationeii der Uiiteriiroppe 
G'qq iiinmit also der fragliclie Raiim insgesamt seclis uiiterscliiecleiie 
Lagen an, wie cleiin in der Tliat cliireli die fiinf Operationen fs" in 
die fiinf iinterseliiedeneii Ausdriicke yyi 

(2 ) i yii y, = ^ gg,. ^ -L 2 £2/'- _ — £«.’■=) 

iibergefillirt wird. 

Uin jetzt Grossen zu erbalten, die znr gehoren, werden wir 
syinmetriselie erbiiidimgen der sechs y berstelleii- Freilicli konnen 
wir zu diesem Zwecke nocli nicht die Summe der y brauclien; denii 
diese verscbwindet nacb (1) niid (2) identiseli. Man filbre demgeniass 
sogleich die Stmmie der Quadrate der y ein und sclireibe den Ausdruck 
dieser Summe durcli die in der Gestalt: 

(3) yi +yo- + yr-h--- + yy = -(i + i l/Il) • /•(£.) ; 

man findet dann nach kurzer Reciinung fur die explicite Dar- 

stellung: 

( 4 ) at.) = 2 {tu^ . 

Ci = l, 3,... 

Hieraus ist in der That ersicbtlich, dass die Summe der Quadrate der 
ij nicht idenUsch verscliivindet 

Diircb f(Xa) — 0 wird ein Raum zweiten Grades des darge- 
stellt, welcber dureh alle 60 Collineationen der in sicb transfer- 
miert wird. Die Untersucliung der Beziekung dieses Raumes zu den 
gesamten oben (§ 4) im B^ construierten Gebilden wiirde gewiss zu 
interessanten Resultaten hinfiiliren; wir verfolgen indessen einzig den 
Sebnitt Yon f{ta) — 0 mit der OgQ der Da zwischen den Moduln 
keine quadratisebe Relation bestebt, so sebneidet der fraglicbe Raum 
die Cgo in 40 Punkten, die durcb die Gqq immer nur in Punkte aus 
derselben Reihe iibergefubrt werden. Dieserbalb werden die 40 frag- 
licben Sebnittpunkte auf der Goq notwendig jenen 20 Paaren von Aus- 
nabniepunkten & des Polygons entspreeben, deren zugehorige Substitu- 
tionen der Periode 3 sicb in Gqq finden (man sebe daraufbin das Polygon 
in Fig. 6 nacb). Indeni wir neben die specielle unserer bis- 
berigen Deduction sogleicb die 2-11 mit ibr innerbalb der erweiterten 
Modulgruppe gleicbberecbtigten Gruppen stellen, ergiebt sicb biernacb 
das Resultat : Fs gieht im B^ Bweimal elf gleichierecMigte Bdume zweiien 
Grades dureh je 40 Punkte b der C 2 Q der 

Man beaebte die Analogic zu den zweimal sieben Kegelscbnitten durcb 
je 8 Punkte b der C4 bei w = 7 (cf. 1 p. 715). 
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Das Verschwinden von f in jenen 40 Punkten h folgt auch leicht 
aus dem Satze von der Wertigkeit ganzer Modulformen. Bs ist namlicli: 

^5) /’(^«) = 

eine zu gehorende ganze Modulform (-4)‘“ Dimension, die eben 
desbalb auf diesem Polygon die Wertigkeit y besitzt und in den 
beiden fraglicben Punkten h je im Grade verscbwinden muss (p. 364). 


Die drei riiekstandigen Nullpunkte von /(.?«) liegen zufolge unserer 
geometriscben Deduction notwendig in der Spitze a = iao des Poly- 
gons, und dieses wieder wird durch die Reihenentwicklung von /(?«), 
von weleber wir einige Glieder bier bersetzen: 


( 6 ) 






1 — I'Vii 






fij -[ — 


\ 


unmittelbar bestatigt. Bei dieser gunstigen Lage der Nullpiinkte von 
f diirfen wir librigens erwarten, dass die Gleicbung elften Grades^ durch 
welche f(Za} an ^ 2 ? 9^ gebunden ist, hervorragend einfach ausfallt; wir 
werden das weiter unten in der That bestatigt finden. — 

An die zweite Potenzsumme der y reihen wir jetzt die dritte und 
schreiben des naheren: 


(7) —iVn (:it + 2 / 0 * + 2 / 1 ® H h Vi) = 9 (S«) • 

Es ist dann im durch ^ = 0 ein Raum dritten Grades dargestellt, 
der, da er die der nicht enthalten kann, die Curve in 60, be- 
ztiglich der Gqq aquivalenten, Punkten schneidet. Mit dem in Rede 
stehenden Raum y == 0 combinieren wir jetzt den durch (1) p. 416 
gelieferten cubischen Raum und baben dann in: 

(8) -f == 0 

gleich ein gauzes Biischel von Raumen derselben Art. Dabei kommt 
dann in Betracht, dass <t> und g, wie man leicht beweist, auf dem Polygon 
nicht identisch sind; eben deshalb wird das Biischel (8) auf der ein 
System von 60 Punkten ausschneiden, dem den wechselnden Werten 
des Parameters entsprechend gerade eine einfache Beweglich- 

keit zukommi Zur Vereinfachung des Ausdrucks von g in ersetzen 
wir g = 0 durch denjenigen Raum Ji = 0 aus der Reihe (8), in dessen 
Gleichungsform die Glieder von cb gerade ausgefallen sind. Man 

findet ftir das so gemeinte h(^) den expliciten Ausdruck: 

(9) 1l (fa) = I + 3 tci tba (ta — ticc) 


+ Lu - UW - 2 
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Hiermit wire! ziigleicli eyident^ was bislang iiocli niebt gezeigt war, 
(lass die dritte Poienzsimime (7) in den ia nkltf identiscJi verscJui'indeL 
Nacb Einfiiliriiiig von Ji setzen wir nun die Gleicliiing iiir das 
Biiscliel (8) von Raiimen dritter Ordnung in die Gestalt: 

ilO) + = 0. 


Da aber von den Schnittpiinkten der CgQ der ^nit dem Raume (10) 
bei jedem stehenden Wert t nnr ein einzelner aiif denjenigen Teil der 
Curve Goo welcber als Abbildung des Polygons anzuselieii 

istj so liaien tvir umgelcehri in der mr geliorenden 3Iodidfunctmi: 


(11) r(G)) = 

Oder anders geschrieten in: 

(12) t(g5) = 








SA- 

8] A 


emen IIau})tmodul fur diese Gngg^e des Geschleclites j) = 0. 

Dieses Ergebnis wird durch die formentbeoretische Betraclituiig 
unmittelbar bestatigt. Man bat als Anfangsglieder der Eeihenentwick- 
lung flir 


(13) *(.-.) 8 ©■ *■* { 1 + . + ,A + 2r* 

+ i±|nl 


SO dass die y-wertige Modulform im Innern des Polygons 

nur nocb einen einfaclien Nullpunkt baben bann. Bei co = ^ oo be- 
reebnet man iibrigens fur 'r(a>) die Annaherung: 

(14) lira ^(co) = r*, 

a)=e CO 


SO dass der Dnstetigkeitspuiikt von T(ca) in der Spitee co == i cx) des 
Polygons gelegen ist. 

Zwiseben den Modulformen nnd der Function r der Fj! 

besteben zwei bemerkenswerte algebraiscbe Relationen, deren erste wir 
in der folgenden Art ableiten: Es ist der Quotient von imd A 

offenbar eine zweiwertige Modulfunction der deren Nnllpunkte die 
beiden Ausnabmepunkte & von F-^^ sind, wahrend der fraglicbe Quo^ 
tient bei co = i oo gleicb 641:^ wird. Also folgt der Ansatz: 

= 64r^ + + I, 

den wir sofort aueb in die bomogene Form umreebnen: 

f\^a) == — O • ]/A • h {0a) + ^ * 
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Die Bestimmung der beiden Zalilen a, I geschieht durcb Einsetzen 
cler Ent-R'ietlungen (6) und (13) in der iiblichen Weise, wobei man 

fiir ]/A nur das Anfangsglied brancbt. Wir finden dergestalt 

die naclifoigende explicite Form de>' fragliclien Relation: 


(15) 


|;S(£,) = + 241/A Ms.) + 64 (5 - il/ll) A, 

1 ^;^ = r^+3r + (5-'il/n). 


BiircJi Nidlseken der recliten Seite leUterer Qleichimg entspingen ver- 
miUelst AiifTds'ung die Werte r in den beiden AiisnahmepimMen b von 

Auf der anderen Seite besitzen wir im Quotienten von und 
f(Ba) eine dreiwertige Modulfunction der deren Nullpunkte die 
drei riickstandigen Punkte b von F^^ sind, wabrend die Unstetigkeits- 
pimkte bei (o = ioo vereint liegen. Man bat bier die Ansatze: 






y 

612 ’ 


— S-2^^g^AyA = f{h^—a-yA¥+^-Ah — yAyA}. 


Die Zablen a, y bestimmen wir wieder vermittelst der Reibenent- 
wicklungeu iind finden solcJierweise als explicite Gestalt der neuen Be- 
lation: 


- 3 • A 1/A = /• {h^ + 8 l/A/i^ - 96 (l + i ]/n) Ah 

— 256 (7 - iyn) AyA}, 

-3 _2 3 + 3ii/n_ 7-ii/ii 

m ^ -r ^ r ^ 


Dabei sind aucb in der ersten dieser beiden Gleicbungen als Argii- 
mente von f und li die gedacbt; dtirch Nullsetmn der recliten Seite 
der letsteren GleicJmng entspringen vermittelst Anfldsung die mmierischen 
Werte von t in jenen drei BunMen b von F^^^ tuelcJie durcJi die reclite 
Seite von (15) noch nicM mit erledigt waren. 


§ 8. Die beiden Eesolventen elften Grades in fnnctionen- 
tbeoretiseher und formentheoretisolier Gestalt. 

Durcb die eben ausgefiibrten Recbnungen ist die Aufstellung der 
beiden Resolventen elften Grades bereits implicite mit erledigt. Aus 
der Verzweigung der Riemann’scben Flacbe F-^^ setzen wir namlicb 
unter Riicksicbt auf (14) § 7 fur die Relation zwiscben dem Haupt- 
modul % und J die Gestalt an: 
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1 : 1 = iV -f rvr -f /A -f 4r ^ 

: (r" -f nr- + ~r ?. "T "f + ^i7 

Hier aber ist der c:::~c:rat:?cl:e Factor des ersteii Giiecles reeliter Hand 
nicMs anderes als die rechte Seite der GleicFung (15'] § 7^ walirend 
der dreifacF zalilende ciibisclie Factor dieses Gliedes direct mit der 
recMen Seite der Gleichung (16) identiscli ist. Das Mittelglied aiif 
der recbten Seite des eben aufgescbriebenen Ansatzes ergiebt sicb nun 
aus den beideii aiideren Gliedern vermoge einer elementaren Eecliiiuiig: 
Man erlialt so als fertige fumtionentlieoretisclie Gestalt der ebien Mesohenfe 
elften Grades: 

(1) JiJ-l:! = (r--f 3r-f5-a/n)(rS— 


— i + (r'^ + 2 

, 3 — Siyn 9 /- I 15+3iyTT\" 

_l _! — z- — {o + tyii)T — ■ 3 -- ) 




:172S. 


Von bier aus gewinnen wir die andere Resolvente elften Grades 
einfach dadurcb, dass wir allentlialhen das Vorseklien der Quadratwurzel 
yii umkeJiren, Da namlicli — 1 quadratiscber Nicbtrest von 11 ist, 
so wird beim Ersatz von e durch e"’ mit einein Niclitrest v die Gqqq 
der ?a-Substitutionen derart isomorph auf sick selbst bezogen, dass 
das eine System der Untergruppen Gq^ in das andere iibergebt Da 
aber bei diesem Ersatz des s die Irrationalitat i]/ll das Zeicben 
wecbselt, so ergiebt sicb die ausgesprocbene Bebaiiptung immittelbar, 
Als Wurzel einer formentJieoretischen JResolvente 11*®^ Grades ist, 
wie wir scbon bemerkten, die Modulform ( — 4)^®^ Dimension f(Za) be- 
sonders geeignet. Zur Vereinfacbung der Zablencoefficienten seize man 
f(za) mit 4ir(G)i, oog) identiscb und folgere fiir diese ganze Modul- 
form 0 ) aus (15) und (16) § 7 die beiden Gleicbungen; 

= A + 3r + 5 — il/lT) , 

12 g, = ^ r - — 1^) • 


*) Eben dieser Ansatz wiirde natiirlicli aucb bei alien jenen Nicbtcongruenz- 
moduln zur Geltung kommeo, welche den am Schlusse von § 6 genieinten Unter- 
gruppen fii zugeboren. 

Es kommen bierbei die in I p. 427 ff. begrundeten Satze uber die Gleicb- 
berecbtigung der Substitutionen S, ... in Anwendung* 
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Burch Elimmatmi des t cats diesen leiden Gleiclmngen enispringt als ein- 
facJists formentlieoretisclie Gestalt der einen Besolvente clften Grades: 

,2) ^11 — 22 A. 4- 11 (9 + 2l]/ll) — 11 • 12^2 

+ 88 i ]/iI • a- + 1 1 (3 — z yiT) • 6^. A^ • a? — 144^2^ = 0. 

Die and ere formentheoretisclie Resolvente entstelit aus (2) einfacli wieder 
diircli Zeiclienwechsel der Wiirzel ]/ll. Natilrlicli liatte man die Glei- 
cliiing (2) aiicli nacli formentheoretiscliem Ansatz vermittelst der Reiken- 
eiitwickluiig (6) § 7 ableiten konnen. 

Wir liaben bier erneiit eine lehrreicbe Gelegenlieit, die von nns 
baufio: betonte Pravalenz der ersten Stufe in der Transforniationstheorie 
vor den iibrigen zu beobacbten. Es war ja nattirlicb dem Herkommen 
gemasSj dass man friiber die von Galois entdeckten besonderen Re- 
solventen ftinftenj siebenten und elften Grades im Anschluss an die 
Jacobi’schen Mo dulargleicli ungen der betreffenden Grade zu realisieren 
suchtOj welcli^ letztere in der That dieselbe Monodromiegruppe be- 
sitzen, wie die Gleichungen f(J\ J) = 0. Ebeii dieses Tvar der Ziel- 
pimkt der eingehenden Untersuchungen Hermite^s^); dessen Ansatz 
jedoch viel zu umfanglich war, als dass die voile Durchbildung des- 
selben im Bereich der „wirklichen Durchfilhrbarkeit^^ gelegen hatte^^). 
Auch hier gelang es erst dadurch, dass Hr. Klein die Transformations- 
theorie systematiscli an die erste Stufe kniipfte und zugleich vermoge 
der Riemann^schen Principien sich stets die einfachsten Functionen 
eines gerade vorliegenden algebraisehen Gebildes verschaffte, die Re- 
solvente elften Grades in ihren einfachsten Gestalten (1) und (2) wirk- 
lich herzustellen. — 


Piir das gegenseitige Verhaltnis der beiden formentheoretischen 
Resolventen elften Grades (2) gelten iibrigens dieselben Satze, die wir 
an analoger Stelle bei den Resolventen Grades 7^®^ Stufe ent- 
wiekelten: Die Wimeln der einen Resolvente sind Imeare Functionen der 
der anderen Resolvente. Unterscheiden wir namlich die ver- 
schiedenen Wurzeln von (2) diirch untere Indices v und benennen 
ihnen gegentiber die Wurzeln der anderen Resolvente yv, so ist nach 
(4) p. 423: 



a 



j 



Sw' la tlieorie des egiiations modulaires, Paris 1859 (Comptes Rendus t. 49). 
der That sind denn auch in der Hermite’schen Gleichung noch 27 
numerische Constantea uabereehnet geblieben. 
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Durcli InTersioB der elf Gleicliuiig;eii (3) £ols:t: 






durcli Substitution dieser Ausdriicke fiir die zweigliedrigen ^a-Yerbin- 
dungen in (4) entspringen die Darstellungen ¥on yr durcb die q:. Da 
die Summe der elf Xv identiscb verscbwindet, so lasst sicb die Dar- 
stellung des einzelnen in der beabsicbtigten Gestalt nocb in 'C?c^ Weise 
treffen. Besonders einfacb sind die Formeln: 

(6) ^ yr — -f- + Xv^o “T ^r4-4? 

welcbe offenbar den Formeln (8) in I p. 759 vollig gleicbgebiidet siod; 
es reihen sicb ibnen die nacbfolgenden Darstellungen der x durcb 
die y an: 

(7) G + 7 + S + l/i -flO ? 

so dass aucb betreffs des unteren Indices in (6) und (7 ) dieselbe 
Gesetzmassigkeit berrscbt, die wir L c. bei n = 1 vorfanden. 


§ 9. Das Transformationspolygon elfter Ordming vom 
Gesebleelite j) = 1 . 

Eine erscbopfende Bebandlung der elften Stufe wiirde an gegen- 
wartiger Stelle die Untersucbung der zu n =11 geborenden Modul- 
systeme ( — I'/®"" Dimension anzureiben liaben. Solcber Systeme aber 
werden uns von Kap. 3 (p. 354 ff.) im ganzen mei geliefert^ und ibnen 
wtirde sicb die Untersucbung der Resolvente 12^®“ Grades dann wieder 
naturgemass anscbliessen lassen, gerade wie wir voraufgebend die Re- 
solventen 11^®"^ Grades an die 0a knupften. Inzwiscben sei es erlaubt, 
bier unmittelbar zur Betracbtung der Resolvente 12^®^ Grades bez. zur 
Betracbtung der ibr zugeborigen Riemann'bcben Flacbe ^o^zu- 
geben; wir werden dann weiter unten nocb bei passender Gelegenbeit, 
wenn aucb nur ganz beilauQg, auf die beiden Systeme der ka kurz zu 
sprechen kommen. 

Die eben gemeinte Riemann^scbe Flacbe wird uns durcb die 
zwolf gleicbberecbtigten .Untergruppen ri 2 des Index 12 geliefert, welcbe 
von den balbmetacycliscben Untergruppen der Gqqq berriibren. Eine 
unter ibnen ist aritbmetiscb durcb die Congruenz y = 0 (mod. 11) de- 
finiert, und das ibr ziigeborige Polygon nennen wir, wie gewobnt, 
Transformationspolygon elfter Ordnung. Dasselbe ist bezuglicb seiner 
Gestalt oben (Kap. 2 des vor. Abschn.) ausfiihriicb cbarakterisiert und 
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liat bekaDBtlich (cf. p. 52) das Geschleeht = 1; demzufolge muss sicli 
dieses Polygon durch teilweises Zusammenfiigen seiner auf einander 
bezogenen Kanten zu einem einfaeh bedeckten Parallelogramm um- 
gestalten lassen, desseu je zwei gegeniiberliegende Seiten einander zu- 
znordnen sind. Wir brauchen diese Operation bier nicbt explicite dnrcb- 
zufiibren, da wir obnedies scbon fiber die Verzweigung der Placbe 
orientiert sind (cf. p. 50 u. f.); fibrigens sebe man die p. 43 genannte 
Abhandlung yon Hrn. Papperitz, wo man auf der ersten der beige- 
gebenen Tafein das fraglicbe Periodenparallelogramm dargestellt findet. 

Das Transformationspolygon wird nun durch die Substitution: 

( 1 ) 

in sieh xibergefiilirfc, wie solclies oben bereits ansfiihrlich erlautert 
warde. Durcli Zusatz der Operation (1) wird demnach die auf eine 
Gruppe Pg' erweitert, in welch er P^g eine ausgezeichnete Untergruppe 
des Index zwei ist; natiirlich ist diese Pg' nicht mehr Untergruppe der 
Modulgruppe^ und wir wollen an diesen Umstand immer durch den 
oberen Index bei Pg' erinnern. Das zu Pg' gehorende Polygon ent- 
steht durch Halftung aus Fn, und unsere ganze Entwicklung griindet 
sich nun auf die wichtige Thatsache, dass das Fdlygon Fq mm Ge- 
schleclite p = 0 gehort. 

Es stellt sich namlich die Transformation W vermoge des Inte- 
grals erster Gattung u der Ti, notwendig in der Gestalt: 

u — — u c 

dar^ da die Substitution m — W (o?) die 
Periods 0 wei aufweist und andrerseits auf 
der imaginaren cu-Axe, wie man leicht 
iiberblickt, einen Fixpunkt besitzt. Man 
wolle aber u gleich so wahlen, dass die 
Oonstante c in (2) mit Null identiscli ist^ 
worauf sich die Pixpunkte der Substitution 
in der M-Ebene mit Hxilfe ganzzahliger Ij g. einfaeh in der Gestalt: 

(3) 

darstellen; hier sind in (3) und sogleich in (4) mit cog voriiber- 
gehend die beiden Perioden gemeint, welche das vorliegende elliptische 
Gebilde besitzt. Eigur 8 soli uns schematisch die Abbilder der Polygons 
JFjg andeuten; ersteres iibertragt sich in das grosse^ um den 

Nullpunkt der w-Ebene symmetrisch angeordnete Parallelogramm (dessen 
gegeniiberliegende Seiten einander zuzuordnen sind), Fq liefert die obere 


( 2 ) 



Mg. S. 



Moduli! und Resolventen elfter Stufe. 


431 


V, 5. 

(scliraffierte) Halfte. Die Grenzlinieii dieses scliraffierteii Bereielies 
sind dabei durcb die Siibstihitioneii: 

(4) t\ (ii j = — tiy t\ (ir = — H -f* G)^ , tg iu) == u -p 

einander zugeordnet, deren Wirkung z. T. in Fig. 8 angedentet ist. Da 
ist mm unmittelbar evident, dass wir es mit einem Fundamentalbereicli 
des Gescbiechtes p = 0 zu tliun haben, und das Gleiclie muss dann 
naturlicli auch zufolge dei* conformen Abbildung vom urspruDglielien 
Polygon Fq der m-Halbebene gelten. 

Bildet man jetzt -F/ durch eine ziigeborige einwertige Function auf 
eine complexe Ebene ab, so wird sieb ilber derselben als mei- 
hldUrige Fdemann' sclie Fldclie anordnen lassen. Die vier dabei aiiftretenden 
Yerzweigungspunkte entspreclien natiirlicb den Fixpunkten (3) der Sub- 
stitution W und baben als solcbe nacb p. 189 eine interessante zablen- 
tbeoretiscbe Bedeutung: sie werden namlicb in der co-Helbebene die 
reprasentierenden Punkte fiir die urspriinglicben Formclassen der ne- 
gativen Determinanten D = — 11 und D== — 44 liefern. Thatsacblicb 
finden wir denn aucb nacb I p. 250 an redueierten urspriinglicben 
Formen (P, P) fiir P = — 11 nur die eine: 

{l, 1, o) mit o = 

als reprasentierenden Punkt, sowie fiir D — — 44 die drei: 

(1, 0, 11) mit (X) = i ]/TI, 

(3, Hr 2, 4) mit co = 
als reprasentierenden Punkten. 

§ 10. Die beiden zum Polygon adjungierten einwertigen 
Modnlfornien A, B nnd die zweiwertige Punction ^((d). 

Eine dem Polygon (^djungierte Modidform ( — 1)^^®^ Dimension 
wird auf demselben die Wertigkeit 1 baben. Die beiden im Anfang 
des vorigen Paragrapben erwabnten Systeme der ka liefern uns nun 
in ibren beiden ersten Gliedern ^wei derartige Modulformen, die 
wir bier gleicb durcb die besonderen Bezeicbnungen A, B von einander 
unterscbeiden wollen. Die Modulform A(£Ojl; je^ie, welcbe uns 

von dem System (7) p. 332 fiir ?^ = 11 und a = 0 geliefert wird; 
wir baben also nacb leicbter Umsetzung der damaligen Formel: 

( 1 ) ^ ^ 1 ) ^ ? 1 = 0 ] = + ! (mod. Q), 

summiert liber alle der beigefiigten Oongruenz geniigenden Zablen- 
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paare. Die Modulform B(a3i, (» 2 ) wird uns von (2) p. 355 geliefert, 
und wir liaben als einfaeliste Darstellung derselben: 


(2j 




€0.^ 




summiert uber alle Paare ganzer Zahlen n. Als Anfangsglieder fur 
die nacli ansteigenden Potenzen angeordneten Reilien (1) und (2) 


finden wir: 

(3) A = ^ (1 - r - r® + + r’ — • • •), 

(4) B = ^(l + 2'r + 4r^+2r^+4r“--0. 


Da das Polygon P'jg Ausnabmepunkte a, h nicht aufweist (cf. 
p. 52), so wird B in einem im Innern von gelegenen Punkte in 
der Ordnung 1 versckwinden. A versckwindet demgegenuber in der 
Spitze w = ioD von der Ordnung \ und muss somit in der anderen 
Polygonspitze o = 0 in eben dieser Ordnung zu Null werden. Sonstige 
Nullpunkte treten fiir unsere beiden Moduln aber nicht auf. A und B 
werden nun durch die bomogenen Operationen der nur bis aufs 
Zeichen in sick transformiert, so class erst Hire Quadrate im absoluten 
Simie m gelidren; merken wir uns fiir die letzteren gleieh die An- 
fangsterme: 


(5) a 2 = (^)'{* + r — 2r2 — r® + 2r^ + }, 

(6) B^ == {1 + 4r + 4r-' + + 20r^ + IGr® ^ } . 


Bei dieser SacHage gewinnen wir eine mm Polygon des Qe- 
sclilechtes = 1 gehorende meiwertige Modulfimction in dem Quotienten: 

C^) '^(<55) == 02*7 

dieselhe wird in den heiden Polygonspit^en je einfach verscJiivinden, da- 
gegm in einem gewissen PunUe im Innern des Polygons doppelt un- 
endlich. 

Die Lage dieses letzteren Punktes (namlicli des Nullpunktes von 
B) lasst sick nun auf Fy, leickt nock naker umgrenzen. Die Nullpunkte 
von T werden durck die Substitution wie wir wissen, permutierL 
Der Zahler von tj als Function des oben fixierten Integrals u auf- 
gefasst, weist also die Residuensumme Null auf (cf. I p. 157). Da ein 
Gleickes von der Residuensumme des Nenners gelten muss, so ist der 
NullpunM von B offenhar einer der vier FixpunJcte der Operation W. 
Urn jetzt weiter zu entsckeiden, in welckem unter diesen vier Fix- 
punkten B versckwindet, bemerken wir erstlich, dass er jedenfalls nickt 
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der auf der imag-iiiareii e-Axe srelecrene* sein kaiin. Benennen wir 
namlicli die in der Klammer %'on (6) stehende Potenzreiliey die librigens 
anf der imaginaren co-Axe liberal! reelle VTerte besitztj der Kiirze 
balber durcb so lasst sicb zeigen^ dass auf dieser Axe einen 
Zeicbenwecbsel nicbt erleidet und also aucb nicbt verscbwindeii Iiami. 
Es gilt namlicb fiir binreicbend kleine (d. i. in der Kabe der Spitze 
m = i go) naberungsweise die Formel '^): 

(8) i^ll B ( — fUo? %) == B (Do); 

aus weicber wir sofort 


als Naberungsforinei fiir einen auf der imaginaren Axe in der Nalie 
von m = ioo gelegenen Punkt ca zieben. Mit der letzten GleiebuHg 
ist aber unsere Bebauptung bestatigt, wenn man nocb beacbten will^ 
dass B als amwertige Modulform der r ^2 docb bocbstens einen einzigen 
Zeicbenwecbsel auf der imaginaren o-Axe erfabren kann. — Da weiter t 
in den beiden von den Pormclassen (3, 4) berriibrenden Fixpunkten 

conjugiert complexe Werte baben wird, so bleibt nur nocb iibrig, dass 
der NuUpunJc't von B auf dem Folygon mit dem reiwdsentierenden 
FimMe der einen m D = — 11 geliorenden Formclasse msmmnenfdMt, 
Fiir unsere weiterbin durchzufiibrendeii Eeclinungen miissen wir 
die Substitution W in die bomogene Gestalt setzen: 


( 9 ) 


(TF) 


4 



, Ct}, pll 



und werden wiederbolt von dem Umstande Gebraucb macben, dass 
auch die so definierte liomogene Snhstitution W die Feriode mei besit^L 
Man wolle daraufbin gleicb feststellen^ wie die bomogene Operation 
W auf die Formen A und B w-irkt. Es werden sicb jedenfalls A wie 
B nur um constante Factoren andern konnen, da beide Male die Null- 
punkte durcb W in sicb selbst iibergefiibrt werden. Diese constanten 
Factoren konnen aber nur -f- 1 oder — 1 sein, da die Operation (9) 
die Periode zwei besitzt. Scbreiben wir also den Ansatz: 


f ico^ 

\VU’ 


ViT’ 

und entsprecbend fiir B. 


— = + A ^2) 

Hier setze man nun die Specialwerte ein 


Dieselbe ist eine unmittelbare Folge aus dem Verhalten des hier in Be- 
tracbt kommenden Modulsystems bei Ausiibung der Substitution T; man 
wolle nur bemerken, dass die Zahl p in unserem Falle gleicb 2, d. h. gleicb 
einem Kichtrest von 11 ist, und dass unter den seeks Moduln nur der erste 
Bo = B in den Polygonspitzen endlicb bleibt. 

K lein-r ricke, Modulfunctionen. II. 28 
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= co2 = ]/H, welclie einen in der positiven Halbebene^ und 
zwar auf der imaginaren Axe, gelegenen Quotienten m liefern; wir ge- 
winneii soldi ergestalt: . 

(10) A (^, ]/Tr) = + A (i, ]/i i) , B (^, yTij ^ 0 7 y ^ i) • 

Nun erinnere man sicb, dass auf der imaginaren co-Axe im Innern 
der Halbebene weder A noch B einen Nullpunkt aufweist; in Pormel 
(10) muss demnacb beide Male das obere Zeicben gelten. Wir haben 
so das Kesultat erzielt: JBd Aiisiibimg der liomogenen Siibstitution W 
geht jede der Formen A, B unverdndert in sich selbst iiher: 


( 11 ) 



Hieraus ergiebt sicb endlich als eine unmittelbare Folgerung fiir 
die zweiwertige Function t(g)), dass dieselhe gleichfolls durch W imver- 
dndert in sich transformiert wird: 


( 12 ) 



Man kann dieses Ergebnis aucb dabin aussprecben, dass ^(co) ein 
Eauptmodul der Gnippe fg' des OeschlecMes p = 0 ist Hieran werden 
wir gleicb weiter anzuknupfen haben. 


§ 11. Die zum Polygon F^^ gehorenden dreiwertigen G-rbssen 
E(£Di, Og) iind % (co), Kelation zwischen 'r(co) und %(&)), 

Wenn wir den Nullpunkt von B fiir das Integral erster Gattung 
u der F^j^ als untere Grenze wablen, so wird r(G>), als Function von 
u betracbtet, entweder direct mit der Function p{y) identiscb werden 
Oder aber docb eine lineare gauze Function von sein. Wir wollen 
uns jetzt weiter eine Function T'(fo) verscbaffen, welcbe, in Abbangig- 
keit von u gedeutet, bis auf einen constanten Factor mit p' (%i) iden- 
tiscb wird. Diese Function t (o) wird auf F-^^ dreiwertig sein, und die 
drei Nullpunkte werden in jenen drei Fixpunkten von W liegen, fQr 
welcbe B von Null verscbieden ist 5 ferner wird x(m) im Nullpunkte 
von B dreifacb unendlich. Bei dieser Sacblage wird: 

(1) E («i7 «»2) == (®) * B^(a}i, 

eine zum Polygon geborende game Modulform (— Dimension 
vorstellen, welcbe wir bernacb mit A und B zu einem vollen Modul- 
system der Gruppe vereinen. 
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Die explicite Gewiimiing von E und damit tou t basieren wir 
auf nvei imtersclmdene Barstellungen des Integrals u, Wir wissen Bam- 
licli erstlicli aiis der algebmisclien Theorie der Gebiide des Gesclileciites 
1, dass it darstellbar ist in der Gestalt: 

f2) 

Andrerseits aber folgt auf transcendentem Wege, dass aucli: 

(3j u' == J ^ (ca^dco.2 — G}:,dG)^) 

ein iiberall endlicbes Integral unserer Fiacbe ergiebt; -deun die in 
(3) dargestellte Grosse ist nur nocli von m allein abbangig und be- 
sitzt, wie man in iiblicber Weise zeigt, auf deni Polygon (dessen beide 
Spitzen eingeschlossen) keinerlei Unstetigkeitspunkte. Wir schiiessen 
demnacb auf die Identitat: 


^ • {(D^da)2 — 

und finden von hier aus unter Benutzung von (1) fur E den Ausdruck: 


(4) 


C * E ((Dj, , m 2 ) = 




In Anschluss an eine schon im vorigen Paragraphen 
kiirzung sei 


Aq 



CO2 

In 


B, 


gebrauclite Ab- 


so dass A (3 und nur noch von r allein abhangen. Indem wir als- 
dann in (4) fiir t seinen Ausdruck in A^^ und eintragen, zugleich 
aber die numerische Constante c in zweckmassiger Weise wahlen, ent- 
springt durch Entwicklung der Gleichung (4) filr die game Modiilform 
E((Di, CO 2 ) der Ausdruck, den ivir als Definition von E betraditen: 



Es ist ein Leichtes, von hier aus einige Anfangsglieder der Potem- 
entwicklung von E nach r zu berechnenj wir finden in der That: 

(^6) E = { 1 — 4r — lOr^ _ 40r^ — — 104f^ • • * } . 

Es genugt filr unsere ferneren Zwecke, diese Anfangsterme von E 
mitgeteilt zu haben^ ohne dass wir allgemein ein analytisches Bil- 
dungsgesetz fiir diese Modulform entwickeln. Ob die Ansatze von 
p. 355 ff., fiir die Dimension (~ 3) specialisiert, auf unser E fiihren oder 
nicht, wird man ja nachtraglich, wenn man will, leicht entscheiden 
konnen. 

28 =*= 
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Kun wird das Quadrat 'der Modulfunetion /(ra) eine ganze Func- 
tion dritten Grades von %{a), wobei das Absolutglied im Ausdruck 
dieser ganzen Function gleicb 1 ist, da bei co = ioo t verschwindet, 

X dagegen gleicb 1 wird. Man bat also den Ansatz; 

^7) x~ = 1 cix -j- ix" ct^. 

Zur Berechnung der numeriscben Factoren hf c tragen wir in (7) 
die Modulformen A, B, E ein, wodurcb diese Gleicbung ubergebt in: 

(8) = B» -f «B^A® + &B-A* -f cA®. 

Durcb Einsetzung der Eeibenentwicklungen (6), sowie (5) und (6) 

§ 10 bestimnst man leiclit: 

a ^ — 20, &==56, c== — 44^). 

Also das Resultat: ZtviscJien den leiden Modulfimctionen- t{m) and Zip) 
hesteM die aibisclie Relation des Gesclilechtes |) = 1: 

(9) = 1 -- 201: + 56i:^ - 44i:^ 

die man auch in die homogene Gestalt seUen mag: 

(10) + 20B^A2 _ + 44 A^ = 0, 

eine Gleiclmng, die fur miser Gelilde p = 1 cJiaraMeristisch ist. 

Wir konnen dem erhaltenen Resnltate anch die Wendung geben: 
Die heiden Grossen i:(co), Z(a)) liefern uns ein voiles System von Modul- 
functionen filr die TJntergruppe Tig*, ddbei stelU sich die Transformation 
W der Fldche in sich einfach diirch Zeichemvechsel des % Toei unver- 
dndeiiem x dar. Daraus folgt noch fiir E unter Rilcksicbt auf (11) § 10: 

was man aiicb leiclit am Ausdruck (4) von E verificiert. 

Man fiihre aucb gleicb noch die nachfolgende formentheoretische 
tiberlegung durcb: Die quadratiscbe Yerbindung (%A^+ ^ 2 ^^) 
zum Polygon Fq im absoluten Sinne geborende Modulform der Dimen- 
sion — 2, welcbe auf diesem Polygon nur einen einzigen, mit den 
willkiirlicb beweglicben, Nullpunkt aufweist. Daraus folgt unmittelbar: 
Jede m Fq im cibsoluten Sinne gehorende game Modulform^ die als solche 
eine gerade Dimension — 2v aufweisen wird, ist eine rationale game 
homogene Function Grades von Pd und Dem gegeniiber sind, 
urn es zu wiederholen, A, B und E dem Polygon Fq nur erst ad- 
jungiert. Sie besitzen auf Fq die Wertigkeit bez. f, und zwar 

Bei Eecbnungen dieser Art wird man immer noch eine iiberzablige lineare 
Gleieimng far die anbekannten Coefficienten entwickeln, vermoge deren man die 
bereckneten ZaMwerte einer Controlle nnterzieben kann. 
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wird A in der Polygonspitze © = /cc in der Ordiiimg i zu Xull^ E 
verscliwindet je in der Ordnung ^ in jenen drei Poljcrci: scire::, welehe 
den Formclasseii D = — 44 zugehorenj und, B endlicli verscliwindet 
von der Ordnung in derjenigen Poljgonecke von 24.'^ welclie wir 
der einen Formclasse der Determinante JD = — 11 zuznweisen hatten. 
Diese Uberlegungen gewinnen nun gleieli eine fundameiitale Bedeu- 
tung ftir uBsere weiter folgenden Betrachtungeii. 


§12. BarstellTing von cu, A und ihrer transformierten Werte 
92^ i 2 i E, A; B. Ausdruek fiir die ftmctionentlieoretisclie 

Resolvente Grades. 

Nachdem wir voraufgehend geiernt liaben^ die zur Untergroppe- 
geborenden Functionen und Formen durcb die einfaclisten unter 
ilinen entlialtenen Grossen zu belierrsehen, wenden wir uns unserem 
eigentlicben Ziele zu, namlicb einen funetionentheoretiscben Ausdruek 
fiir die Resolvente mvolften Grades zu gewinnen. Unserer oft verwen- 
deten Massnabme getreu werden wir diesen Ausdruek dadurcb ber- 
stellen, dass wir J (co) im Moduisystem r, t rational darstellen. In- 
dessen geben wir aucb bier wieder, wie scbon in der Einleitung 
angedeutet, vorab einen formentbeoretiscben Weg, indem wir namlicb 
zuerst die Modulformen erster Stufe g^ mit den Formen A, B, E 
der Tx. in Beziebiing setzen. 

Sei gY^ii ^ 2 ) beiden Formen erster Stufe g.^, g^j so wird 

gk natiirlicb der Txs angeborenj ein Gleicbes gilt demnacb aucb von 
der Form: 

( 1 ) (^ 2 ) = ffi {^, 

welehe aus gk durch Ausizbimg der Substitution W der Periode zwei 
entstebt. Diese Form g^ ist, wie man bemerken wolle, nur ganz im- 
wesentlich von der Form gjdllm^^ co^) versebieden, wie wir sie trailer 
durcb Transformation IF®^ Ordnung aus gjc berstellten. Wir baben 
namlicb, was man leiebt bestatigt: 

€ 0 ^ = 032)* 

Da W die Periode zwei bat, so wird eine ernente Anwendung der 
Operation W auf wiederum zu gjc zurilckfubren; daraus foigt so- 
fort: Die Ausdriicke (g^ game Modulformen der welclie 

bei Ausubung von W unverdndert bleiben oder das Vormiclien wecliseln^ 
je nachdem bei {gf + gf) das obere oder untere Zeichen genommen wird, 
Hierauf griinden wir die Darstellung der g^yg^ A, B, E, indem wir 
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die am ScMusse des vorigen Paragraphen entwickelten Satze ziir An- 
wendung bringen. 

Da / und absoli^t zur gehoren, so folgt aus (1) § 11 das 
Gleicbe fiir BE, ein Product, welcbes gegenilber W Zeiclienwechsel 
erfabrt. Demnacb sind: 


( 2 ) 


und 




'Koiulfumtionen der Fg', und als solclie sind diese Grossen aucb. in der 
Umgebung der Nullpankte von B und E anf der ,,El)ene^^ Fq eindeutig* 
In jedem dieser vier Punkte muss also mit dem Nenner auch der einzelne 
Zabler (2) wenigstens in der Ordnung verschwinden, so dass aucli 
nocb. der Quotient von — gjz ui^d B E eine game Modulform der F^a 
vorstellt, welche aber nun gegenuber W absolut invariant ist und eben 
desbalb sicb als ganze bomogene Function von und darstellen 
Tasst. Aus der Dimension in den g?^, m., ergiebt sicb daraufbin un- 
mittelbar der Ansatz: 


(3) g.:-9, = ^BE, g; -g,=^ BE{aA^ + /^B^). 


Nocb director erledigen sicb die beiden Ausdriicke + g ^ ; denn 
bier gilt offenbar der Ansatz: 

92 +92 = + cA^B^ + dB\ 

9z +9z= 7^^ + + aA^B^^ + gB^ 


(4) 


Zur Bestimmung der nocb unbekannten numeriscben Coefficienten 
trage man die Pieibenentwicklungen ein; dabei geniigen fiir g^ und g^ 
selbst iinter Einscbluss der iiberscbussigen (zur Controlle der Recbnung 
binzugezogenen) Glieder folgende Anfangsterme : 


(5) 


I ( 2 ^)' = 1 + 12 • 20 (r + 9r2 + 28r« +■.•), 

1 216 ( 1 ^)' <73 = 1 — 14 . 36 (r + + 244»^ + 1057 + •.•). 


Naclidem wir die Rechnung zu Ende gefuiirt haben, bestimmen wir 
durcb Combination der entspringenden Gleichungeu gk und ein- 
zeln. Als Ausdriicke fur die Modulformen g^, g^ und ihre transfer - 
mierten Werte gf , gf in dett Modulformen A, B, E der ergeben sich 
solcherweise: 


(6) 12g^, 12^2' = 2®-11A^ — 2^-23A®B^ + 61B* + 2^-3-5-BE, 

(7) 216^3, 216^/=7(2S-1PA'=— 2«-3-llA*B^+2^-3-23A2B*-5-19B«) 

+ 2-32BE(2®-llA' — 37B^). 

Dabei bezieben sich die oberen Zeicben immer auf die ursprtinglieben 
Moduln, die unteren aber anf die transformierten. 
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TJni entsprecliende Ausdriicke fiir A" und A' zu gewinneiij be- 
trackten wir ]/A aiif F^,. Hierbei liegt der Naciidruek auf dem Um- 
stande^ class ^y'AA' lis aiif einen mimerischen Factor mit A“ iilerem- 
stimmt; die betreffende Formel findet man welter unten angegeben. 
Es folgt die Identitat dieser beiden Modulformen einfaeb aus der 
gleicben Lage und Art Hirer Verschwindungspnnkte auf F^^^ wie man 
leiclit ins einzelne verfolgen wird^). Demzufolge gebort ]/AA' im 
absoluten Sinne zu F^, und es werden die beiden Pormen (|/A' + ]/A) 
diesem Polygon F^ adjungiert sein. Man bilde nunmebr die beiden 
nacbfolgenden Quotienten: 

VA + ]- A - yZ 

^ AB'aA^-f &A^B-+ AE(aA-4- ^B-)^ 

wobei die Coefficienten a, b, c und a, ^ vorab ganz beliebig gewahlt 
sein mogen. Die Ausdriicke (8) stellen, wie man sieht, Modiil/i^wc- 
tionen daiy deren Quadrate absolut zur T/ gehoren, wahrend sie als 
solche zufolge der friiheren Formeln sowohi gegentiber S als W ab- 
solut invariant sind. Demnacb muss z. B. (]/A' — ]/ A) bei der Lage 
und Art der Nullpunkte von A und E in der Spitze m — ioo von Fq, 
sowie in den drei zu D = — 44 gehorenden Ecken von F^ jeweils 

in einer der Ordnungen -i, (gemessen auf Fq) verscbvrinden; 

dagegen wird (]/A' — ]/A) in der zu D = — 11 geborenden Polygon- 
ecke entweder endlicb bleiben oder in ganzzabliger Ordnung auf 
verscbwinden, da bier A und E selbst endlicb und von Null verscbieden 
sind. In sonstigen (gewolinlieben) Punkten von F^ wird der zweite 
Ausdruck (8) selbstverstandlicb nur in ganzzabliger Ordnung Null 
oder oo werden konnen, da er docb eine Modulfunction darstellt. In- 
dem wir also daran erinnern, dass Fq zum Geschlecbte p — 0 gebort^ 
wird auf der gescblossenen Flache F^ nicbt nur das Quadrat des 
zweiten Ausdrucks (8), sondern dieser selbst, als nirgends von ge- 
brocbener Ordnung 0 oder oo, eine eindeutige Function vorstellen. — 
Ebenso verfahren wir beim ersten Ausdruck (8) und erkennen so end- 
licb, dass die Quotienten (]/ A' + ]/ A) : A B und (]/A' — ]/ A) : A E als 
game Modulformen absolut zur Tq geboren. Damit aber baben wir die 
Ansatze erreicbt : 

]/A^ + }/A = AB {ak^+ bm^+ l/A^ - V'E=kE{ak^+ /3B^), 
von denen aus wir nun in gewobnter Weise leicbt die gewtinscbten 


*) Man vgl. auch die n^cbstfolgenderi Paragrapben sowie oben p. 67 u. f. 
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Eesiiltate ableiten. Als endgillUge JDarstellungen der Modtihi Y A und 
■j/A' in den Modidformen A, E der ergeben sicJi: 

(9) 2yA, 2 '|/a; = AB"(2®-11A*- 3-7A-B^+B^) + AE(llA^ — B"). 

Dieses letzte Ergebnis ist ubrigens einer interessanten Bestatigung 

fabig. Es wurde namlich bereits angedeutet, dass ^^A'A bis auf einen 
numerischen Factor mit A identiseh ist. Aus (9) folgt aber: 

4]/^= A^B^(88A^ - 21A^B" + B*)' - A2E^(11A2 — B^)^ 

Wenn man also bier E^ durch seinen aus (10) p. 436 entspringenden 
Ausdrucb in A, B ersetzt, so muss sicb die recbte Seite der letzten 
Gleicbung auf das einzelne Glied mit A'^ zusammenzieben. Die Recb- 
nung bestatigt dies, indem sie auf die Relation fiibrt: 

(10) _ 1/5^= 121 Ai^ 

Die Aufstellung der funetionentheoretischen Resolvents molften Grades 
ist mit dem Bisberigen bereits implicite geleistet. Wir braucben nur 
nocb auf die Proportion: 

J- 1: 1 

zuruckzugeben, urn auf der recbten Seite derselben g^, A durcb 
ibre Ausdriicke (6), (7) und (9) zu ersetzen. Indem wir dann nocb 
zur nicht-bomogenen Bezeiebnungsweise, d. i. zu den Modulfunctionen 
t, z der Tia zuruckgeben, erbalten wir das Resultat*): 

(11) J:J-1:1 = [2®.11-t“ — 2"-23-ir+61 — 22-3-5-r'f 

:[7(2S-ll2r*— 2»-3-11 .t2 + 2*‘-3-23-t — 5-19) 

— 2-32-t'( 2®- 11 -r — 37)p 

Diese GleicJiung im Verein mit der 0wiscken t und % lesteJienden alge- 
braischen Belation: 

(12) - 1 + 20t — 56t2 + 44r« = 0 

ergiebt mis im gewohnten Sinne den Ausdruck fur die functionenfheore- 
tisehe Besolvente swolften Grades. Auf der anderen Seite besitzen wir 
bier ein interessantes Ergebnis fur jene Darstellungsweise der Modular- 
gleicbungen erster Stufe, wie wir sie oben p. 68 & allgemein postu- 

*) Man Tgl. nun hier die schon in der Einleitung zmn vorliegenden Eapitel 
namhaft gemachten Untersuchnngen von Hm. Eiepert. Die Pormel (326b) 
p. 98 1. c. ist in anderer Gestalt geradezu die Gleicbung (11) des Textes, wahrend 
unsere Gleicbung (12) bei Hrn. Kiepert mit der Gleicbung (320) p. 96 uberein- 
atinamt; die tfberfubrung dieser beiden letzten Gleicbuagen in einander lasst sicb 
in der That muhelos vollziehen, 
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lierten und fiir die Falle des Gesclileclites p ^ 0 vollstaiidig durcii- 
fiilirteii. In der That wird ja fiir X (m) — J (11 eiiie der Relation 
(11) vollig gleich gebante Proportion gelten^ deren rechte Seite aos 
derjenigen von (11) einfach durch Zeiclienwechsel von t entspringt. 
Die so gmneinte Glekhang im Verem mit (11) und (12) hiMet alsdami 
den Efsats fiir die ZTodidargleicJiUhg erster Siufe elfter Ordmmg, Der 
einzige Unterscliied gegen die fruheren Entwicklungen ist, wie man 
sieht, der, dass wir (dem Geschlechte p = 1 znfolge) niclit mehr mit 
einer einzelnen Grosse t reichen, sondern deren mei neben einander 
stellen miissen, die dann dureli die algebraische Relation (12) an ein- 
ander gebunden sind. 


§ 13. Von den formentJieoretiseiien Besolventen zwolften Grades. 

Die Ableitung formentheoretisclier Eesolventen aus den fanctionen- 
theoretischen gelang bei den niederen Stnfen n = o, 1 oline weiteres; 
liier bei = 11 liegen die Verhaltnisse anders, und zwar infolge der 
Eigenart der zu Grunde gelegten Modulfunction r, Diese einfachsten 
Punetionen der sind eben Quotienten von Formen, die durchgehends 
nur erst der Stufe elf angelioreUj wahrend bei n = 6 oder 7 der Haupt- 
modul T Quotient zweier Formen war, von denen die eine der ersten 
Stufe adjungiert war (cf. Formeln (5) p. 64). 

Bei dieser Sachlage werden wir zur Gewinnung fornientheore- 
tisclier Eesolventen zwolften Grades aufs neue ansetzen miissen. Da 
eine Modulform, die absolut zur homogenen gehoren soli, von ge- 
rader Dimension sein muss (insofern sie anderenfalls gegenuber P 
das Zeichen wechselt), so werden wir offenbar eine moglichst einfache 
formentheoretische Eesolvente erhalten, wenn wir als Wurzel der- 
selben eine game Modulform ( — 2)*®"" Dimension der wahlen. Die 
ailgemeinste Form dieser Art ist aber bekanntlich: 

( 1 ) 2 /. 

um sie gleich (vermittelst eines willkilrlich bleibenden Parameters 
: %) in diese typische Form zu setzen. Auf dem bemcJmeten Wege 
erhalten wir also gleich einfach unendlich viele wesentlich verscMedene He- 
solventen molften Grades. 

Was die Gestalt aller dieser Gleichungen angeht, so haben wir 
hier die wesentliche Fallunterscheidung, ob verschieden 

oder Null ist. Im ersteren Falle, den wir vorwegnehmen, setzen wir 
einfach und erinnern daran, dass B = Bo unter alien zwolf Grossen 

der beiden zu Grunde liegenden Modulsysteme Aa, B^ die einzige ist, 
welche beijcj = i oo gegen einen von Null verschiedenen Wert con- 
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vergiert. Genau in clerselben Weise, wie wir bei n — 7 im vorigen 

Kapitel (p. 398) ausfuhrlicli zeigten, tat dies zur Folge, dass die frag- 
liehe Resolvente in grosser Nahe Ton co = too annahernd die Gestalt 

anniinmt : 



Die Coeffieienten cler Eesolyente sind damit bis auf Bestandteile, die 
mit T verschwinden^ obne weiteres zu bestimmen^ ifi d6T That findeu 
tvir als AiisdmcJv der formentJieoretischen Eesolvente fur jCg = 1 nach 
hmer BecJmimg: 

->6.11. 12 +11 AO- 21Qg,i/ - 11 • 135 • 12^2/' 

-f 11 • 288 • 12^. * 216^3^'^ — (11 • 420 * 12^^2^ + aA)y^ 

( 2 ) ‘ + 11 . 432 . 122 ^ 0 - • 216 ^ 3 ^ ” (M ’ 315 * 12 ^ 2 ^ + 

+ (11.1G0.12V-216^3+5^-^3A)^'— (11-54.12V+^^2'A^ 

. +(120.14V-216^3+^i72^/sA)^— (11-12V+S^2'A+'9’A2) = 0. 

Die sieben niimeriscben Coeffieienten bleiben mit nn- 

bestimmt; indem sie offenbar rationale ganze Fimctionen dieses Para- 
meters werdenj die Ausdrilcbe derselben wtirde man yermoge einer 
allerdings etwas umstandlicben Rechnung aus den Reilieneutwicklungen 
nach f feststellen kbnnen. 

Gegenitber der umfanglichen Gleichnng (2) wolle man nun die 
besondere Einfaehheit jener speeiellen unter unseren Resolventen be- 
merke% welche dem Falle = 1, ^2 ~ ^ (1) zugehort. In diesem 

Falle werden alle Coeffieienten der Resolvente solche ganze Modul- 
formen erster Stufe sein miissen^ die mit r versehwinden; nun also 
kommen alle Glieder, welche wir in (2) explieite bestimmen konnten, 
gerade zum Fortfall, und unter den iibrig bleibenden Gliedern wird 
aiich noeh l^g^A ausfallen miissen, da ofiFenbar das Product der zwolf 
gleichberechtigten y bei g) i 00 mit einer hoheren als der ersten 
Potenz von r proportional wird. Die sechs noch unbekannten Coeffi- 
cienten bestimmt man endlich aus den Reilieneutwicklungen. Auf solche 
Weise fndet man als fertige Form der Eesolvente molften Grades fur 
Vco = + llA^' die nachfolgende: 

(3) — 1 1 ■ 90A . / + 11 . 40 . 12^2 A . 2 /^ — 11 . 15 • 216g^Ay^ 

+ 11.2. 12VA2/^^ - 12^2 * 216^3 A^ -- 11 A^ = 0. 

Hier haben wir zufolge der Identitat (10) § 12; die wir nun auch in 
die Gestalt: 

(4) 2/co = ' u) ^ “ 2 ) 

setzen mogen, keine andere als die formentheoretische Transformations- 
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gleiclmng fur n= 11 vor uns^ die u'lr ini wrigen Alyscliniti ij 5 . 72) (hr 
erstm Stufen acljmigiert nannten'^, 

Der jetzt erreiclite Fortschritt gegeniiber den eben genannten Ent- 
wicklimgen im Torigen Absclinitl besteht nun aber nielit niir darin, 
dass wir die fertige Gestalt der Resolvente (3) kennen gelenit liaben: 
wir werden vielmehr vor alien Dingen A = Jetzt wieder als erste 
Modulform im System der sects Formen Aq, A;, eifter Stiife 

betracbten und konnten eine Theorie dieses Modiilsystems durchbilden, 
welcbe in den entsprecbenden EiitTricklungen fiber das quaternare 
Modulsystem der ka bei n = 7- ihr genaues Vorbild findeii wlirde. Da 
wiirden wir deiin ein Galois' sclies Frohlem der A,-, zu formnlieren Jiahen^ 
dessen einfachste Fesolvente die Gleiclnuig (3) ist; wir wiirden die Quadrat- 
wurzein aiis den zwolf Grossen g diirch die sects ka in der Gestalt 
eines Jacobhclien Schemas darstellen konneii und also in (3) eine 
Jacobi sche Gleichung erkennen u. s. w. 

Auf die liiermit bezeicbneten Yerbaltnisse treffen wir nun aber 
nieht nur bei der Resolvente (3); sondern, was sofort evident ist, aucb 
bei jener Resolvente (2), welcbe den Werten = 0, — 1 in (1) 

ziigebori Hier kommen wir zum Modulsystem der Be, welcbes sick 
(bei ricbtiger Anordnung) contragredient zu den normierten ka sub- 
stituiert. Nichts wiirde binderu, nun aucb ein Froblem der zu for- 
mulieren, fiir welcbes daun die in Rede stebende Gleicliung (2) die 
einfacbste Resolvente liefern wiirde. 

Die Tbatsaclie, dass aucb nocb eine eindeutige Modulform 
ist, tritt iibrigens (wie bier nocb anscbliessend bemerkt sein mag) 
ausser fiir die beiden Werte 0 und oo des Parameters nocb 

fiir jene drei Werte ein, welcbe aus der Gleicbung: 

(5) = 0 

zu berecbnen sind. Nur fiir diese drei werden namlicb die beiden 
Nullpunkte auf dem Polygon coincidieren, so dass die Quadrat- 
wurzel im Innern der co-Halbebene keine Nullpunkte gebrocbener 
Ordnung darbietet. iluf diese drei Modulformen ( — 1)^®^ Dimension, 
deren nabere Betracbtung sicb gewiss verlobnte, wurden wir iibrigens 
durcb unsere anfanglicben Entwicklungen scbon desbalb nicbt gefiibrt, 
weil wir bier in Betreff sowobl der Entwicklungscoefficienten der 
Potenzreiben nacb r, wie aucb der numeriscben Bestandteile in den 
beziiglicben Resolventen (2) in ein irrationales mimerisches Gebiet hinein- 
gelangen, dasjenige namlicb, welcbes durcb die cubische Gleichung 

*) Unter diesem G-esichtspuBkt bat Hr. Klein seiner Zeit die Gleicbung (3) des 
Textes aufgestellt und in seinem p. 402 genannten Brief an Brioscbi mitgeteilt. 
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(5) eharakterisiert ist. Dass nbrigens die fragliclien drei Quotienten 
: z.y die reciproken Werte cler drei singuldren Moduln % sind^ welche 
den drei urspriingliclien Formclassen der Determinante D — — 44 zu- 
gehorenj wird man bereits bemerkt haben. 

Die beschriebenen Verbal tnisse sind iibrigens aucb von der allge- 
meinen Stufentlieorie aus verstandlicb^ wenn wir dieselbe auf das 
durcb die Flacbe gegebene elliptische Gebilde in Anwendting 
bringen^’). Da gebt offenbar die Form B der (?- Function erster Stufe 


parallel j, jene drei Modulformen aber, welcbe der Gleicliung (5) 
entsprecben^ wiirden wir mit den drei zur meifen Stufe gehorenden 
Funetionen (u) , (u) , (it) zu identificieren Iiaben. Der Port- 

scbritt von der ersten zur zweiten Stufe bei unserer JFjg wiirde also 
in aritlmetisclier Hinsicht den Charakter baben, dass wir den Bereich 
der nimieriseJien Zahlen durcli Hinmnahme der drei m D = — 44 ge- 
lidrenden singuldren Moduhi x erweitern. 

Es mag in dieser Hinsicht noch interessant sein^ zu erfabren, 
welcbe numerisclien Zablwerte die rationalen Invarianten und unter ibnen 
insbesondere die absolute fiir unser elliptiscbes Gebilde annebmen. Um 
Verwecbslungen zu vermeiden, wollen wir alle in Betracbt kommenden 
elliptiscben Funetionen erster Stufe durcb die betreffenden deutseben 
Buchstaben bezeiebnen. Die Gleicliung (12) § 12 rechnet sicb als- 
dann in die Weierstrass’sche Normalform um: 


und es ergeben sicb von bier aus als Werte der Invarianten: 

22.31 ^ 41.61 ^ ^ 2S.31« 


02 


03 ’ 


® = — IP, 




33. 116 


Mit den vorstebenden Entwicklungen miissen wir die Tbeorie der 
elften Stufe absebliessen. Wir baben die letztere Tbeorie vermoete der 
Modulsysteme des Eap. 3 bis zu dem gleichen Grade durehbilden 
konnen, wie die Tbeorie der siebenten Stufe in Bd. I, und baben so 
aufs neue einen Beleg fur die Brauebbarkeit der allgemeinen analyti- 
seben Ansatze des vorletzten Kapitels gewonnen. 

Man sebe z. B. die Tbeorie der elliptiscben Normalcnrven der versebie- 
denen Ordnnngen n und deren Beziebung zu den Modulfunctionen Stufe in 
den beiden ersten Kapiteln des vorliegenden Absebnitts; vgl. insbesondere aucb 
das zu Anfang des vierten Absebnitts (p. 2 bis 8) entwickelte allgemeine Stufen- 
.sebema fiir die Tbeorie der elliptiscben Funetionen. 



Sechstes Kapitel. 


You dea dai’cli die Modalargleicliaiigei erster Stife defliiierteii 
algetraisciea GreMldei 1}ei 

Bei der Fortsetzung unserer functionentlieoretisclien Einzelunter- 
suchungen iiber den Fall n == 11 hinans konnte es sich fiir die weiter 
folgenden Stufenzahlen zunacbst wieder um die Modnlsjsteme der hay 
der 0a eiic. liandeln, die von den allgemeinen Ansatzen des dritten 
Kapitels geliefert werden. Mag n prim oder zusammengesetzt, gerade 
Oder ungerade sein, immer wird man dem einzelnen der vorgelegten 
Modulsysteme in bekannter Uberlegung die ihm zugeborige Curve 
zuerteilen, fiir welche alsdann Ordnung und Gescbleciit leicbt angebbar 
sind. Jede solche Curve wird auf das Polygon der Haupteongruenz- 
gruppe der gerade vorliegenden Stufe eindeutig bezogen sein, und sie 
wird gegentiber den Transform ationen dieses Polygons in sicli selbst 
die gleicbe Anzahl von Collineationen in sicb erfabren. 

Nun war aber bei n = 11 der eigentlicbe Beweggrund fiir die 
ausfiibrliebe Betracbtung der Moduln Za, dass wir die Eesolventen 
11^®^ Grades bilden woliten. Hober binauf sind die niedersten Resol- 
venten immer diejenigen vom Grade und diese sind functionen- 

tbeoretiscb zuganglicb^ aucb obne dass wir jene Galois^scben Modul- 
systeme vorber einer eingebenden Discussion unterzogen batten. Es 
ist dies darin begriindet, dass uns Moduln des Transformationspolygons 

F^{n) von den Systemen der bez. Grossen immer leicbt ge- 

liefert werden; im Palle ungerader n sind es sogar direct die Grossen 
Ao, 2/o etc. 

Bei dieser Sacblage wollen wir jetzt den Zielpunkt fur die Ent- 
wicklungen des gegenwartigen Kapitels folgendermassen festlegen: Es 
soil sick darum Tiandelfij fur eine Beihe weiterer StufemaMen n die Be- 
solvente Grades und das durch sie definierte algehraische Gebilde 

mil Sillfe der uns mr Yerfugung stehenden Moduln Aq etc. 0U unter- 
sucJien. Hier treffen wir in der That noch auf eine ganze Reibe leicbt 
zuganglicber Einzeluntersucliungen, wabrend sich die auf die regularen 
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Flaclien «) der gleicben Ordnungen n bezogenen Modulsysteme der 
Saj Ac etc. einer erscliopfenden Betraebtung niclit melir in dem Masse 

leicht zuganglicb erweisen, wie bei 

Die folgenden Entwicklungen erstrecken sick mit Ausnakme des 
Palles w = 35 nnr auf Primzaklstufen; es gesckak dies namentlicli 
wegen der einfacken Gestalt, die das Transfer Diationspoljgon ftii 

primzakliges n aufweisi Dabei kaben wir nack Bequemlichkeit eine 
Reike von Stufen n zur Untersuckung kerausgegriffen, und zwar war 
fiir die Auswakl der Umstand massgeblick, dass unsere analytiscken 
Ansatze sick vornehmlick in jenen Fallen als brauckbar erweisen, 
welche zu elliptiscken oder kyperelliptiscken Gebilden kinfiikren. 

Die Untersuckungen des vorliegenden Kapitels sind erst letztkin 
vom Herausgeber ausgefiikrt worden*-^); sie griinden sick durckaus 
auf den Gebrauck der Riemann^scken Flaclien Fyj^n) und der zu den- 
selben gekorenden Modulformen, und stellen sick auck in diesem 
Sinne den beziiglicken Entwicklungen bei n = 11 im vorigen Kapitel 
(§ 10 u. f.) unmittelbar an die Seite. Im ubrigen liegt die engste 
Beziekung zu der sckon kaufig genannten Arbeit von Hrn. Kiepert 
in Bd. 32 der Matkem. Ann. vor; dock kommen in letzterer Arbeit 
mit einziger Ausnakme des Falles n = ll nur zusammengesetzte Stufen- 
zaklen zur Geltung. 

§ 1. Das zur Ordnung n = 31 gehorende Transformationspolygon 
imd seine Modnlformen der Dinaensionen — 1 und — 2 . 

Als Prototyp fur diejenigen Palle n, die zu einem algebraiscken 
Gebilde des Gesckiecktes == 1 hinfukren, kann die im vorigen Kapitel 
bekandelte Ordnung ^^ = 11 gelten. Fiir die Falle p = 2 bringen wir 
kiermit die Ordnung n = 31 in Vorscklag*"^). Das zugekorige Trans- 
formationspolygon F ^2 friikeren Eegeln, als 32-blattrige 

Flacke tiber der J-Ebene angeordnet, die nackfolgende Verzweigung: 
JBei <7=0 verlaufen mei Blatter isoliertj wdhrend die ubrigen dreissig 
zu je drei in zeJin VerzweigungspunMen zusammenhdngen; bei 7=1 
hdngen die Blatter zu je zwei in secJizeJm Verzweigungspunkten zusammen; 
scMiesslich verlduft bei 7 = oo ein Blatt isoliert, wdhrend die ubrigen 
31 im Cyclus zusammenhdngen. Die beiden bei 7=0 isoliert ver- 
laufenden Blatter liefern im urspriinglicken Polygon F^^ ^^wei Ecken 
die als Fixpunkte zu zweien in der fgg entkaltenen elliptiscken Sub- 

*) Vgl. aucli Math. Ann. Bd. 40. 

Die m p = l bez. p = 2 gehorenden Ordnungen % = 19 und 23 sind in 
der eben genannten Arbeit des Herausgeber s behandelt. 
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stitutioiien der Periode drei gelioren. Wir wolleiij die frllliere Benen- 
nung beibelialtend^ diese beiden Ecken kiirz als h“ 

des Polygons bezeiclinen. 

Die wiclitigste Eigeaschaft des Polygons besteM darin, class 
dasselbe die fruher (|j. 42) niit JV hemchnete Transformation der Periode 
mvei in sicJi mildsst. Diese Transformation W liatte nnn fiir no sere 
Flaebe eine sebr merkwilrdige arithmetiscbe Bedeataog; in der 
That reprasentieren 5 wie wir friiher (p. 189) fanden^ die Fixpunkte 
von W iin Polygon gerade die gesamten Classen ursprunglieber 
quadratischer Formen (P, Q, B) der beiden Determinanten I)== — 31 
und 1) = — 124. ISTun aber bestimmen wir nach I p. 250 sofort drei 
reducierte nrspriingliclie Formen far I) — — 31 and ebensoviele fiir 
P = — 1245 es sind dies die Formen: 


P = -31, (1, 1, 8 ), (2, +1, 4), 
P=-124, (1,0,31), (5, +4, 7). 


Nennen wir die aus durch Zusatz von TF entspringende Gruppe 
r( 3 i) and ihr Polygon P( 3 i), so ergiebt sich aus den eben dargelegten 
Verbal tnis sen der wichtige Satz, dass dieses Polygon F(zi) znm Geselilechfe 
p = 0 geJiort. Wenn wir namlich P( 3 i) zu einer gescMossenen Flaebe 
zusammenfalten, so werden wir nan umgekebrt Pg^ darch doppelte 
' Uberlagerung jener Flaebe wiedererbalten, indem wir nur Sorge tragen, 
dass beide Blatter an den seebs durch (1) ebarakterisierten Stellen 
mit einander verzweigt sind. Nun bemerke man, dass wirklicb eine 
doppelt-iiberdeckte Fhene mit seeks Verzweigangspunkten zum Ge- 
scblecbte p = 2 binfdbrt, wahrend eine eliiptisebe Flaebe, in dieser 
cbarakteristisclien Weise doppelt iiberdeckt, bereits das Gescblecbt 4 
bekommt. Offenbar konnen wir iibrigens das erbaltene Resultat aucb 
in der Weise aussprechen, class die Substitution W es ist^ welclie die 
0 weiwertigen Functionen unserer hyperelliptischen Fldclie m sich trans- 
formiert. 

Urn in die analytisebe Bebandlung unserer Flaebe F^^ 
gang zu gewinnen, sind die in (2) p. 355 angesetzten Reiken Aq weit- 
aus die geeignetsten. Wir baben dieselben zu bilden fiir die beiden 
qaadratiseben Formen (1, 1, 8 ), (2, 1, 4) bez. fiir zwei mit ibnen aqui- 
valente Formen, welche den Gestaltanforderungen entspreeben, wie sie 
L c. formaliert warden. Setzen wir dann gleicb 31 § statt am der 
Summationsbedingung | = 0 (mod. 31) zu geniigen, so erbalten wir 
die beiden Eeiben: 


( 2 ) 


2 7C 
©2 
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wo beide Male | und alle Combinationen ganzer Zahleu dureblaufeu 
solleu. Indem wir nocb eine weitere naheliegende Vereinfaebung in 
der Scbreibweise der Exponenten einfubren und zugleicb auf die scbon 
bei n=ll gebrancbte Bezeicbnung B(rai, zariickgreifen, baben wir 


B 


2® "V ■ 


B' = — 2 »• 

0).y 


a;^ 4-31y^ 
4 

-}- 31 
8 


x^y (mod. 2) , 
x^y (mod. 4) 


als die beiden zu Grunde zu legenden Modulformen. Doch. ist es nocli 
zweckmassiger statt B' die Form A durcb 2A = B — B' einzufiiliren, 
am nun das Modulsystem A, B zu benutzen. Als die Anfangsterme 
der EntwicHungen von A und B nacb Potenzen von r merke man 
gleicb an: 


(3) A== — ,-5 — r’ 4-rS + r9 + •••), 

(4) B = (1 + 2r + 2r‘‘ + 4r» + 2r» + ••■)■ 


Eine Modulform ( — Dimension bat auf dem Polygon 

Wertigkeit -I*, sie wird in den Ausnabmepunkten 6 des Polygons je- 
weils im Grade ^ verscbwinden, ausserdem aber allgemein nicbt 
naher angebbare, einfache Nullpunkte auf aufweisen. In der That 
sind diese beiden Nullpunkte fur die lineare Verbindung: 

(5) c^A + i3B 

mit den Quotienten a : /3 selbst beweglicb. Der Quotient irgend meier 
linear ‘UnaHhdngiger Verhindungen (5) wird demgemdss eine ^weiwertige 
Function der Fldclie F^^ liefern, und mgleich erhalten wir auf diesem 
Wege offenbar ihre gesamten mekvertigen Functionen; wir werden ini 
nacbsten Paragrapben eine besondere unter ibnen zum speciellen Ge- 
branch e auswablen. 

Die Nullpunkte einer einzelnen Modulform (5) werden, 'wie wir 
eben fanden, durch die Transformation W in sich ilbergefiihrt. Es 
miissen demnacb A und B gegenuber der homogenen Substitution W: 


( 6 ) m 

bis aufs Zeicben in sicb selbst ubergeben; denn aucb in dieser bomo- 
genen Gestalt ist W von der Periode zwei. Aber ans dem Verbalten 
der Formen B gegenuber der Modulsubstitation T folgern wir bier 
genau, wie bei n = 11, dass direct die Gleicbungen besteben: 




= G(«i, 02). 
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Die allgemeinste ganze Moduiform ( — Dimension^ welciie ab- 

soliit zur ^2 gebort, ist 

(8) + 2AB 4- iiB-: 

die bewegliclien Kullstellen dieser Formen bildeii, wie man siebt^ eine 
cx5^-facbe Scliaar aqnivaleiiter Systeme zu je vier Pnnkteii auf unserer 
liyperelliptiscben Flache Die gieiclifalls zur ^2 geliorende gauze 
Moduiform ( — Dimension: 

15 

(9) P (“l! u (“iJ <^i) 

M=0 

wird sich demnacli in der Gestalt (8) darstellen lassen. Um diese Dai-- 
stellung hier wirklich nock zu leisten, werden wir auf die cBarak- 
teristiscke Reihenentwieklung der Form (9) zuriickgreifen: 

(10) P («„ CO,) = {| + 5 , 

in weleber Summe aller gegen 31 primen Divisoren von 

m isi Indem wir andrerseits die Entwicklimgen fiir die quadratiscLen 
Verbindungen der A^ B beranzieben, findet sicb durcb bekannte nume- 
"riscbe Recbnungen als Darstellung der Moduiform (9): 

(11) 4P == 8A2 ^ 16AB + 5B-. 

§ 2. Das voile Modnlsystem der Ts.. Die singular en Modnln und 
die Smitli’sclie Curve des Transformationspolygons 

Unter den bomogenen Verbindungen secbsten Grades von A nnd 
B muss es eine bestimmte geben, deren zwolf Nullpunkte 

auf jFgg zu Paaren in den secbs Fixpunkten der Substitution W coin- 
cidieren. Aueb nocb die Quadratwurzel aus dieser Verbindung der 
Aj B ist eine Moduiform, die wir E(c3i, cog) nennen wollen, und die 
naturlicb zunacbst nur bis auf einen numerisclien Factor bestimmt ist. 
E ist alsdann eine game Moduiform ( — 3)^®^ Dimension, die ausser in 
den secJis eben genannten FixpimMen von W noch in den beiden Aus- 
nahmepunkten b von •^32 je einfach verschwindet 

Um diese Moduiform E der naberen Betrachtung zuganglicb zu 
machen, geben wir gerade wie bei 52 = 11 auf die iiberall endlicbeii 
Integrale der Flacbe F^^ zuriick. Soil die unter (8) des vorigen Para- 
grapben angegebene Moduiform in den beiden Spitzen des Polygons 
F ^2 versebwinden, so muss ^ = 0 gesetzt werden. Von hier aus finden 
wir auf transeendentem Wege (d. h. von den aus) als allge- 

meinstes Integral erster Gattung der F^ 2 ‘ 

(1) J (%A^ + -^AB) — co^dcD^). 

Klein-S’ricke, Modiilfuuctionen. II. 


29 
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Andrerseits konnen wir uns diese Integrale aber auck wieder auf 
algebraiscJiem Wege bilden und bedienen uns dabei der abkilrzenden 
Bezeiclinungen : 

E.-(a)‘E. 


An Stelle von (1) treten nun die Formeln: 

(2) ■ (^o<^Ao - AofZBo) 

mit willkiirlicb zu wablenden X. Wie hierbei die Zablenpaare I 
und X einander eindeutig zugewiesen sind^ branch en wir nicht in 
voller Allgemeinlieit festzustellen; jedenfalls aber ist sicker, dass A = 0 
auck den Wert A' = 0 nack sick ziekt. Indem wir jetzt die beiden 
Integrale ( 1 ) und (2j, gebildet fiir A = 0 und A' = 0 einander gleick 
setzen, geivinnen wir nach hur 0 er SecJimmg fur die Modulform E die 
Darstelliing: 

m r - . ^^0 ^^0 " 

W Ao ■ dr ^ dr 

und lerecJmen wn Jiier aus die nachfdlgenden Anfangsglieder Hirer Foten 0 - 
reihenentwicMung : 

(4) E= (^)' { l-r- 3r'— 3r®*-13r^— 18r-— 27^8- 36r^— 59^8 } • 

Der Ausdruck von in A und B entkalt sieben numerische Co- 
efficienten. Die Entwicklung (4) im Verein mit den Potenzreiken des 
vorigen Paragrapken wird uns also nickt nur die Bestimmung dieser 
Coefficienten ermoglicken, sondern liefert uns zugleich auck nock in 
bekannter Weise die Mittel zur Controlle der berechneten Werte. Es 
ergiebt sick auf diesem Wege als algebraische Belation ^wischen den 
drei Modulformen k, B, E der Fldche 

(5) E-=— 3A®-2WB+2-3-llA"B2— 2.53A3B"H-61A2B'— 2-7AB^+Bl 
Um ein voiles System von Wodixilfimctionen der Gruppe zu 

bilden, werden wir nun einfach die beiden Quotienten: 

(6) T(aj) = -^, = ~ 


neben einander stellen, Der erste von iknen ergiebt eine 0 weiwertige, 
der andere eine sechswe)dige Function der Flacke jFggj beide sind mit 
einander verkniipft durckdie aus (5) unmittelbar hervorgekende Relation: 

(7) + 3t^ + - 661 ;" + 106t^ — + 14r — 1 =: 0. 

Gegeniiber der Transformation W wird t(co) unverandert bleiben, 
wakrend 0 ((o) Zeickenwecksel erleidet: 
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Ebeii deslialb wird bei Ausubuag der boniogeneii Operation IF die 
Modulform E gleicbfalis einen Zeichenweehsel erfaliren: 


( 9 ) 






%)• 


Setzen wir in (7) fiir 6 den Wert 0, so sind die seclis ziige- 
borigen Werte t diejenigen ,, singularen Moduln welche im Sinne 
von p. 185 u. £ zu den zweimal drei urspriingiiclien Formclassen der 
Determinanten D = — 31 und D = — 124 geboren. Dieserbaib muss 
sicb nacb den friiber mitgeteilten Satzen ilber die eomplexe Muitipli- 
cation der elliptiscben Punctionen die in Rede stehende ganze Function 
secbsten Grades von r in zwei cubiselie Factoren spalten lassen, deren 
Coefficienten gleiclifalls rationale Zalilen sind. Es bestatigt sicli dies 
in der That; denn wir konnen die Relation (7) in die Gestalt setzen: 


( 10 ) <52 4 . (^3 ^ 3^2 _ 5 ^ ^ 1 ) (3^^^ _ I 0 r 2 4 . 9 -^ _ 1 ) = 0 . 

Welch er unter den beiden cubisehen Factoren der Deterniinaiite 
2 ) ~ — 31 ijnd welcher der Determinante D — — 124 ziigehort^ ist 
leicht entschieden; wir haben in der That die Zuordnung: 

(11) D = — 31, T3 + 6r2-^5ir+l=0, 

( 12 ) D = — 124, 3t^ — lOr"^ + 9r - 1 == 0. 

Jede dieser Gleichimgen hat namlich eine reelle Wurzel, den beiden 
ambigen Formclassen ( 1 , 1, 8 ) und (1, 0, 31) entsprechend. Dabei liegt 
der reprasentierende Punkt dieser letzten Form auf der imaginaren 
G 3 -Axe^ woselbst t, wie man leicht feststellt, reelle positive Werte hat; 
unter den beiden Gleichungen ( 11 ) und (12) hat aber offenbar nur 
die letztere eine reelle positive Wurzel. 

Auch auf die quadratischen Pormen der positiven Determinante 
D = 31 haben wir bier zufolge der allgemeinen Entwicklungen von 
p. 169 ff. eine interessante Anwendung. Da miissen wir jene sym- 
metrische Umformung der Flache heranziehen, welche durch ^ 

Combination der Substitution (o' = W {(d) mit der Spiegelung an der 
imaginaren oj-Axe entspringt. Durch u iind r stellt sich die so ge- 
meinte Operation in der Gestalt dar: 

(13) / = 

wobei u und r die zu' U und t conjugiert complexen Werte sind. 
Nach den L c. gewonnenen Resultaten besteht also „die auf die Flache 
JF 32 iibertragene Smith'sche Curve'' aus denjenigen Linienztigen dieser 
Flache, welche reelle Werte von % mit reellen negativen Werten von O" iragen« 
Wenn wir F 32 als zweiblattrige Flache iiber der hr-Ebene anordnen, so 
wird die Lage der Smith^schen Curve besonders iibersichtlich. Zwei 
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unter den seclis Verzweigungspnnkten dieser — wir wollen sie 
imd Pg nennen — liegen anf der reellen T-Axe und teilen dieselbe 
in zwei Teile, von welclien wir jenen herausgreifen^ der den Nullpunkt 
tr = 0 nicM enthalt. Etwa von P^ beginnend durclilaufen wir diese 
Strecke bis Pg ini oberen Blatte der und kebren ini uiiteren langs 
derselben Strecke nach P^ zuriick^ um solchergestalt gerade die ganze 
Smitb^sebe Curve bescbrieben zu baben. 

Es ergiebt sieb bieraus, dass nur eine Ciasse quadratiscber Pormen 
(a,iyC) der Determinante P = 31 existiert^). Um die zugeborige 
Pormenperiode aufzustellen^ wird man die Smitb'scbe Curve jetzt rilck- 
warts in das Transformationspolygon F^^ tibertragen. Dabei zerfallt 
diese Curve in diejenigen sieben das Polygon durcbziehenden Kreis- 
segmente, welcbe durcb die Gleicbungen: 

31 - 1 = 0 , 

6 • 31 + 2 * 31^ + 5 = 0, 

^ ^ 10.31 (^2 + + 2*31^ + 3 = 0, 

15 • 31 -j- 2 • 31ir -f- 2 = 0 

dargestellt sind. Durch die Zuordnuug der Randcurven des Polygons 
-F 52 werden naturlicli diese sieben Kreissegmente zu einer geschlossenen 
Kette vereint. Indem man die fragliclien sieben Kreisbogen in das 
Polygon wirklich einzeichnet, wird man ubrigens gewabr, dass die 
Pormenperiode der einen zu D = 31 gehorenden Ciasse insgesamt 29 
reducierte Pormen umfasst. Zufolge der Bedeutung der Transformation 
(13) konnen wir naturlicb die sieben Kreisbogen (14) auch als die- 
jenigen Linienziige des Polygons JPgg ansprechen, welcbe reelle t und 
rein imaginare 0 tragen. Dem gegenuber sind dann die Punkte mit 

reellem t und reellem 6 durcb die Symmetrielinien der von m = 'c 5 

berriibrenden Transformation der Plaebe in sich geliefert. 


§ 3. Die Modulformen Z, H der Darstellung von A, nnd J 
in den Modnln der fgg. 

Die in Pormel ( 10 ) des vorigen Paragrapben angegebene Zer- 
legung des Ausdrucks secbsten Grades von r ist aucb in functionen- 
tbeoretiscber Hinsicbt von Wicbtigkeit. Wir lernen namlicb auf diesem 
Wege die Modulform (— 4)‘® Dimension AE in das Product der leidm 
gamm Modidformen (— 2)^^ Dimension 2 und H : 


*) Oder aber, wenn man sich so ansdrucken will, zwei mit einander inverse 
Classen; vgl. oben p. 1G4. 
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oA“B“ -j- 6A^B — A**^ 
t H (a , , Cl.) = ]/AB^ — 9A-B- 4- 10A“B 

spalten, deren emzelne dem Polygon JFg^ freilich nur erst adjimgiert 
ist. Die iNuUpunkte dieser neuen Formen haben im Polyson eine 
sehr charakteristiselie Lage: Erstlicb versebwindet jede von ihnen in 
den beiden Polygonspitzen je im Grade in den beiden Ansnahme- 
punkten b aber je im Grade ■«-; alsdann bleiben sowohl fiir Z wie H 
noch drei Nullpunkte uber, and dies sind fiir Z die reprasentiereuden 
Punkte der drei Formclassen D = — 31, fiir H diejenigen der drei 
Pormclassen der Determinante D = — 124. 

Als die Anfangsglieder der Poteuzreiben fiir Z und H bereebneu 
wir leicbt: 


I ^ ('^) ”■ “i" + ■ ■ ■).’ 

l = (S) Cl + ••■). 

Andrerseits aber handelt es sich darum^ festzustelleiij wie sick Z und 
H bei Ansiibung der homogenen Operation W verbalten. Jedenfalls 
muss dabei eine der beiden Modiilformen Z, H das Zeicben weciseln, 
die andere imverandert bleiben, da ibr Product Zeicbenwecbsei erleidet, 
ihre Quadrate aber sicb nicht andern, Dass aber H die Form ist, 
welcbe gegentlber W Zeicbenwecbsei erfabrt, folgt einfacb aus dem 
Umstande, dass H auf der imaginaren cj-Axe einen einfaeben Null- 
punkt besitzt, und dass demzufolge die auf der recbten Seite von (2) 
fur H angegebene Potenzreibe (1 — 2r — ...) bei Durcblaufung der 
imaginaren o-Axe einen Zeicbenwecbsei erfabrt; merken wir uns dem 
gemass die Pormeln: 


(3) Z 


Z (m, , fo,) , H =- H («. , a,). 


Die beiden Grossen H, Z werden nun besonders wicbtig, weim 
wir die Modulform erster Stufe A durcb die Moduln der fgg ausdriicken 
wollen. Man kniipfe hierbei an die secbste Wurzel ]/A der Discrimi- 
nante, welcbe durcb die bomogene Operation W in 

5 /s 


ubergeben moge. Da 31 mod. 6 mit 1 congruent ist, so andert sicb 
I^A' bei Ausiibung einer Substitution der fgg um die gleicbe Einbeits- 
wurzel, wie |/A; man zeigt dies in der That durcb eine elementare 
Zwiscbenrechnung, welcbe an Formel (14) und (17) in I p. 627 an- 
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ziikniipfen bat. Daraufhin erweisen sicb die beiden zweigiiedrigen Ver- 
bindungen (|/A + ]/ A') als dem Polygon F^bi) adjungierte Modnlformen 
der Dimension — 2, und wir wollen nunmebr die Modul functionen: 

VA + l/A' yA-l/A' 

Z ’ H 

aiif dem Polygon in Discussion ziehen. 

Auf F{si) betrachtet, ist jeder der beiden Zahler (4) von der Wertig- 
keit -I und verscliwindet in der einen jetzt noch allein in Betracht 
kommenden Spitze bei o = « oo im Grade ^ , so dass nocli Nullpunkte 
in der Gesamtordnung | ilbrig bleiben. Notwendigerweise treten also 
nocb Nullpunkte der Ordnung ^ auf, und diese konnen offenbar nur 
in jenen Ecken des Polygons gelegen sein, welche die Form- 
classen der Determinanten D = — 31 und D = — 124 reprasentieren. 
Nun aber bemerke man, dass im Ausdruck der Functionen (4) durch 
t unmoglich jene irrationalen numerischen Grossen explicite als Coef- 
ficienten auftreten konnen, welche wir im vorigen Paragraphen als 
singulars Moduln t den Determinanten D = — 31 und — 124 zuge- 
wiesen habenj denn die Entwicklungscoenlcienteii in den Potenzreihen 
nach r sind fur alle bier in Betracht kommenden Modnlformen ration-ale 
Zahlen, und aus diesen letzteren bestimmen sich die Constanten in 
den Ausdriicken von (4) durch x auf rationalem Wege. Da nun der 
erste Zahler (4) bei W unverandert bleibt, wahrend der zweite das 
Zeichen wechselt, so ist evident, dass |/A + in den drei zu 
^ ^ gehorenden Ecken von -F{ 3 i) je im Grade verschwindet, 

|/A — f/A' aber in den drei zu D = — 124 gehorenden Ecken. Filr 
jede der Functionen (4) bleibt jetzt nur noch ein im Innern von •F( 3 i) 
gelegener Nullpunkt, und diesem mussen beide Male Unstetigkeits- 
punkte in der Gesamtordnung 1 gegeniibertreten. Ein solcher von der 
Ordnung ^ liegt aber bei a =ioo, und der rttckstandige, als von der 
Ordnung kann jetzt nur noch in dem einm Ausnahmepunkte & 
liegen, welcher fiir jP( 3 i) noch in Betracht kommt. 

Nehmen wir a,uf die Werteverteilung von r Bezug, so kleidet sich 
die nun beendete tJberlegung ein in den Ansatz: 

+ ^ i + gy VK- fF __ 1 + 6,: 

2 K(l+crp’ H |/— 1 + 

wobei insbesondere z = - c-i der Wert dieser Modulfunction im 
Ausnahmepunkte I sein wfirde. Tragen wir hier statt r die Formen 
A, B em und ziehen ein paar Anfangsterme der Reihenentwicklungen 
heran, so ergeben sich die numerischen Werte von a, b, c. Wir com- 
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binieren die eiitspringenden Formein sogleicli unci findeii als Amiriicl'e 
fur die seclistm Wurzeln aus der and k-:,-" '5/-, v- 

Biscriminante : 


(5) 


f/A, |/A' = 


Z(B- 


r A , "1- H ; B — 5 A) 


2 ] ■ A (3 A — B . 


wobei sich das obere Zeicben auf ]/A^ das untere aof ]/A' beziehi 
Das gefiindene Resultat (5) ist jetzt binterher nocb in anderer 
Weise einer BestMigung fabig. Indem wir namlicb die beiden Formebi 
(5) mit einander ninltipliciereii zieht sicb das Product der Zabler aiif 
ein einzelnes Glied, namlicb eine Potenz von A ziisammen. Wir er- 
balten namlicb: 


( 6 ) 


yAA' = 


p3i ■ 

Is A — B ' 


imd diese Forme! ist es, welcbe wir aucb leicbt auf direetem Wege 
batten ableiten konnen. 

Wbr setzen nun aucb die Modulform mit den bisber betracb- 
teten A, B etc. in Verbindung. Die Summe {gf -j- gf) besitzt auf iP( 3 i), 
wie man aus ibrer Wertigkeit scbliesst^ ftinf einfacbe Nullpunkte imd 
verscbwindet liberdies im Ausnabmepuukte b im Grade -J*. Aber an 
dieser Stelle Yerscbwindet jede ganze Function funften Grades von A 
und B in der Ordnung und andererseits (3 A — B) in cler Orclnung 
I; demgemass wird Qjf + gf) (3 A — B) mit einer ganzen liomogenen 
Function funften Grades von A und B identiscb sein. Dureli eine ahn- 
licbe tiberlegung ergiebt sicb {gf — gf) (3 A — B) als Product von E 
in eine ganze bomogene Yerbindung zweiten Grades von A und B. 
Aus den Reibenentwickl ungen berecbnen wir die Constanten in dieseii 
Ausdrticben 6 ^^^ und 2^^^ Grades von A, B tmd finden solcJienueise als 
die geivilnsGliten Darstelhmgen von gf +^2 naclifolgenden: 


(7) 


6 {02 “ 1 “ 92 ) 2 ^) 

13 . 37 — 5171 BM + 2^ • 5 • 2^ • 23 • SSB^^A^ 

+ 2^ • 3^ • 131BA^— 2"^ • 5 • 23 A^ 

(92 - 92 ) (B - 3Aj = 2^ • 5 • E (2^B^ ^ 17 AB + 2^A^), 


aus denen sicb nun wieder obne weiteres die Formein fur .^2 9^7 

einzeln genommen, ergeben. 

Die bisber gewonnenen Resultate geniigen bereits, um J im Modul- 
system der darzustellen. Wir finden in der That nacJi elemenfafe} 
Zzvischenrechnung als Ausdruch von J in den beiden fur die 0u Grunde 
gelegten Functionen a und r: 
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f6Vir((13r’-2807:^+328T®-125T2+19r— 1)— (J(35t®— 12t+1)}3 
(8) = {(3680r5 — 18864T*+30588r®-19360T2+5171r-481) 

I — 120-d-(16T"— 17 t + 4)}='(1 — 3r). 

Der Ansdrnck fur die transformierte Grosse /(olo?) entspringt aus 

(8) einfach dadureh, dass wir bei unverandertem t das Zeichen von 6 
wecbseln; beide Gleidningen im Verein mit (7) p. 450 bilden uns 
dann im bekannten Sinne ein Aquivalent fur die zu n = 31 geborende 
Modulargleichung erster Stufe. 

Bei einer vollstandigen Beliandluug der Transformation 31*®^ Ord- 
nniig wtirde sich niinmelir die Discussion der einfachsten formmtlieore- 
tisclien Resolventen 32®*^®^ Grades anschliessen. Hier gewinnen wir offen- 
bar die denkbar einfacbsfce Gleichung, wenn wir das Quadrat der Modul- 
form A zur Unbekannten x setzen. Da namlich A und also auch die 
mit A gleicbbereclitigten Moduln in den Poljgonspitzen durchgeliends 
verschwinden, so werden die Coefficienten der zngehorigen Resolvente 
solcke ganze Modulformen erster Stufe sein, die alle den Factor A auf- 
weisen. Die fraglicbe Resolvente hat demnach die Gestalt: 

(9) + b’g^Ax^^ + c^g^Ax^^ + chg^^Ax^^ -j- ... = 0. 

Die vollstandige Berechnung dieser Gleichung bietet natiirlicli keine 
principielle Schwierigkeit; doch miissen wir davon absehen, da die 
zu diesem Ende durclizufiihrenden numerischen Rechnungen zu um- 
fanglich sind. 

Irdmerhin ist es wichtig, auf die Gleichung (9) hingewiesen zu 
haben, weil wir hier nicM mit jener formentheoretischen Traiisforma- 
tionsgleichung zu tliun haben, deren allgemeine Theorie wir oben 
(p. 72 u. f.) entwarfen. Diese letztere Gleichung hat vielmelir hier 
bei n = 31 das Quadrat der Modulform: 

(10) = AZ(B-7A)-~A H (B - 5 A) 

^ ^ 2(3A-~B) 

zur IVurzelj und dieses Quadrat gehort bereits zur Dimension — 6 
ist also weniger einfach, als die Wurzel von (9). Die gleichen Ver- 
haltnisse treffen wir tibrigens bei alien Primzahlordnungen n an^ die 
nicht mit 11 (mod. 12) congruent sind. In alF diesen Fallen weist 
eben das Polygon Ausnahmepunkte a bez. 6 auf, und die zu- 

gehorigen Modulformen (-- 1)^- und (-- 2)^®- Dimension, welche sich 
dock allererst zur Bildung formentheoretischer Resolventen empfehlen, 
mussen in diesen Ausnahmepunkten feste Nnllpunkte aufweisen. Von 
den Wurzeln der Multiplicatorgleichungen des vorigen Abschnitts gilt 
dies aber nicht, dieselben sind vielmehr innerhalb der m-Halbebene 
allenthalben von Null verschieden. Hierin haben wir denn auch den 
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Grnnd zii sehen^ wariim wir 1. c. bei den 

erster Stiife eine vierfacbe Fallimterseheidang f!ir die PrimzalilordBung 
n nacb dem Zahlmodul 12 zu treffen batten. 


§ 4. Die Z 11 'B — 35 geboreiide Flaclie imd ilir einfaclistes 

Modnlsystem. 


TJm wenigstens an einem Beispiele den Cbarakter zusanimenge- 
setzter n zu erlautern^ besprecben wir jetzt weiter die Ordniing b== 35. 
Da (35) = 48 ist, so wird das Transformationspolygon 48 Doppel- 
dreieeke iimfasseD; deren Anordnung nach den allgemeinen Satzen von 
p. 50 ff. in Erfahrung zu briiigen ist. Wir baben insbesondere als 
Verzweigimg der liber der /-Ebene gelagerten Eiemann^scben Flacbe 
F^qI Bei J == 0 lidngen die 48 Blatter zu je drei in 16 Yerziceigimgs- 
punliten zusammen; hei J= 1 lidngen sie zu je ztvei in 24 Verziueigimgs- 
pimhten ZKsanimen; endlicli lidben ivir vier BimJcte der FldeJie mit J = oo^ 
die tvir als hezeiclmen mogen: im VerzireigimgspimM q 

lidngen 35 Blatter der Fldelie eijcliscli zusammen, lei deren siehen, hei 
Cg filnf, tvdlirend endlicli ein letztes Blatt, tvelclies frdgt, lei J == cc 
isoliert verlduft Man bestinimt bieraus leicht = S als das Gescblecbt 
der Flacbe 

Es ist nun F^g als Untergruppe vom Index 6 in der zu n == 7 
geborenden Gruppe Fg entbalten, deren Fundamentalpolygon in I p. 742 
dargestellt ist. Audi die aus diesem Polygon durcb Deformation ent- 
springende einfacb bedeckte Ebene mit ibren sechzebn Bereicben ist 
1. c. in Fig. 105 grapbiscb dargestellt, und es muss nun moglicb sein, 
durcb sechsfache Uberlagerung dieser Ebene F^ unter ebarakteristi- 
scher Verzweigimg unsere Riemann'scbe Flacbe F^^ berzustellen. Wie 
diese Verzweigimg bescbaffen ist, wird man leicbt feststellen. In der 
That werden Verzweigungspunkte nur eintreten erstlicb in den beiden 
Punkten c der Ebene Fs, WO der seinerzeit zu Grunde gelegte Haupt- 
modal t die Werte 0 imd oo annimmt, zweitens aber in den beiden 


Ausnabmepunkten I von F^, woselbst r die beiden Werte 



annimmt (cf. (12) p. 61). Sowolil hei t = 0 wie hei ir = oo verlduft 
je ein Blatt der seclishldttrigen FldcIie isoliert, wdlirend jeweils die fiinf 

uhrigen cycliscli zusammenJidngen; an den heiden Stellen t = — ^ ^ 


hdngen endlicli die Blatter zu dreien in zweimal zwei VerzweigungspunMen 
zusammen. Die Angabe jp = 3 findet man von bier aus bestatigt. 

Endlicb ist F 4 g als Untergruppe des Index 8 in der zu b == 5 ge- 
borenden Gruppe Fe enthalten, deren Polygon man in den beiden 
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charakteristisclien Gestalten in I p. 635 vorfindet. Durch aclitfache 
tiberdeckung der Ebene Fq wird man demnack F^^g lierstellen konnen, 
iind dabei finden sich Verzweignngen wieder nur in den beiden Punkten 
G, sowie in den beiden Ausnahmepunkten welche das Polygon 
aafweist; in jenen Punkten nimmt der zugehorende Hauptmodul t die 
Werte 0, oo an, in diesen aber zufolge (11) p. 61 die Werte — 11 + 2 A 
Man findet nun durcli eine leiclite Betracktung: Bei ^==0 imd %==oo 
verUkift je eln Blatt der achfbldttrigen Fldche isoliert, ivahrend die 
sieien andern jeiveils cydisch Biisammenlidngen; an den beiden Stellen 
^ = zb 2 i ordnen sich die Bldtter mi Paaren in meimal vier 
Vermveigimgspiinkte misammen. Diese Angaben bestatigen das Geschleckt 
j) = 3 der F^ aufs neue. 

Man wolle niinmekr der Gruppe r 4 s die zu ?^ == 35 gekorende 
Operation W zusetzen und benenne die solckergestalt erweiterte Gruppe 
nack Analogic der friikeren Bezeicknungsweise durck r( 35 ). Die vier 
Punkte c des Polygon F^^ werden durcli TP zu Paaren permutiert, 
und zwar vertauscken sick und einerseits und und andrer- 
seits. Bas dtirch Sdlfhmg von entspringende Polygon F\^ 5 ) tvird 
demgemdss noch moei SyiUen c aufweisen, ein Umstand, auf welcken 
wir sogleick zuriickkommen. Die Fixpunkte von W auf , d. li. die 
im Innern der o-Halbebene gelegenen Ecken des Polygons jP( 35 ), ent- 
sprecken naturlich wieder den Forniclassen der Determinanten ]) = — 35 
und D — — 140. In diesem Betraclit kaben wir uns folgende redu- 
cierte Formen anzumerken: 

D = -35, (1, 1, 9), (3, +1, 3), 

D = ~~ 140, (1,0,35), (3,4:2,12), (4, +2, 9). 

Hierbei kaben wir die beiden Formen (3, + 1; 3) besonders zu zahleii, 
obwokl sie einander aquivalent sind und im Sinne von I p. 260 nur 
die erste reduciert sein wiirde. Indessen miissen wir die bez. Unter- 
suckungen von p. 189 dahingekend erganzen, dass bei jenen Abzahlungen 
die ambigen Classen in der Regel doppelt zu zaklen sind*) * ***'); im vor- 
liegenden Falle ist in der Tkat jede der beiden Formen (3, +1, 3) 
als reduciert zu zaklen. Indem kiernack W im Polygon F^^ ackt Fix- 
punkte aufweist, wird F^ als zweiblattrig iiberdeckte Flache F^^^) mit 

*) Man wolle bei der fraglichen Abzahlung eine ambige Classe stets nnd 
nur dann einfach zahlen, wenn ihr in das Transformationspolygon iibertragener 
reprasentierender Punkt auf einer Symnaetrielinie der Operation A gelegen ist. 

In alien iibrigen Fallen liefert die auf ubertragene Smith’sche Curve zwei zu 

jener ambigen Classe geborende Schnittpunkte mit Breiecksseiten der Einteilung 
bier iiberall die ausfubrlichen Darlegungen p. 187 ff. 



V, 6. Diircli Moclulargleiclinngen defiLierte algebraiselie Gebilde bei Js > 11. 451^ 

acM Verzweigungspiinkten Torgestellt werdeii kormen. Umgekelirt folgt 
kieraus sofort, dass das Pohjgon F^^o) GesciilecMe d = 0 geJm% 
mid dass demgemdss die Fldclie F^^a) erne liyiyereUiptisclie ist Hiermit 
ist fiir die functionentlieoretisclie Beliandluiig des Falies n == 35 der 
Weg gewiesen. 

Die besonders leickte Zugangliclikeit zusammengesetzter Ordnungen 
n bewakrt sicli im vorliegenden Falle 7i = 35 dadurchy dass wir liier 
gar nicht auf die allgeinemen Ansatze von Kap. 3 ziiriickziigreiien 
braucheiiy vielmebr mit den transformierten Werten der Discriminante 
bereits zum Ziele kommen. Man bilde sicb namlicli den Ausdruck: 


(1) 


, / - 63., \ ^ f - m.-, \ 

A ( ]' 35 coj , -^L-V A [0)^ , £Oa) 

\ ysoj 


derselbe gebort nicht niir znr r^gy sondern geht auch bei der Operation: 


(2) (T-n 


>'35 ’ 


05, = 


co^ y 3o 


in sick selbst nber, stellt also eine zur r( 35 ) gehorende Modulfimction 
dar. Aber diese letztere kann hockstens in den beideii Polygonspitzen 
c yerschwinden oder iinendlick werden, nnd tbatsachlich wild (1) bei 
o) =i CO zufolge leickter Rechnung mit proportional. Benmifolge 
stellt die 24®^® Wimel des AnsdrucTiS (1) einen Hauptmodul der Griippe 


r( 35 ) dar, iveleher lei c3== icx) seinen UnstetigheitspiinU, in der anderen 
Polygonspitze aber seinen NidlpunM aufiveist^’). 

Um mit leicht zuganglichen Modulformen zu thiin zu liabeHy 
schreiben wir etwa: 


( A (cji, co^) = "j/A (5 oi, 0J2') • '|/A 7 tOi , w^) , 

1 B (coi, CO3) = ~]/A (35 ajj, co.^) ■ '^A (<Oi, co^) 
imd iixieren den Hauptmodul 'r(a)) der Gruppe r( 35 ) der Gestalt: 

(4) = 

Als Anfangsglieder der Reihenentwicklungen fiir A und B berechnet 
man von (6) p. 375 aus ohne Mtihe: 

A = (1 — — r’ — »•!“ + + ■••), 

B = — (1 — r — F — + • • *). 



*) Ausdriicke der Art (1) sind es, von denen Hr. Eiepert in seinen wieder- 
kolt genannten Arbeiten einen ausgedehnten Gebranck maclit; iiber den vor- 
liegenden Fall w == 35 vgl. man insbesondere Matk. Ann. Bd. 37 p. 395. 
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Jede dieser Modniformen ist aaf ^(35) von der Wertigkeit mei] A weist 
in der Spitze bei g) = i 06 einen Nullpuntt der Ordnung anf^ in 
der anderen Spitze aber einen solcben der Ordnung f ; B verbalt sich 
gerade umgekehrt Wie man leicbt bestatigt, bleiben beide Formen 
gegeniiber der bomogenen Operation W unverandert. 

Die Erganzung der A, B zu einem vollen Modulsystem der 
gescbelie nun in gewobnter Weise durch Verwertung der iiberall end- 
lichen Integrale der F^g. Es sei /‘(A, B) diejenige liomogene Ver- 
bindung aehten Grades von A und B, welche auf i^4g in den acht Pix- 
pimkten von W je doppelt zu Null wird. Dann schreibe man: 

(6) E(oi,fi>2) = |/7^rB) 

und beweise, dass die beiden Integrale: 

y A“ ■ — oj^da,), J ~ 

bis auf einen Factor mit einander ubereinstimmen rniissen; ini zweiten 
Integrale sind die Benennuugen A^ etc. ini friiberen Sinne (p. 450) 
gebraucht. Es ergiebt sicli fiir E die Darstellung: 

(^y 

\2 3i/ ^ — ^ , 

und wir berecbnen insbesondere als Anfangsglieder fiir die Potenz- 
entwicklung der so gewonnenen Modulform: 

^ 2y-3r-+10r5— 3f«+12f’— 5rS— 4r*+8r“+-). 

Die Modulform E wecbselt gegeniiber der Operation W das Vorzeicben 
und besitzt, auf dem Polygon F^s 5 ) gemessen, die Wertigkeit 8; es 
finden sich in der That acht Nullpunkte, je von der Ordnung 4, 
auf E(g 5 ) in den acht im Innern der m-Halbebene gelegenen Ecken 
dieses Polygons, ausserdem aber in den beiden Spitzen von Fm) ie 
ein Nullpunkt der Ordnung 2. 

Die ausfiihrliche Berechnitng des Ausdrucks f(A, B) geschieht jetzt 
in der gewohnhchen Art durch Einsetzen der Reihenentwicklungen (5) 
und (7). Man findet solchergestalt als hyperelUptische Relation des Ge- 
schlechtes p = 3 mischen A, E und E-. 

(8) E^ = A® 4A’B — 6A®B^ — 4A® B® — 9A^B^ -f- 4A®B® 6 A^B® 

+ 4AB’ + B®. 

Fur die nicht- homogene Schreibweise benutzen wir wie friiher die 
•oezeicniiungen : 

(a?) , (e,) . 
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Bas in 6 unci x gegelene voile System, von Jlodalfunciioneu ckr isf 
alsclann cier folgenden algehraischen Relatioii mitenvorfen: 

(10) = r" — 4 t‘ —• 6i:'^ — 4 t'’ — 9r‘^ -f -f- 4r -J- I . 

§ 5. Barstellung der Hauptmoduln der 'zii n = 7 und n == 5 ge- 
iLorenden Grnppen iind Fg durcli die Moduln der zu u = 3f> 

gehorigen r4s- 

Das Transformationspoljgon batten wir zu Beginn des vorigeii 
Paragraphen in zwei Eiemann’sclie Flaclien Terrranuelt von denen die 
eine sechshlattrig^ die aiidere aclifbldttrig fiber einer Ebene gelagert war: 
beide Male warden aucb die VGr 2 w,:-:irr.: 2 a'sn:inl:te nacli Art and Lao-e 

— • V... O 

angegeben. Wir werden jetzt Mnterber die algebraiscben Fanctionen 
kennen lernen wollen^ welelie gerade diese beiden cliarakteristiscben 
Abbildungen des Polygons ■^48 leisten, und baben zu diesem Ende die 
rationalen Ausdrflcke der fraglichen Punctionen in 6 und x abzuleiten. 

Als Functionen von o betracbtet sind natiirlicb diese beiden 
Grossen die Hauptmoduln jener beiden Untergruppen Fg und Fg, welcbe 
der Transformation der Ordnung n —1 bez. n = 6 zu Grunde liegen. 
Um Verwecbslungen mit dem im vorigen Paragrapben unter (4) ein- 
gefiibrten Modal t (co) zu meiden, nennen wir die Hauptmoduln der 
Fg bez. Fg etwa ir(G)) und und lesen vorab von p. 61 als Be- 

ziebungen von x und ^ zu J die folgenden ab: 

1 : 1 = + 49) + 5 a: + 1)^ 

(1) :{x^+ 14a:" + 63a:- + 70a: If : 1728 a: , 

IJ: J-~l:l==(^-+10^ + 5)":(^-+22^+125)(^-+4^-~lP:1728^. 

Wenn man will, kann man die biermit eingefiibrten a;, s als voiles 
Modulsystem der F 43 annehmen, wobei alsdann zwiscben beiden Grossen 
die Relation des Gescblecbtes p = 3 bestebt: 

(2) ^ (gx? + 13a: + 49) {x^ + 5a: + 1)" - a; ( 0 ^ + 10^ + 5)" = 0. 

Im Anscbluss hieran konnen wir es geradezu als die von uns zu 
losende Aufgabe angeben^ dass wir die rationale Transformation: 

( 3 ) a: = (<?, r) , ^ {<3, %) 

aufstellen sollen, durcb welcbe die Relation (2) in die byperelliptisclie 
Normalform (10) des vorigen Paragrapben iibergebt. 

Das eben bezeicbnete Problem losen wir nun wieder durcb formen- 
tbeoretiscbe Betracbtungen, bei denen wir die Darstellungen (5) p. 64 
von X und ^ verwerten. 
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Gehen ^ uad 0 durch Ausubung der Operation TT" in a;' und 
fiber, so haben wir erstlicb fur as: 


( 4 ) 


:==7 


A (coi , CO2) ^ 



A ( 1/5 




-> 1 ) 


Das Product dieser beiden Ausdrucke fubrt nach den Formeln des 
vorigen Paragrapben direct auf: 

(- 5 ^ asas' = 49 

Andrerseits berecbne man fur die Differenz der as, as den Ausdruck: 


(6) 

{X 

' — a:) i*' — ® __ 

E 

1 -f/A (co,, CO..) 

5 E((Bi,C 02) 


und unterziehe nun den bier recbter Hand stebenden Quotienten auf 
dem Polygon jP(35) einer formentbeoretiscben Discussion. Dieser Quo- 
tient gebort nicbt nur zur sondern bleibt aucb gegenuber IF un- 
verandert und stellt demgemass eine rationale Function von T(ca) dar. 
Der Zabler des fraglicben Quotienten (wie aucb der Nenner) bat auf 
F(s5) die Wertigkeit 8 , und zwar liegen zwei Nullpunkte der Ord- 
nung 1 in den beiden Spitzen, acbt weitere Nullpunkte jeweils^ von 
der Ordnung ^ in den acbt im Innern der Halbebene gelegenen Ecken 
von iF(35). Unter Rucksicbt auf das Verbalten von E scbliesst man 
yon hior aus auf den Ansatz: 

x' — X -[- &T -f- c 

c r 

und findet bei Gelegenbeit der ublicben Bestimmung von a, h, c eine 
Bestatigung der vollzogenen Scblussweise; es ergiebt sicb 

( 7 ) as - a: = 

Wenn wir jetzt ( 5 ) und ( 7 ) zur Berecbnung von as und as' vereinen, 
so muss sicb die dabei auftretende Quadratwurzel durcb U und % 
rational darstellen lassen. Dem ist in der That so, und wir erhalten 
nacb elementarer Zwiscbenrecbnung als rationale Ausdrucke von as und 
X in 0 und t: 

( 8 ) as, as = 2F 

Die Bebandlung des Hauptmoduls z gescbiebt nacb einer durcbaus 
analogen Methode. Man knupfe bier an die Darstellungen an: 
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( 9 ) 


,s = 5>/5 j 


-i' / A / I'o ra., 

H V 5/ - 


AC®!, m.,) * 


oyoj 






aus denen sicb. einerseits nnmittelbar die Formel: 

(10 0 0 = 1257 :® 

ergiebt; sowie andrerseits vermoge einer kurzen formeiitbeoretiseheii 
Discussion der Ansatz: 

/ — 0 + ceA^B + cA- -f- dAB^ -f- eB^ 


Die in der letzten Gleicbung recbter Hand entbaltenen numeriscbeii 
Coefficienten werden in der bekannt-en Weise ausgewertet und flibreii 
flir 0 und 0 auf die Barstelhmgen: 

(11) ^,5=^ ^ 27^ ^ 

Durcb (8) und (11) ist nun in der That die rationale Transfor- 
mation angegeben, durcb weicbe die byperelliptiscbe Eelation (2) in die 
Normalgestalt f{6, r) == 0 ubergefiibrt wird. Auf der andern Seite kanii 
man jetzt auf zweierlei Weise den mtionalen Ausdruch von J (tmd J') 
durch das Modulsystem 6, % bilden; man wird zu diesem Ende entweder 
den Ausdruck (8) von x in die erste Gleicbung (1) einsetzeU; oder aber 
den Ausdruck (11) von 0 in die zweite Gleicbung (1). Beide so ent- 
springenden Darstellungen von J sind alsdann vermoge der zwiscben 
6 und t bestebenden Relation in einander iiberfiibrbar. Docb sehen 
wir von der Durcbfiibrung dieser Recbnung bier ab. 


§ 6. Das zu n = 47 geiiorende Transformationspolygon und 
seine Modulformen ( — und (— 2y^'^ Dimension. 

■□■ber n = 55 binaus beriicksicbtigen wir nur nocb die Primzahl- 
ordnungen n und unter ibnen einzig diejenigen der Form w = 4A + 3j 
weil uns fiir diese Falle die analytischen Ansatze von Kapitel 3 im 
rei ebb al tiger en Maasse Hiilfsmittel zur Verfugung stellen^ als fiir 
^ = 1. Der naebste zu discutierende Fall wiirde biernacb ^^ = 43 

seiuj dessen Riemann^sebe Flacbe F^^^ zum Gesclilecbte p == 3 gebort. 
Die Classenanzabl der Formen fiir D == — 43 und i) == — 172 aber 
ist vier, und eben dieserbalb wird die Riemann^sebe Flacbe F( 4 ,s)j welcbe 
durch die bekannte Halftung des Polygons F^^ entspringt, zum Ge- 
scblecbte p == 1 geboren mussen. Die Flacbe p = 3 ist also niebt 
,mebr hyperelliptiscb. Es liegt in diesen Verbaltnissen eine doppelte 
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Complication begriindet: erstlicli sind selbstverstandlich die Modul- 
fonctionen einer Flaclie p = 1 einer directen functionentlieoretisclieii 
Betrachtnng scliwieriger zuganglich als diejenigen einer Flaclie p =05 
andrerseits gewinnen wir, da es nnr eine Formclasse fiir D — — 43 giebt, 
vom Ansatz (2) p. 355 ancb nnr eine einzige Modulform ( — 1)^®^ Di- 
mension Aq. Nun konnte man freilicii aucb noch die iibrigen Ansatze 
des Kap. 3 fiir ^==43 specialisieren ^ sowie namentlich aucb die 
beiden Formen: 

(^ 1/43 ©1, + V A (oj, CO,) 

beranliolen. Aber man kann dock, um von bier aus alle drei Functionen 
(p der Flache Fu des Gesclilecbtes p = 3 zu gewinnen^ wie es scbeint^ 
umstandlicben formentbeoretischen Betrachtungen nicbt aus dem Wege 
geben. Wir wenden uns bei dieser Sacblage sofort zum Falle n == 47, 
dessen Bebandlung sicb derjenigen von n = 31 ganz analog ge- 
stalten lasst. 

Die zu n = 47 gehorende Flacbe weist die fiir Primzahleu n 
der Gestalt n — 12h — 1 iiberbaupt cbarakteristiscbe Verzweigung 
auf: JBei J == 00 verlduft ein JBlatt isoliert^ die 47 iibrigen hdngen im 
Cyclfis Ziisammen, bei J ^ 0 hdngen die 48 Blatter m dreien in 16, bei 
J ^ \ m meien in 24 VermeigimgspunMen msammen. Die Flache F^g 
iveist daraufhin das Geschlecht p = 4 auf. 

Ferner baben wir die Ergebnisse: Die reducierten Formen der 
Determinanten D = — 47 und D — — 188 sind: 


D = -47, (1,1,12), (2, +1,6), (3, +1,4), 

-D= — 4-47, (1,0, 47), (3, +2, 16), (7, +6, 8). 


Die Transformation W der Flache in sicli besitzt auf derselben 
biernaeb zebn Fixpunkte *), and also ist -wiederum eine unmittelbare 
Folge: Die Gruppe r( 47 ), welche ms durch Zusatg von W mtspringt, 
gelwrt sum Geschlechte p = 0, so doss eine hyperelUptiscJie Flache ist. 
Wir "werden dieses Resultat sogleieb auf functionentheoretischem Wege 
bestatigt sehen. 

Da sicb unter den fiinf Pormclassen der Determinante D = — 47 
eine ambige findet, so liefert der allgemeine Ansatz (2) p. 355 fiir 
gegenwartigen Pall n = 47 im ganzen drei Modulformen ( — 1)*“ Di- 
mension, die wir der Gewobnheit halber durcb B, B', B" bezeichnen. 
Ibr analytiscbes Bildungsgesetz spricht sicb am einfacbsten in der 
nacbfolgenden Gestalt aus: 


*) Wie man leicbt nacliweist, sind die ambigen Classen (1) hier je einfaeh 
za zablen. 
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12 ) 



111 

0 

^ __ X~ -f- 47 


B' 03a) = ^ , 

‘X “ y f mod. 4; 

B i toj, ©a) = ^ , 

X = y (mod- 0’,' 


Indesseii eignet es sich fiir die Reclinuugen nocli melir, statt dieser 
drei Formen die naclifolgenden drei Combinationen derselbeii zu ge- 
brauchen : 


(3) 






B. == 


— 8 ^' 


9 


die Anfangsglieder der Potenzentwickiungen der so eingefiilirten. Modal - 
formen sind: 


( 4 ) 


9 <7r 

= b: +r'- + 3r^*+ • ■ -j, 

» 


Eine Modulform der Dimension — 1 bat auf die Wertigkeit 4 
Da die drei Formen B aber offenbar von einander linear -anabbanmff 
sind and andrerseits, wie man aas (4) leicbt ins einzelne nacbweist, 
gemeinsame Nallpankte aaf ^"45 niclit aufweisen^ so wird die Verbindaiig: 

(5) 4" -j- ^82 

auf ^"43 zweifacb anendlicb viele Systeme von je vier beweglicben 
Nullpunkten festlegen. Durch Anwendung der in I p. 559 ff. ent- 
wickelten allgemeinen Principien folgt bieraas anmittelbar: SeM man 
die B 0u homogenen Coordinaten der Ehene, so erscheint in dieser letB- 
teren das Polygon eindeutig hexogen auf eine Curve vierter Ordmmg, 
Aber eine eigentlicbe ebene Curve vierter Ordnang kann bocbstens das 
Geschlecbt = 3 aafweisen, namlicb in dem Falle, dass sie keine 
singularen Pankte besitzt. Unsere 0^ der B bat jedocb das Gescblecbt 
^ = 4; sie muss demnach notwendig eine doppelt-uberdecMe sein mid 
wird, um als solche dem GescMechte = 4 anmgehormi, 0ehn Vermei- 
gungspunkte aufweisen mussen. Der byperelliptiscbe Oharakter der Flaebe 
^48 ist solcbergestalt aafs neue zar Evidenz gebracbt. 

Man kann ilbrigens ganz direct den Beweis fiibren, dass zwiscben 
den drei Moduln B eine quadratische Relation identiscb bestebt. Dnter 
den secbs qaadratiscben Verbindungen der B verscbwinden namlicb 
die fiinf: 

Klein-jB’ricke, Modulfunctionen. II. 


30 
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(6) BqBo^ Bi^5 Bo^ 

in den Polygonspitzen; diese also liefern^ mit dem Differential 
{m^clm.2 — Oo^^?c 3 i) maltipliciert nnd integriert, fiinf liberali endlicbe 
Integrale der Flache Aber die letztere ist vom Gesclileclite jp = 4 ^ 
nnd also bestelit zwiseben den Grossen (6) eine lineare Identitat. Um 
die Gestalt der letzteren zn erfabren, addieren wir die fiinf Verbin- 
dnngen (6), mit unbestimmten Coefficienten verseben, zu einander nnd 
entwickeln den solcbergestalt gewonnenen Ausdrneb nacb ansteigendeii 
Potenzen von r, Jene unbestimmten Coefficienten lassen sich alsdann 
nnr in einer Weise so wablen^ dass die Coefficienten dieser letzteren 
Potenzentwicblung nacb r insgesamt mit Null identiscli werden. Die 
Mermit shimerte FeclinVing liefert als Gestalt der in Bede stehenden qtmdra- 
tiscJien Belation mvisehen den drei Modtdn B: 

(7) B,^-BoB, = 05 

wir werden dieselbe geometriscb als einen Kegelscbnitt deuten, der 
auf das Polygon F^^s) der Gruppe r(48) eindeutig bezogen ist. Die Ge- 
stalt der Relation ( 7 ) wird nun gleicb weiter bei der Bildiing eines 
vollen Modulsystems der Gruppe r4g massgeblicli werden. 


§ 7. Das voile Modulsystem der r48 nnd die zugeborige byper- 
elliptisebe Belation zehnten Grades. 

Da die Riemann’sebe Placbe F^^ byperelliptiscb ist, so giebt es 
auf derselben meiwertige Punctionen, und wir wablen unter ihnen ins- 
besondere die nacbfolgende: 

(1) x(a,) = |i = | 

zum Gebrauch aus, deren Gestalt in den B sicb aus der eben gewon- 
nenen Relation (7) zwiseben den drei B ergiebt. 

Man bilde alsdann weiter (analog wie bei n == 31) etwa aus B^ 
und Bg den Ausdruck zehnten Grades /"(Bj, Bg), weleber neben je 
zebu einfachen Nullpunkten in den Polygonspitzen Ton je in der 
Ordnung zwei in den zebn Pixpunkten der Operation TF Tersebwindet. 
Im Anschluss an diesen Ausdruck /’(Bj, B^) definieren wir die ganze 
Modulform ( — 5)*®'" Dimension: 

(2) EK«>2) = V7(ByB5 

und fuhren wiederum eine zweite Darstellung von E mit Hfllfe der 
Integrale erster Gattung ein. Schreibt man bierbei zur Abktirzung 



V, 6. Bnrcli ModolargieicliuDgen definierte algebraiiclie Gebiide bei 467 


SO ergeben sieli unter Elicksiclit auf die Ubeiiegung des Torigen Para' 
grapben auf transeendeatem Wege als Integrale erster Gattuag: 

(^) 


wabrend wir andrerseits durcb algebraiscbe Betraclitung auf folgeiide 
Aiisdrucksformen fiir diese Integrale der kommen: 


( 5 ) 


‘ V = (xl, 2 , 3 . 


Wie sicli die lineare Abliangigkeit der Grossea ( 4 ) von den vier 
Grossen ( 5 ) gestaltet, brauclien wir nicht allgemein zu iintersucbea ; 
es geniigt festzustellen , dass die beiden Integrale 



i pjdfe P:idpi ^ ^ 3 

J vnK^ ' 


bei gemeinsamer unterer Grenze bis auf einen constanten Factor init 
einander iibereinstiminen^ um von bier aus fiir die Modulform E die 
unmittelbare Definition zu gewinnen: 


( 6 ) 


^ ^2j —^P2 


Als Anfangsglieder der Potenzentwicklung der Modulform E fin den wir 
daraufbin: 

(7) E = (1 — Sr — )•' + 4 r“ + 3 ;-^ + lO-r® - IGr® — 19 /® — r' 

+ 30/'«— 12/“-l ). 

Als ein voiles System von Modulformen der r 48 bringen wir E, 
83 in Vorseblag, was den Vorteil fiir sicb bat, dass gemeinsame 
Nullpunkte dieser drei Formen einzig in den Polygonspitzen gelegen 
sind. Vermoge der mittlerweile gewonnenenReibenentwicklungen konnen 
wir nun auch die ausfiihrlicbe Gestalt des Ausdrucks Bg) be- 

recbnen nnd finden auf diesem Wege als dlgebraiscJie Melation mvischen 
den Moduln E, 63: 

(8) = Bi^^— 66^^63 + llB^s 832 — 246^63^ + 19 6,^63^ — I6B/B3" 

— 13 Bi^ B3« + 30 B, 2 B3' - 38 B^^ 63^ + 28 B^ 63^ - 1 1 

Um zur nicbt-bomogenen Scbreibweise iiberzugeben, gestalten wir 
die bereits in ( 1 ) eingefiibrte zweiwertige Function t durcb die fob 
gende Bestimmung : 

( 9 ) = = | 

zu einem vollen System von Modulfunctionen der aus. Die zwischen 
6 uud t bestehende byperelliptische Relation weist alsdann die Ge- 
stalt auf: 
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(lOj = 1 — 6 ir + 11 t- — 24 + 19'^^ ~ — SSt® 

+ 28T^-~llir'« 

Die Anwendung der erhalteneD Resultate anf die ganzzaliligen 
quadratisclien Formen der Determinanten D = + — 4 • 47 

gestaltet sieF Mer ganz alinlicli wie bei n ■•== 51. 

Nebnien wir znnacbst D == + 47 : Die Sjminetrielmieii^ welcbe 
die durcb: 

(IT) a z= a j z' = r 

dargestellte symmetrisclie Umformung der Flacbe in sicli aufweist, 
liefern die zu n — 4:1 geborende Smith'sche Curve. Am leichtesten 
lasst sicb der Veiiauf derselben verfolgen^ wenn wir F^^ als zwei- 
blattrige Flacbe iiber der t-Ebene anordnen. Da werden nacb ( 1 ) § 6 
nur jene 0^vei Verzweigungspunkte auf der reellen r-Axe liegen, welcbe 
den beiden damals genannten ambigen Formclassen zugewiesen sind. 
Demnacb folgt aus (11) sofort: Auf der „im Raume gescblossenen 
F^^‘ erfiillen die Punkte mit reellen Werten t zwei geschlossene ein- 
ander in zwei Punkten uberkreuzende Linien. Auf der einen sind die 
zugeborigen Werte 6 reell, und dies ist die Symmetrielinie der durcb 
co' =2 — a definierten Transformation der F^ in sieb; auf der anderen 
jener beiden Linien ist 6 rein imaginary und sie liefert die Smith^scbe 
Curve der Determinante D = 47. Da Ausnahmepunkte mit J—1 
nicbt aufweist, so folgt vor allem, dass es nur eine sich selbst nicht 
inverse Classe von Formen der 'positiven Determinante D = 47 gieht 
Solcbes bestatigt man denn auch nacb den Regeln von I p. 250 sofort 
durcb die Recbnung; es ergeben sicb 23 reducierte Formen ^ welcbe 
sicb zu einer einzigen Formenperiode zusammengliedern. Dabei treten 
nur an zwei Stellen dieser Periode Hauptreducierte auf, und eben des- 
balb wird sicb die im urspriinglicben Polygon ^"43 gezeicbnete Smith- 
sche Curve aus drei Kreisbogensegmenten aufbauenj wir finden als 
deren Gleicbungen: 

47 ^ 1 = 0 , 

23-47 + 2 /') + 2-47ri; + 2 = 0. — 

Andrerseits stebt die recbte Seite von ( 10 ) in interessanter Beziebung 
zu den Formen der negativen Determinanten D = — 47 und — 4 • 47 . 
Setzen wir namlicb in ( 10 ) fiir (? den Wert Null, so sind die zu- 
geborigen zebn Werte r die singularen Moduln r der zweimal fiinf 
Formclassen der Determinanten D = — 47 , D = — 4 - 47 . Demnacb 
wird sicb, eben diesen beiden Determinanten entsprecbend, die ganze 
Function zebnten Grades auf der recbten Seite von ( 10 ) in zwei eben- 
solcbe Functionen fiinften Grades spalten lassen, die gleicbfalls gan^- 
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mlilige Coefficienten liaben. Diese beiden Aiisdriicke fiiiifteii CTiades 
sind dank des Umstandes^ dass die rechte Seite von ("lO; fiir t = 0, 
-oc lauter primzablige Werte annimintj leiclit aiifgefiinden, wid 
wir erhalten so mit Eiicksicbt anf die Werteverteiliing von t als Glei' 
cliungen der singiddren Moduln % fiir T) = ~ 4:1 iind D — — 4 - 47 : 

(12) I D=~~ 41^ ~~ + 1 - — z + 1 = 0, 

I D = — 4 , 47^ 4iz’^ — -f- lor" — or- 4- or — 1 = 0. 

Die biermit geleistete Zerlegung des oft genannten Aiisdracks 
IQton welter fiir den functionentbeoretischen Ansbaii der 

Transformation 47®^^"^ Ordnnng ibre wicbtige Bedeutung. Wir werden 
bier namlicb; alinlicb wie bei n = ol^ im Anschluss an (12) die beiden 
Modidformen definieren: 

Z = 

welcbe vermoge ibrer Nullpunkte den beiden Determinanten D = — 47 
imd D = — 4-47 in cbarakteristiscber Weise zugeordnet sind. Als 
die Anfangsglieder der Potenzentwicklungen fiir diese Formen gewinnen 
wir nacb kurzer Recbnung: 

Z = i^~yr^{l—r^ + ’t^—2r^— r’ _ 2rS + 2r8 + 2r“ + - 

(14) I H = f- (1 - 2r—r^-— 3r8+ 4r^+ 4?-“ + 2r^ + 3^’ — Sr^ 

. ■ ' _6/-a— 14r“ + ---). 

Die beiden biermit eingefiibrten Modulformen benutzt man mit Vor- 
teilj wenn es gilt, die Discriminante A durcb die Moduln der ^48 dar- 
zustellen. Man knilpft bier natiirlicb wiecler an die beiden Aiisdriicke 
(I/AH-I/aO; welcbe einer formentbeoretiscben Discussion auf dem 
Polygon F( 47 ) zu uuterwerfen sind. Dabei zeigt sicb, dass die beiden 

Aiisdriicke: __ 

B/ (YA + y ^) , B/ (YA — YA') 
als Producte vou Z bez. H in ganze homogene Verbindungen 9““ Grades 
der Bj, Bj darstellbar sein miissen. Wir haben die so gemeinten For- 
mein wenigstens z. T. berechnet und finden: _ 

B/ • {YA+ y A') = Z • (Bj» - 17 +2^.7 BJB/- 5 • 71 B/ B/ 

+ 2-3-7. 13Bi®B3* + --0, 

B./ - (l/A - 1/ A') == H - (Bi« - 3 - 5 B,« B, + 2^ - 3 - 7 B/ B,® 

— 3^ • 23 B/ B/ + 2^ - 43 B^® + • - ■) . 
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Die weitere Berechnimg dieser Pormeln hat natiirlich heinerlei Schwierig- 
keit; es reiehen hierfiir sogar bereits die in den voraufgehenden Po- 
tenzentwicklungen angegebenen Anfangsglieder von B, Z, H aus. 

Bei der Darstellung von hat man nur die beiden Pormen 
und E notig; hier erhalten wir als Gestalt und Anfangsglieder der be- 
treffenden Pormeln; 


(16) 


6 B/ ((?/+ i/,0 = o (13 • 17 B,®— 2" • 5 . 43 Bi’B^ + 2 • 3 • 5- 7" B^B^ 

— 22.3-193B0B0H ), 

3 BO (i/O - </0 = 4 E (2 . 3 • 23 BO — 3^ • 1 7 BO Bg + 3 • 47 B, BO 

— 2^-3 BO). 


Die erste dieser beiden Pormeln wird man ohne besondere Schwierig- 
keit vervollstandigen konnen, worauf sich alsdann der rationale Aus- 
druck von J m 6 und t aus den Pormeln (15) und (16) unmittelbar 
ahsebreiben lasst. — 


§ 8. Grundlagen fiir die Transformation der Ordnung n = 11. 

Nach den bisher gewonnenen Erfahrungen gestaltet sich die Unter- 
suchung fur diejenigen Ordnungen n besonders zuganglich, bei denen 
die Classenanzahl quadratischer Pormen der negatwen Determinanten 
^ D— An eine moglichst grosse, diejenige der positivm 
Determinante D=n aber eine moglichst geringe ist. Unter den Prim- 
zahlordnungen n = Ah -f- 3 tritt dies in ganz hervorragender Weise 
noch bei n — il ein, so dass sich dieser Pall geradezu wieder in ganz 
analoger Weise behandeln lasst wie voraufgehend w = 47 , m = 31 etc. 
Die Verzweigung der zugehorigen Riemann’schen Plache ist natiir- 
lich die bekannte, und es treten insbesondere Ausnahmepunkte mit 
J = 0 oder J= 1 nicht auf; als das Geschlecht der fraglichen Plache 
JF 72 bereehnet man p = 6. 

Die reducierten urspriinglichen Pormen der beiden Determinanten 
— 71 und —4.71 haben wir hier tabellarisch zusammengestellt: 

( 1 ) |D = — 71, (1, 1, 18), ( 2 , + 1^9), (3, + 1 , 6 ), ( 4 , + 3 , 5 ), 

(Z) = _4.71, (1,0,71), (3, +2, 24), ( 8 , +2, 9), (5, + 4 , 15). 

Die zu ji = 71 gehorende Transformation TFder Plache in sich be- 
sitzt hiernach auf derselben vi&rsehn*) Pixpunkte, und daraus schliessen 
mr m gewohnter Dberlegung, dass die Flciche F(n), welche durch le- 


ambigen Classen (1) jeweils wieder nur ein- 
b zu zahlen da die betreffenden reprasenlierenden Pnnkte im Polygon F auf 
der Symmetrieimie der Operation A gelegen sind. 
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Ibannte Hdlftung aits entspringt, dem GescMeclitc = 0 x::-;dGr‘r die 
Fldclie ist dieserhalb ivieder hygereUiptmli. 

Zu eben diesem Ergebnis gelangen -svir aueh auf aiialvtiser.eL: 
Wege. Da imter den Formen (1) der Determinante D = — Tr'mw 
eine ambig ist, so liefert der Ansatz ( 2 ) p. 355 Tier uatersehiedene 
Modulformen (— 1)‘« Dimension, die wir dem bisherigen Brauche fol- 
gend durcb B bezeicbnen. Das einfaehste analytiscbe Bilduns'saesetz 
fur diese Modulformen ist gegeben durcb: 


( 2 ) 


'B = 
B' = 

1 B" = 


ca^ ^ ^ 

— r s 

COo J— 

^ 7 t 

— r 12 

€ 0 ^ 

2 ® 


x = %j (mod. 2), 
X = ij (mod. 4), 


x — y (mod. 6), 
x = 3 y (mod. 8). 


Fiir die Eecbnung eignen sich aber 
Combinationen der Modulformen (2): 

B, = B, B, = ^, 83 = 


noch besser die naclifolgenden 
B'' — B"' 

2 ; ^4 2 


Die Anfangsteme der hiermit definierten Modulformen sind: 


( 3 ) 


Bi = S Cl + + 2r* + 2-r« + 2r*‘= +•.•), 

B2 — (r — F -[- r* — }■** — 

^ ^ C''^ ~ "f )) 

B^ = (}-3 — J.4 J.3 _j_ .^,S _j_ J.I0 — ylo — J.IS _j_ . . 


tind der Vorteil beim Gebrauch dieser Formen ist der, dass bei der 
2 * 61 , 3teii 4ten ihnen Anfangsglieder der Entwicklung aus- 

fallen. 

Die einzelne Form B ist auf sechsw&^iig; waHt man also die 
B zu homogenen Coordinaten des gewolinlicben Ranmes, so erscbeint 
dabei die Flacbe -P72 eindeutig bezogen auf eine in diesem Eaume ge- 
legene Curve sechster Ordnung Cq. Aler diese Gq ist notwendig eine 
doppelt-iiberdecMe Eaumcurve drifter Ordnung welch’ leUtere alsdann, 
einfach genommen, auf das Polygon F(ji) eindeutig bezogen ist Um solches 
zu zeigen bemerke man, dass die neun quadratiscben Verbindungen: 

( 4 ) ^1^2 7 ^1^3? ^3^84, 62^, 64^, ^2^3? ^2^4; ^3^4 



472 Vj 6. Durch Moclulargleiciningen definierte algebraisclie Gebilde bei ^>11. 


nicbt HUT bei m = i oOj sondem aucli in der andern Polygonspitze, bei 
Gj = 0; verscliwiiiden, welches ietztere ans-dem von frtiher her be*- 
kannten Verhalten der Forinen B gegeniiber der Modulsubstitution T 
sieh leicht folgern lassi Die Verbindimgen (4) werden also, mit m./dc() 
miiltipliciert nnd integriert, neun nberall endliche Integrale der Plaehe 
Fr .2 des Geschlechtes p == 6 liefern; zwischen den fraglichen neun 
qnadratischen Verbindnngen bestehen also drei lineare Relationen iden- 
tisch. Die so gemeintenj in dm B quadratisclien Identitdten Jiaben die 
Gestalt: 

(5) B./ - + 2B/ + 3B2B3 + 3B2B^+ B3B, = 0, 

\ B/ - B, B, + B,B3 + 3B,B, + 2B3B, == 0, 

drei GleicJimgen, die augenscheinlich von emander Imear-unahhdngig sind. 
Deuten wir jetzt die Relationen (5) geonietriscli, so stellen dieselben 
drei iinear-unabhangige Flacben zweiten Grades vor, deren gemeinscinier 
JBestandteU in der Thai eine Baummrve dritter Ordming ist. Hier haben 
wir also direct die Cj nachgewiesen, welche, doppelt uberdeckt und mit 
14 Verzweigungspunkten versehen, zur oben gemeinten Curve secbster 
Ordnung (7g binfilbrt. 

Was iibrigens den Beweis fur die Ricbtigkeit der Relationen (5) 
angebt, so entwickele man die linken Seiten dieser Gleichungen auf 
Grand von (3) nacb ansteigenden Potenzen von r-, man wird finden 
dass jedenfalls alle Glieder ausfallen, bei denen der Potenzexponent 
von r kleiner als 12 ist. Ware also eine der quadratischen Verbin- 

dungen (5) nicht identisck Null, so wurde sie eine Modulform ( 2)*“ 

Dimension der vorstellen, deren zwolf Nullpunkte auf S'He 
in der Spitze bei 03 = i 00 vereint liegen ; inzwisehen verschwindet 
diese Form aueb nock in der Spitze bei <a = 0, und also wurde die 
Zabl der Nullpunkte, die ^ 13 ware, nicht mit der Wertigkeit unserer 
Modulform ubereinstimmen. 

Eine Folge der eben gewonnenen Ergebnisse ist, dass die Modul- 
formen B sich gegeniiber der Substitution W einzeln bis auf eineu 
Factor reproducieren;^ dass aber dieser Factor in einfachster Weise fiir 
alle vier B gleich 1 ist, schliessen wir in der bei den fruheren Bei- 
spielen entwickelten Art. Weiter gelingt es nun auch sofort, die mei- 
wertigm Functionen der hyperelliptischen Flache anzugeben. In 
der That liegen von den seeks Nullpunkten von scBg + 4B^ zweimal 
zwei in den Polygonspitzen fest, so dass nur nock zwei beweglich 
bleiben: die Quotienten linear -undbMngiger Verhindungen %Bo4-2B. 
liefem also die sweizvertigen Functionen der 
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Wie friilier erganzen wir endlich die FormeE dnrcli Ziisatz 

einer Form E zu einem vollen Modulsystem der r;^. Diese ganze 
Modulform E wird ziir ( — 7)^®^ Dimension gelioren mtisseHj nncl von 
ihren 42 Niillpunkten anf sollen in den iSpitzeii je 14 liegen, 
wahrend die rlickstandigen 14 Nnllpunkte mit den 14 Verzvreignngs- 
stellen der doppelt-liberdeckten Flacke Fra) zusammenfalien mussen. 

Setzen wir abgekiirzt / 3 / ^ so gewinnen wir in iibliclier Art 

diircb. Vermittlung der iiberall endlicben Integrale der F-^ fur E die 
Darstellung: 

P4 • ~ 

Als Anfangsterme der Beilienenkcickking fur die game Modidform E he- 
reclinen wir von Mer aus: 

(^7) E = (1 - or + + ISr^ - Vdr'^ — I5r“ - 15/’ + 49?-‘ 

““ _[_ 26 — 36 — 8 r''’ — 60 + 32 r^- + 46 

+ 46ri'‘ — 152 j-1“ H ). 

Hiermit sind nun auch alle Mittel beisammen, urn den mit E^ 
identischen Ausdruck 14^®“ Grades in B 3 , explicite zii bereelinen; 
setzen wir urn der bequemeren Schreibweise willen Bg = A, B^ == B, 
so lautet die algebraisclie Relation ztvischen B, E wie folgt: 

( 3 ) e^=a^^ + 4A^^B-~-2A'^B2— SSA^^B^— 77A^^B^— 26A^^B''^+111A®B® 

+ 148 A^ B^+ A^^ B^— 122 A*’^ B^— 70 A‘^ B^^+30 A^ B^^+ 40 A^ B 
+ 4AB^" — IIB^A 

Sollen wir letzten Endes nicht-bomogene Scbreibweise anwenderij 
so scblagen wir 

(9) = r(«)==^ 

als ein voiles System von Modulfimcfionen der vor; diese beideu 
Functionen sind alsdann zufolge (8) mit einander verkniipft durcli die 
hyperelliptische Belation 14*™ Grades: 

(-10) ^2 =^^4. 44 _ 2t*^ — 38t** — 77 — 26t*' + lilt® + I48t^ 
+ r® — 122 1 ® — 70t* + 30tS _|_ 49^2 4 4^ — 11. 

Auf eine Discussion liber die Beziebung von g^, g^, A und J zu 
den untersucbten Functionen der Fjg geben wir bier nicbt mebr ein. 

In den Entwicklungen der vorangegangenen Eapitel baben wir 
dank der analytiscben Hiilfsmittel, die der Tbeorie der doppeltperiodi- 
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schen Funetionen entstammeiij die Beliandlung des fiinctionentlieore-- 
tisclien Grundproblems weit fiber die in Bd. I innegehaltenen Grenzen 
ausdebnen konnen. Eine Fortsetzung der Ausbeute der gedachten ana- 
Ijtiscben Ansatze far nnsere fanctionentbeoretiscben Modulprobleme 
wiirde zwar nicbt scliwierig sein; inzwiscben warden wir uns dabei 
imnier nnr wieder in jenen Gedankengangen bewegen^ die wir voraaf- 
gebend bereits ausgiebig kennen lernten. Indem wir dieserbalb die 
in Rede stebenden Entwicklungen bierinit abscbliessen^ wenden wir 
nns weiterbin neuen and wicbtigen Untersucbungen zu> 



Sechster Absclinitt. 


Theorie cler MoMareorrespondeiizeii mid der ais ilmei 
herYorgeliendeii ClasseMalilrelatioaei. 

Erstes Kapitel. 

Nene Aisfahimigen zu RieDiann’s Theorie der algeteiscieH 

Functionen. 

Die Aufgabe, we] die uns nun nocli zu losen iibrig bleibt, ist be- 
reits am Schlusse des vierten Abschnittes (p. 235) vorgezeicbnet: Wir 
sollen die aUgenieine Theorie der Modiilarcorrespondenmi entwicteln^ 
deren erstes Glied die oben behandelte Lehre von den Modular- 
gldchtmgen ausmachte. Wie wir dann von den letzteren Gleichungen 
in Kapitel 5 und 6 des vierten Abscbnitts eine ausgedeknte Verwen- 
dung arifhmetiscJien Inbalts gaben, so sollen uns nun aucb die Modular- 
correspondenzen ganz allgemein zu einer Quelle fur die Gewinnung 
neuer Classenmhlrelationen allgemeinerer StufenmMen werden, die sicb 
an die Relationen erster und fiinfter Stufe des Abschnitt 4 anscbliessen. 

Aber wir konnen aucb jetzt wieder nicbt unmittelbar zu unserem 
neuen Gegenstande ubergehen^ miissen vielmebr eine Reibe vorberei- 
tender Kapitel voraussenden. Es ist vor allem die in den beiden 
Anfangskapiteln des dritten Abscbnitts (I p. 493 ff.) nur erst begriindete 
Riemann^scbe Tbeorie der algebraiscben Functionen, welcber wir bier 
eine weiter ausbauende allgemeine Bebandlung widmen mussen. Ein- 
mal sollen iiber die Integrale einer Riemann^scben Flacbe, nainentlicb 
diejenigen dritter Gattung, einige erganzende Entwicklungen gegeben 
werden. Namentlicb aber sollen formentheoretische Betracbtungsweisen, 
deren Brauchbarkeit im engeren Gebiete der Congruenzmoduln soeben 
an zablreicben Beispielen evident wurde, jetzt ganz allgemein zur 
Grundlage fiir die Untersucbung der Functionen einer Riemann^scben 
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Flacte gemacM werden. Indem wir in der That den allgemeinen 
Begriff einer „Form anf der Riemann^schen Flache^' einfiihren iind 
sachgemass durchbildenj werden wir uns durch Verweitung gleich zu 
nennender Weierstrass\scher Gedanken die Htilfsmittel verschaffen, 
mit denen wir hernach anf den speciellen Flachen der Modultheorie 
die zngeliorigen Modnlarcorrespondenzen in der einfachsten Weise zuni 
Ansdrnck hringen konnen. 

Unsere Darstellnng ist eine mit Rucksicht anf die ferneren Zwecke 
eng umgrenzte. Aber es liegt fur das weitergehende Studium ins- 
besondere der formentheoretischen Prineipien eine grosse Reihe von 
Specialuntersiiehnngen vor, welche man in der Arbeit von Klein 
Theorie der AleVschen Fmictionenf^ genannt findet*^). In dieser letzteren 
Abhandlung sind die formentheorotischen Prineipien zuerst in Allge- 
meinheit entwickelt imd werden insbesondere mit der Weierstrass- 
schen Theorie der Primfnnction in Verbindung gesetzt. Diese Function, 
welche von Weierstrass fiir die Darstellnng der iibrigen Grossen eines 
algebraischen Gebildes zu Grunde gelegt wird, erscheint in der formen- 
theoretischen Behandlungsweise Klein^s als Frimform in einer wesent- 
lich abgeklarteren Gestalt wieder'^'*'^). 


§ 1. Einfixlirung der Integrale dritter 'Gattxing QfJrj nnd insbesondere 
der Normalintegrale TT|5J. 

Bei nnserer nachstfolgenden Untersnchnng knilpfen wir, was deren 
Voraussetznngen nnd Bezeichnungsweisen angeht, unmittelbar an den 
Abschluss des ersten Kapitels im dritten Abschnitt (I p. 492 bis 532) 
wieder an. Wir haben daselbst die Theorie der Integrale dritter Gat- 
tung anf einer beliebigen Riemann^schen Flache Fn nur erst soweit 
dnrchgebildet, dass wir die ihnen zngehorigen Potentials bergestellt 
hatten; es waren dies die Grossen Ua,b (cf. p. 520), welche wir durcli 
axiale Aneinanderreihung der Elementarpotentiale zweiter Gattimg 
bildeten. Es wird weiterhin zweckmassig sein, die beiden bei js — a 
nnd 0 — b anf der Flache Fn gelegenen Unstetigkeitspunkte von b 
selbst als variabel zu denken; wir wollen dem schon jetzt Reclinung 
tragen, indem wir statt a, h fortan die Symbole | nnd rj brauchen. 
Nattirlich sind | nnd rj zngleich Werte der Variabelen tiber deren 


*) Math. Ann. Bd. 36 (1889). 

Man vergl. nbrigens, was die Weierstrass ’scbe Primfunction angeht, die 
Arbeit Schottky’s in Crelle’s Jonrnal Bd. 101 (1887); Weierstrass selbst hat 
seine bezughche Theorie direct nur in seinen Vorlesungen bekannt gegeben. 
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Ebene die Placiie Fn constrniert ist^ aber darum soil docli der „Pankt 
I bez. f] der inimer nur ein bestimmter unter den n bei 5 = | 
bez. = ^2 ^ber einander liegenden Punkten der Flaclie sein. 

Nacb dieser Verabrednng bilden wir das zu ut,. coiijagierte Po- 
tential vt,. imd von liier ans das Integral drifter GaUimg: 

(1) Q=r. = Wi,; -f- 

Insofem dieses Integral nur mei (logaritlimiscbe) Unstetigkeitsponkte 
auf Fn besitzt, nennt naan es auch wobi ein elemenkires Integral diitter 
Gattung; dock lassen wir diese genauere Benennung weiterbin ausser 
Betracbi Jedenfalls aber sollen | und ri fortan als die Farameter des 
Integrals Q bezeicbnet werden. 

Um (1) zu einem bestimmten Integrate auszugestalten; integrieren 
wir von der Stelie y der Flaebe F^ bis zur Stelle wobei wir 
die Symbole x und y in genau demselben Sinne braucben wollen, den 
wir soeben fiir | und ^ auf der F^ festlegten; wir fiibren daraufbin 
die ausfiibrlicbe Sebreibweise: 

( 2 ) Q%=-SclQu 

y 

ein. Als Function der Stelle x wird sicb alsdann das Integral (2) 
nacb I p. 520 in den Umgebungen der beiden Stelien | und ver- 
balten wie: 

+ log {x — I) bez. — log {x — ^ 2 ). 

Wollen wir aber das Integral (2) als Function der unteren Grenze y 
auffassen, so wird sicb diese Function an den beiden fraglicben 
Stelien I, t] der Flaebe verbalten wie: 

— log («/ — I) bez. + log ( 2 / — 7]). 

Um die FeriodeneigmscJiaften des Integrals zu ebarakterisieren, 
denken wir auf Fn ein kanonisches Quersebnittsystem gezogen, wie 
es in I p. 495 besebrieben wurde. Ausserdem aber zieben wir nocb 
eine weder sicb selbst, nocb die Sebnitte bi, Ci des kanoniseben 
Systems iiberkreuzende Linie I vom Punkte ri nacb | und denken aucb 
langs I die Flaebe Fn zersebnitten. Die so vorgeriebtete Flaebe beisse 
etwa F'n^ und die auf Fn eingesebrankte Function (2) werde genannt, 
so oft diese genauere Bezeiebnungsweise wiinsebenswert ersebeint. Es 
gelten biernacb die folgenden Satze: Die Fimction abhdngig von 
der oberen Grcme x betrachtet^ weist Idngs jeder der 2p gescMossenen 
Linien h eine consfante (rein imagindre) Wertdifferens auf, Idngs 
der Linien Ci tritt jedoch eine von Null vei'sehiedene WertdifferenB 



478 1- IS'Sne Ausfiilirungen zur Theorie der algebraisclien Functioneii. 


mcht aiif; endUeJi findet Icings de?' Linie I die Wertdifferem — 2ijr 
statt 

Znr Einftilirung von Normalintegralen dritter Gattung benutzen 
wir denselben Gedankengang, wie in I p. 531 bei den Integralen zweiter 
Gattung. Seien gerade wie in I p. 529 , is * ■ * jp die zum ausge- 

wablten Querscbnittsystem geborendeu Normalintegrale erster Gattung, 
so wollen wir, gerade wie in (2), imter Aufnabme der Grenzen y 
in die Bezeicbnimg schreiben: 

( 3 ) jr-Jdh. 

y 

Man bilde daraufhin aus dem particularen Integral das allgemeine 
Integral dritter Gattung mit den Farametern 

( 4 ) QTi+2c,jZ 

WO die c/, irgendwie gewahlte Constante sind. Das Integral (4) teilt 
offenbar mit Qfij alle bislier nambaft gemachten Eigenschaften dieses 
letzteren Integrals, abgeselien nur von dem einen Umstande, dass die 
Wertdifferenzen des Integrals (4) langs hi niclit mehr ausscliliess- 
licb imaginare Werte zu haben brauchen. Wie in I p. 531 bei den In- 
tegralen zweiter Gattung werden wir jetzt die constanten Coefficienten 
Ck in (4) so auswahlen, dass die Wertdifferenzen des Integrates (4) 
Icings alter p Linien ai wiit Null identisch sind. Das so gewonnene 
Integral werde durcb: 

(5) n|?= + 

k 

bezeichnet und heisse fortan das Normalmtegral dritter Gattung mit 
den Farametern wie man leicht bemerkt, ist dasselbe durcb das 
gezogene kanonische Querscbnittsystem, sowie tibrigens durcb seine 
Parameter tj eindeutig bestimmt. 

Nebenber bemerken wir gleicb nocb, wie sicb die Integrale zweiter 
Gattung bier anscbliessen. In der That erbalten wir das Integral 
im Sinne der in I p. 531 gebraucbten Bezeicbnung jetzt ganz ein- 
facb durcb Differentiation von nacb und insbesondere liefert 
TTf^ bei diesem Ubergange das Normalmtegral zweiter Gattung; wir 


*) Es ist hier an der in I getroffenen Verabredung festgebalten, dass langs 
des einzelnen Scbnittes die Wertdifferenz durcb einen Wert der Function auf der 
rechten Seite, vermindert urn den Wert im gegeniiberliegenden Punkte des linken 
Ufers gegeben sein soil. 
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kommen bei Gelegenbeit anf diese Able:tt:i:g der Integraie zweiter 
Gattung nocliQials zuriick"^). 

§ 2, Perioden des Normalintegrals TT|,^. Satz von der Vertanseiibarkeit 
von Parameter imd Argument bei TT|f. 

Die Perioden des Normalintegrals TTfi; auf der Flacbe sind 
z. T. bereits im vorigen Paragra.pbe 2 i bestimmt worden. In der That 
liat langs der Linie I das Normalintegral dieselbe Wertdijfferenz wie 
jedes andere Integral namlicli — 2zbz:. An den p Scbnitten a/ 

findet eine von Null verscbiedene Wertdifferenz flir TT|^ niclit statt; 
eben dies war die Definition unseres Nornialintegrals. Es bleiben bier- 
nacb nur nocb die jp Linien b/, . 

Sei nun langs der einzelnen Linie ik die Wertdifferenz von 
durcb ti: bezeicbnet, so berecbnen wir die Werte ti- durcb genau die- 
selbe tiberlegung wie seinerzeit die Perioden der Integraie zweiter 
Gattung in I p. 531. Wir bilden uns das Integral: 

(1) / Hf,, dji 

und leiten dasselbe zuvorderst im positiven Sinne liber die gesclilossene 
Berandung der durcb hi, Ci zei'scbnittenen Flacbe Fb* Dank des 
einfacben Yerbaltens der Normalintegrale jh (cf. I p. 530) gewinnen 
wir durcb leichte Zwischenbetracbtung als Wert des fraglicben Inte- 
grals einfacb die eben genieinte Wertdifferenz tk von Nun 

aber diirfen wir die flir (1) verges cbriebene Integrationsbabn unbe- 
sebadet des Integralwertes — r* auf eine gescblossene Linie L zu- 
sammenziebeBj welcbe den Sebnitt I allentbalben eng umschliesst; und 
als Wert des Integrals (1), erstreckt liber diese Linie L, findet sicb 
leiebt — 2i7tjl'K Formulieren wir demgemass das Resultat: Die 
JPerioden des Normdlintegrals TT|’;J sind gegeben dttrch das Schema. 

(2) -- 2^:r 1 0, 0, . . 0 I 2i7tj\'\ . . 2i7cff \ , 

wo jk die Normalintegrale erster Gattung sind. Der Sinn der Anord- 
nung (2) ist wobl obne weiteres verstandlicb. 

'"lin viel benutzter Satz ist der liber die Vertauschharheit mn^ Para- 
meter und Argument hei den Normalintegralen drifter Oattwng 

(3) = 

*) Man vergl. ubrigens zu den EnWicHungen des Torliegenden nnd der 
nacbstfolgenden Paragraphen Biemann’s Abbandlung „Theorie der AleVschen 
Functionen“, Crelle’s Jonm. Bd. 54 (1857), sowie Glelsch-Gordan, Theor^e der 
AbeVsehen Functiomn, Leipzig (1866). 
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Urn die Gleichung (3) zu beweisen^ bilde man die beiden onbe- 
stimmten Integrale und denke jetzt ancb. die Stellen x 

dnrcli eine Linie 2 Terbunclen, welche weder a-i^ hf Ci noch I liberkreuzt 
Man leite nunmebr das Integral 

(4) 

liber den Rand der durch ai, hiy Ct zerschnittenen Flache und lese aiis 
(2) durcb gewolinte Uberlegung leicht ab^ dass man solcliergestalt den 
Wert Null fur (4) erbalt. Nun lasst sicb aber die durcblaufene Baku 
auf zwei Linien zusammenziehen , deren eine die vorhin scbon ge- 
brauckte Linie L ist, wakrend die andere Linie^ A, in entsprechender 
Weise den Scknitt 2 eng umsckliesst. Fassen wir zusammen^ so er- 
giebt sick aus der biskerigen Uberlegung die Identitat: 

(5) J' TT|^ dTfxy “f" J* ^^ridT\xy = 0. 

L J 

Das zweite unter den Integralen der Gleickung (5) ist jetzt einer 
einfacken Umgestaltung zu unterzieken. Offenbar ist namlick: 

J (TTi,; • TT*J,) = 0; 

A 

aber andrerseits ist identisck: 

dY\xy "4“ ^xy dTT|iy ^ 

und also folgt: 

d^xy ^ "^xy dYl^rj' 

A A 

Gestalten wir daraufhin die Gleickung (5) in die folgende um: 

( 6 ) / = J 

L A 

SO folgt nun Gleickung (3) ganz einfack dadurck, dass wir in (6) 
die Integration reckter und linker Hand in gewoknter Weise aus- 
fiikren. 

Bei dieser Sacklage wird es die naturgemasse Auffassung sein, 
wenn wir das Integral TTf^ nickt als Function von x allein, sondern 
vielmekr als Function der heiden tmdbhdngig verdnderliehen Stellen x 
und ^ der Flache anseken oder, wenn man so will, sogar als Function 
der vier Stellen Xy ^2- Dieser Auffassung werden wir insbesondere 
dann gereckt werden mussen, wenn wir aus TTf^ ein allgemeines Integral 
kerstellen wollen. Hier werden wir an Stelle der vorlaufigen 
Gleickung (5) § 1 die genauere: 

(’) Qn = 2 cai" jr 

i, k 
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setzen mtissen, wo jetzt recliter Hand eine hilbieare ComUmUon der 
beiden Grbssenreihen liiuzugesetzt ist. Das solcliergestalt anfge- 

bailie allgem eine Integral (7) schliesst also nocb jr wiiikCirliclie Oon- 
stante Cn ein. Soil insbesondere das in (7) a'ebiMeie Integral Ver- 
tanscbbarkeit von Parameter und Argument gestatten, wie ITfrj so 
ist dazu die Bedingiing = Cki, wie man leicM siebt, Mnreieiiend 
und notwendig. 

§ o. Das AbePsclie Theorem, insbesondere fiir die Integral© erster 

und dritter G-attung. 

Der weiter folgenden Entwicklungen lialber niiisseii wir aiicli auf 
das AbeFscbe Theorem fiir unsere Integrale zu sprechen konimen**''!. 

Es seien x^^ ... Xm und ... zwei im Sinne von I 

p, 562 mit einander aquivalente Systeme zu je m Punkten unserer 
Flache Fn, imd es liege in w eine m-wertige aigebraische Function 
des Gebildes vor, welche in den m Punkten y ubereinstimmend den 
Wert Wq annehme^ wahrend sie in den ni Punkten x den Wert ti\ be- 
sitzt. Durch tv wird die Fn auf eine Flache Fm abgebildet, in welcher 
die m Stellen y gerade iiber einander zu liegen kommen und desgleichen 
auch die m Stellen x. Wir wollen jetzt eine bestimmte Zuordnung 
zwischen den m Stellen y und den Stellen x verabreden, und zwar in der 
folgenden Weise: Von aus mogen wir zu einer Sielle x — eben der- 
jenigen, welche wir nun % nennen — in der liber der Ebene w ge- 
legenen Flache F^ eine Bahn ziehen, welche alle diejenigen Werte tv 
meiden soli, bei denen Verzweigungen der Flache F^. eintreten. Ziehen 
wir dann von irgend einem anderen Punkte y^ aus im Blatte der 
Fm wieder genau dieselbe Bahn, so wird diese durch keinen Yerzwei- 
gungspunkt der Fm hindurchlaufen und wird demgemass in einem 
eindeutig bestimmten Punkte x endigen, den wir nun nennen. Indem 
wir zur urspriinglichen Flache Fn liber der 0 - Ebene zuriickkehren, 
werden wir die gezeichneten m Bahnen von nach x^y von y^ nach 
x^ u. s. w. mit iibertragen denken; eben hierdurch ist dann die ein- 
deutige Zuordnung unserer beiden Punktreihen y und x festgelegt, die 
wir verabreden wollten. Dass die beschriebene Zuordnung iibrigens 
in mehrfacher Weise getroffen werden kann, ist leicht evidentj in- 


Man vergl. die Abel’sche Originalarbeit y^Memoire sur une propriete ge- 
nerale d’une classe tres-etendue de fonctions transcendantes‘% pr^sente a racad^mie 
des sciences de Paris (1826), p. 146 der neuen Ausgabe von Abel’s Werken. Wegen 
des im Texte eingehaltenen Verfahrens sehe man Riemann’s schon genannte Ab- 
handlung iiber AbeFsche Punctionen Abteilnng I, Art. 14. 

Kloin-Fricko, Modiilfanctionen. II. HI 
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zwischen dtirfen wir dieselbe weiterliin beliebig particular ausgewahlt 
denken^ 

Sei jetzt J irgend ein Integral unseres Gebildes, so wollen wir 
die folgende Sunime you m Integralen: 

(1) J,jj^JclJ+...+fdJ 

!/i l/i ^h)i 


betracbteny wo die Integrationsbahnen die m soeben in der Fn fest- 
gelegten Linien sind. Das AheVsche Theorem behauptet dann^ dass sich 
(Me Integralsumme (1) in w les. in imd diirch eine rationale 
Function und den Logarithmus einer solclien ausdrilchen Idsst 

Um solcbes zu zeigen, zieben wir wieder die Flache F^ iiber 
der ^'Ebene beran und schreiben die Integralsumme (1) dement- 
spreebend um in: 


( 2 ) 


Xl. Wy 

m nt 

" — ^ y]c Wo 


Dabei ist unter der Wert der Ableitung Yon J nach iv im 


Blatte der F^ oder (besser gesagt) auf der Babn Yon yi nach Xj, ver- 
standen. Die in (2) recbter Hand unter dem Integralzeichen stehende 
Summe ist nun offenbar mit einer rationalen Function r(}v) identiscb^ 
so dass wir you (2) aus: 


( 3 ) 


m “'■i 

/c=l yj: Wo 


erbalten. Durcb unbestimmte Integration folgt in bekannter Weise: 

J r(%v)dw = const. + + log , 

wo Ml und iJg gewisse rationale Functionen Yon w Yorstellen; 
aus (3) ergiebt sicb demgemass: 

XT, 

771 ^ 

(4) 2 J 'dJ= BM) - + log , 

A-=l 

und biermit ist in der That die Bebauptung des Abebscben Theorems 
bewiesen. 

Wir specificieren jetzt die Formel (4) erstlich fiir die uberall end- 
lichen Integrate der Flache F^. In diesem Palle wird die linke Seite 
YOU (4) bei einmal gegebenen fiir heine Auswahl des aquiYalenten 
Pimktsystems Xk uneudlicb werden konnen, und es wird also aucb die 
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reclite Seite von (4) fiir Iceinen Wert von lineiiciiidi werdeii dilrfen. 
Eben dieseiiialb sincl die Ttju'), liJiVj loit Constanten ideniiseli, so 
dass die Integralsumme (4) einen Wert hat, der vnabhauio’ von der 
Auswalil des zu den y aqnivalenten Punktsvstems der :c ist. Aber 
dieser Wert der Integralsumme (4) muss direct mit Null identiscli 
sein; denii er verscbwindetj wenn wir samtlicbe cc:: mit iiren zageord- 
neten Puiikten ?/;, bez. ideiitiscb nebmeii mid die Yerbiiidungsbabneu 
verscbwinden lassen. Als AusdnicJc des AheTschen Theorems fiir irgend 
ein Integral erster Gattimg j unseres Gebildes luiben ivlr soniit: 

la 

(5) 

/: = 1 

Bei den Integraien dritter Gattung, zu weicben wir jetzt iiber- 
geben, betracbten vrir nur den (spaterbin allein zu gebraucbenden) 
Specialfall, dass tv mit unserer anfanglieb ausgev^ablten w-wertigen 
Function ^ selbst identiscb ist. Dann also ist m = n und die n 
Stellen liegen ebenso wie die n Stellen in der Fn iiber einancler. 
Ist ein irgend wie particular gewaliltes Integral dritter Gattung mit 
den test gegebenen Parametern 7], so wird die nacb Vorscbrift von 
(4) gebildete Integralsumme 

( 6 ) 2 

4’=1 


auf Fn jedenfalls nur logaritlimische Unstetigkeitspunkte aufweisen 
konneu. Unendlicliwerden kann iiberdies nur eintreten, falls eine der 
Stellen Xu, yk nack I oder ri riiekt. Aber aus dem in § 1 angegebenen 
Yerbalten Yon Q in der Umgebung der Punkte | und rt auf Fn ist 
dann leicht ersicbtlicb, dass der Ausdnich der Integralsumme (6) der 
naehfolgende sein muss: 


( 3 ) 


n 



(a; — 5)) (- 1 / — I) ’ 


und hiermit haben wir unter Voraussetzung unserer speciellen Grenzen 
das AM’selie Theorem fur den Specialfall der Integrale dritter Gattung 
Yor uns. Dass in der That auf der rechten Seite Yon (7) nicht noch 
eine additiYe Oonstante hinzutritt, sieht man durch Substitution der 
Specialwerte yk — Xk, wobei wir natiirlich wieder die Integrations- 
babnen auf Null zusammenzieben; dann namlieb bietet Formel (7) 
links und recbts iiber einstimmend den Wert Null dar. 

Pur die Integrale zweiter Gattung konnen wir zufolge der Scbluss- 

bemerkuug in § 1 aus (7) durcb Differentiation nacb | eine ent- 

31 * 
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spreclieude Gleickung ableiten; docli gehen wir an der vorliegenden 
Stelle darauf nicht mehr besonders ein. 

§ 4. G-mndlagen der fonaentlieoretiselieii Betraclitiiiigsweise« 

Historisches. 

Nacli den Entwickliingen der vorangegangenen Paragraplien gehen 
wir nunmekr zii unserer eigentlichen neuen Anfgabe ilber^ nam- 
licli zur formentlieoretiscken Darstellungsweise unseres algebraiscben 
Gebildes. Es bieten sicli liier verscbiedene Ansatze, und wir knilpfen 
etwa zuYorderst an die Riemann^schen Elaclien welclie der Modul- 
tbeorie entspringen. Fiir diese Flacben liaben wir ja in den Modiil- 
formen und in den sie betreffenden Reclinungsregeln seit lange einen 
durcbgebildeten formentbeoretischen Apparat im Gebrauch gebabt. 
Dabei waren und die unabbangigen Variabelen; aber es war 
zumal in den letztvoraufgebenden Kapiteln durcbaus die berrscbende 
Anscbauung; dass wir die Modulformen als auf den geschlossenen Fldchen 
existierende Grbssen ansaben. Immerbin bemerke man^ dass die iP), docb 
nur particulare Riemann'scbe Flacben sind, wabrend wir bier eine fur 
alle algebraiscben Gebilde gleicbmassig giiltige Formentbeorie an- 
streben miissen. 

Um in diesem Sinne allgemeinere Ansatze zu erbalten, geben wir 
auf die in I p. 559 £f. entwickelten Grundsatze zuriick. Wir bezogen 
dort die Riemann^sche Flacbe eindeutig auf eine Curve Cm Ord- 
nung im Raum Bv von v Dimensionen {v ^ 1) und fiibrten zu diesem 
Zwecke a. a. 0. aucb bereits das Hulfsmittel der Jiomogenen Coordinaten 
ein. Dieser letztere Scbritt — die Einfiibrung der bo- 
mogenen Coordinaten — soli uns jetzt ganz allgemein die Grundlage 
der formentbeoretiscben Betracbtung liefern: Statt die Grbssen unseres 
algeiraischen Gebildes durch die darmstellen, vermbge 

deren wir anfmglich die Cm einfuJirten, betracMen wir sie jeUt als ho- 
mogene Functionen nullter Dimension in den . . ,,Xv. Aber dann 

ist es nur nocb ein Scbritt, wenn wir weiter aucb eigentliche Formen 
des Gebildes betracbten, d. i. homogene Functionen der Xq,x^, . , .jXv 
von nicht-verschwindender Dimension. 

Wie sicb die biermit begriindete Betracbtungsweise ausgestaltet, 
werden wir weiterbin wenigstens in einigen Fallen zu untersucben 
baben; zunacbst nur folgende vorlaufige Mitteilungen: 

Der Fall v = 2, d. i. derjenige einer ebenen Curve Cm bat bereits 
vor langerer Zeit die ausfubrlicbste Untersucbung gefunden und ist 
aucb neuerdings wiederbolt in Betracbt gezogen. Die Bebandlung der 
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Abefschen Fiinctionen, wie sie yon Clebscli und Gordan geliefert 
wnrde**^)^ ist gerad© anf diesGr Grmidlage aufgGbaiitj iiiid man tgi- 
gleiclie wegen der Fortentwicklung dieser Eiclitung nameatlicli ancli 
die Yorlesungen fiber Geometrie von Clebscli*-^”"'-;. Audi die in Bel I 
1. c. oft genannten Arbeiten von Brill und Kother legeii fast diireii- 
weg die ebenen Curven Gm der Betrachtung zu Grande, und iiur ganz 
voriibergebend wird geleg'entlich (wie schon bei Clebseh) von den 
des Eaumes von drei Dimensionen gebandelt. 

Fiir bobere Zablwerte des v ist bislang in dem Mer in Betraclit 
kommenden Sinne wobl niir diejenige Curve ausMirlicber beiiiitzt 
Worden, welcbe wir in I p. 569 als j^Normalcurve der 9 ^^ benannten. 
Wir baben in diesem Betracbt die Abhandliing von "Weber, Uber 
gewisse in der Tlieorie der AheVseJien Ftmetionen aiiftretende Atmiahme- 
sowie diejenige von Notber, Vber die invariante Barstellimg 
algebraiscJier Ftmetionen j) ^ zu nennen. Spaterbin wurden durcb Klein 
in der bereits wiederholt genannten Abbandlung ,jZiir Tlieorie der 
AbeTsclien Functionen^^ ’\j) die dort entwickelten allgenieinen formen- 
theoretiseben Ansatze aufs engste an die Normalcnrve der 9 ange- 
scblossen. 

Jetzt aber wolle man sicb erinnern, dass wir v = 2 gar niebt 
als den niedersten fiir nns in Betracbt kommenden Fall anzuseben 
baben (cf. I p. 558). Dieser ist vielmebr durcb v = 1 gegeben, und 
damit kommen wir auf die gewobnte Gestalt der Riemann^seben Tbeorie 
zuriick, wie sie auf die Betraebtung einer mebrblattrigen Placbe fiber 
der Ebene einer zugeborigen algebraiscben Function b gegrundet wird, 
Hier bindert uns dann niebts, statt ^ bomogenen Yaria- 

belen % und % zu gebraueben und auf sie die Darstellung der fibrigen 
Grossen des Gebildes zu grfinden, insbesondere aucb solcber bomogener 
Functionen der deren Dimension niebt Null ist. Wir werden 

dabei nur der allgemeinen Ansebauungsweise der bomogenen Coordi- 
naten Xq,.,, getreu bleiben, wenn wir fiir die - 2^2 vorschreiben, 
dass sie weder tmendlich werden nocli migleich versclminden sollen] an 
dieser Bestimmung aber soli in der That fur die Folge festgebalten werden. 

Die auf die 0 ^ gegrfindete Formentbeorie wolien wir nun in 
den nacbstfolgenden Paragrapben ausfiibrlicber bebandeln, und es soli 

In ihrem sebon genannten Werke „Theorie der AbeVsehen FuncUonen‘% 
Leipzig, 1866« 

Bearbeitet und berausgegeben von Lindemann, Bd. I, Leipzig 1876. 

Matbem. Ann. Bd. 13 (1878). 
t) Matbem. Ann. Bd. 17 (1880). 
f-j-) Matbem. Ann. Bd. 36 (1889). 
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dabei liber die AiiswaW cler algebraischen Function ^ keinerlei be- 
scbrankende Bestinimiing getroffen werclen. Die auf basierteii 

formentbeoretisclien Entwicblungen sind es in erster Linie gewesen, 
welcbe Hr. Klein a. a. 0. und in einer Reibe Yoraufgeliender Arbeiten 
(die namentlich die byperelliptischen Gebilde betreffen) durcbgebildet 
bat. Docb sind daselbst betreffs der Auswabl der algebraiscben 
Inunction -z gewisse Bescbrankiingen yorgescbriebeii; und die speciellen 
Rieinann’scben Flacben, welcbe solcbergestalt zii Stande kommen^ fan- 
den den Namen der ^^kanoniscben^^Riemann^scben Placben'*’). Inzwiseben 
hat es fur die folgende Darstellung keinen Zweck, an der bierin lie- 
genden Einscbrankung betreffend die Auswabl des z festzubalten'**^): 
wir werden yielmehr unter z = z^\z^ eine ganz beliebige algebraiscbe 
Function der Flacbe yersteben. Es ist dies der Standpunkt^ welcben 
Hr. Hensel in Bd. 109 des Journals fur Matbematik'^'*'^% sowie die 
Vorlesung yon Klein uber jjRiemann^scbe Placben^^ aiis dem Winter- 
semester 1891/92 vertritt. Die enge Beziebung dieses Standpimktes 
zu den Arbeiten yon Kronecker, bez. der Herren Dedekind und 
Weber wird sogleicb bervortreten. Bei dieser Besprecbung bleibt 
zunacbst uberall die zu z gehorende RiemanAscbe Flacbe Fn das eigent- 
licbe Fundament unserer Uberlegung. 

Wie sicb librigens die am Anfang des yorliegenden Paragrapbeu 
berllbrte Theorie der Modulformen der biermit besprocbenen allgemeinen 
auf ^2 gegrilndeten Formentbeorie anscbliesst, werden wir bei einer 
spateren Gelegenbeit (zu Beginn des ilbern'achsten Kapitels) nocb kurz 
zu betracbten baben. 

§ 5. Von den algebraiscben Formen, insbesonder© den ganzen 
algebraiscben Formen der Flacb© 

Ist ID irgend eine algebraiscbe Function unseres Gebildes^ so 
werden wir iD'Z% als eine znr Fldche Fn gehorende algehraische Form 
der Dimension v benennen, wobei v irgend eine positiye oder negatiye 
ganze Zabl sein soil. Falls nicbt gerade = 0 ist, existiert die 
Form iD-zl natiirlicb zunacbst nur auf unserer particular gew^lten 
Flacbe Fn^ sowie auf jeder Flacbe, die aus F^ durcb lineare Trans- 
formation der z beryorgebt (insofern wir diese durcb eine homogene 


*) Man sehe die weiter nnten (§ 7) gegebenen beziiglicben Bemerkungen. 
Fiir die Einscbrankung massgebend ist namlicb die Bezugnabme auf die 
Eormalcurve der gj, welcbe im Folgenden zuriicktritt. 

Theorie der algebraischen FuncUonen einer Veranderlichen und der alge- 
braischen Integrate (1891). 
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lineare Transformation der io ersetzt deiikeii koniieii): clagegen 
existieren iinsere Formeii no eh keineswegs auf einer Fiaeiie 14 ,^ welelie 
aiis Fn cliircli liohere Transformation entsteht. Man wolle Iiieraii fest- 
lialten^ uin die Tragweite iinserer formentlieoretischen BetraeMiingen 
von vornherein riclitig zu bemessen. 

Der Einfacliheit lialber denken wir die Anordnnng so getroiien, 
dass bei % = 0 d. i. bei ^ = oc kein Verzweignngspimkt der Flaelie 
Fn gelegen ist, was ja notigenfalls durch lineare Transformation des 
-e' leicht erreichbar ist. Dann ist nnmittelbar evident^ dass die j^Fornr 
^2 der Plache Fn auf derselben insgesamt n einfache NiiUpunkte hat, 
imd man folgert daraus ohne weiteres den allgemeinen Satz: Filr 
eine mr FUiclie gehorende algelraisclie Form Dimension ulerirlfft 
die G-esamfmM einfaclier NuIlpunJcte auf Fn um den Defrag nv die Ge- 
samtmlil einfaclier UnstetigJceitspimMe. 

Diejenigen unter unseren Formen, welche iiberhaupt nicht iinend- 
Hell werden, bezeichnen wir jetzt als game algeiraisclie Formen der 
Fldclie Fn^ Infolge des eben abgeleiteten Satzes ivird eine game alge- 
hraische Form Dimension insgesamt nv einfache Ntdlpimlde auf F^ 
besit^enj einen Betrag, den wir in tiblicher Weise als Wertigheit der 
fraglichen Form bezeichnen. Zu den ganzen algebraischen Formen 
der Fn gehoren insbesondere die ganzen rationalen homogenen Yer- 
bindungen der 0^0^^ wir wollen diese xAusdrucke liinfort durch %) 
bezeichnen. Aber hiermit sind die fraglichen Formen noch keineswegs 
erschopfi Erforderlich ist nur, dass eine derartige Form, mit 
multipliciert, eine gan^e algeiraisclie Function tv you 0 giebt, welche 
unserem Gebilde angehort, d. i. eine solche algebraische Function tv, 
deren Unstetigkeitspunkte ausschliesslich auf die n bei 0 === oc gelegenen 
Punkte der Fn eingeschrankt sind. Solcher gamer algebraischer Fane- 
tionen, die sich zumal nicht durch 0 rational darstellen lassen sollen, 
kbnnen wir aber auf Grund des Biemann-Itoch sclieii Satzes gleich be- 
liebig viele nachweisen. Diesem Umstande Rechnimg tragend, mogen wir 
die ganzen algebraischen Formen der Fn allgemein durch Gi0i,0^^ he- 
zeichnen; dahei soil die Dimension v in den 0^, ^2 gelegentlich als oberer 
Index am G vermerkt werden, wabrend wir untere Indices zur^Unter- 
scheidung Terschiedener Formen unserer Art bereit stellen: Go (01,02)7 
^2)? * • •• 9 (^-17 ^2) gehoren natiirlich alle den G (0^,02) an, 

aber sie stellen nicht die Gesamtheit der letzteren vor^). Filr die 
Dimension v = 0 hahen wir naturlich nur die eine Form 1 


Abgeaehen von dem sehr speciellen Falle, dass wir mit einer emblattrigen 
Flache zn than haben. 
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Oder etwas allgemeiner = const; negative Dimensionen kommeu 
fiir die gan0en Pormenj wie man bemerkt liaben wird^ nicht vor. 

Um die Bedeutung der ganzen Formen %) ricbtig zu tiber- 
blickeiij ‘wablen wir iinter den nnserem Gebilde angehorenden ganzen 
algebraiscbeii Funetionen von 0 eine einzelne^ Wj aus^ welcbe im Verein 
mit 0 einen einzelnen Punkt der Flacbe Fn zii fixieren gestattet Die 
Function w wird nur bei ^ = 00 unendlicb, und zwar moge der bochste 
hierselbst in einem einzelnen Blatte vorkommende Unstetigkeitspunkt 
die Ordnmig v aufweisen. Alsdann wird w>0l eine ganze algebraiscbe 
Form der Fn. Nun ist nacb Voraussetzung jede algebraiscbe Function 
des Gebildes als rationale Function B(Wj 0) von w und 0 darstellbar. 
Indem man aber 0) in Zabler und Nenner spaltet^ die in w und 
ganz sind, und indem man bernacb oben und unten mit einer geeig- 
neten Potenz von 0^ miiltipliciert, ist evident, dass jede algehraische 
Function des Gebildes tmd denmach auch jede algebraiscbe Form der 
Flaclie Fn als Quotient 0weier gan0er Formen G (0^,02) darstellbar ist, 
Mit den G{0i,0^ beberrsclien wir also das Gesamtgebiet der alge- 
braiscben Formen unserer Fn, 

Dass ilbrigens, wie bebauptet, unsere eigentlicb formentbeoretiscbeii 
Uberlegungen durcbaus der particularen Flacbe Fn anhaften, wird man 
zwiscbendurcb bereits bemerkt baben. So ist z. B. die Wertigkeit 
unserer ganzen Formen G{ 0 ^, 0 ^ stets ein Multiplum von und n 
bedeutet docb die Blatteranzabl der zu Grunde liegenden Riemann^scben 
Flacbe. Ist F^ eine andere Flacbe unseres Gebildes, errichtet uber 
der /-Ebene, so konnte man freilicb durch Abanderung der p. 485 
getroffenen Pestsetzungen tiber die Variabilitat der oder der 

/i, 4 der anderen Flacbe den Connex zwiscben den beiden Formen 
tbeorien der Placben Fn und F^ obne besondere Mube berstellen. 
Indessen liegen derlei Betracbtungen gar nicbt in der Absicht, 
welcbe man bei der Einfubrung der Formentbeorie liberhaupt be- 
zweckt; dieselben sollen demgemass aucb bier ganz ausser Betracbt 
bleiben. 

Bei der eingebenderen Dntersucbung der ganzen Formen G { 0 -^, 0 ^ 
wird vor allem die Frage aufzuwerfen sein, wieviel linear-unabliangige 
Formen G{0i^0^ bei der ein0elnen Dimension v auftreten, Dass bei 
V — Q nur die eine Form = const, auftritt, wurde vorbin bereits 
bemerkt Ftir ^>0 aber ergiebt der Riemann-Rocb^'sche Satz das 
nacbfolgende Resultat: Es giebt auf der Fldche Fn genau: 

(1) nv — p -f“ T -j- 1 

linear-unabhdngige gan0e algebraiscbe Formen G^^\0^,0^ der Dimen- 
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sion; dabei bedeiitet t die Gesamtzabl l:rioaixr-i‘ib!:a::dFer j,Foriiieii''‘’'f 
welche in den n bei s.j = 0 tiber einander liegenden Punkten der 1%, 
je im Grade v verscbwinden. In der That ist Ja der Quotient von 
^ 2 ) algebraiscbe Function der Flacbey weklie in 

den n Piinkteii = 0 der Flache je in Ordnungen < v iineadlicli 
wird, sonst aber endlich bleibt. Die Mannigfaltigkeit dieser Func- 
tionen ist aber zufolge des Eiemann-Rock'scben Satzes gerade durch 
die Anzabl (1) gegeben. 

Fiir die Darstellung aller ganzen algebraiseben Formen 
imserer Flache durch einige iinter ihnen liefert nun die Ai* **) beit you 
De dekind und Weber, Tlieorie der algebra isclmi Functionen einer 
Verdnderliclien^''-'), sehr wichtige Principien; und andrerseits beriihreii 
wir iins hier mit Entwicklungen, die in den hierher gehorigen Arbeiten 
von Kronecker, IJber die Fiscriminante algehraisclier Functionen einer 
Variabeln, und: Gnmd^uge einer aritlimetisclien Tlieorie der cdgdjraliaien 
Grossen'^^''^) eine durchgreifende Rolle spielen. Die in Rede stehenden 
Gegenstande kommen freilich bei unseren ferneren TJntersiichungen 
explicite nicht weiter vor; immerhin aber werden wir bald analoge 
Uberlegungen gebrauchen, und es erscheint daher zweckniassig, ini 
nachstfolgenden Paragraphen mit einigen Worten auf dieselben einzu- 
gehen. Wir schliessen uns dabei an die Terminologie der Herren 
Dedekind und Weber an. 

§ 6. Darstellung aller ganzen Pormen %) durch einige unter 

ihnen. Satz von der Minimalbasis. 

Weiterhin verstehen wir unter den n cootjugierten Werten einer 
algebraischen Function oder Form der Flache diejenigen n Werte der- 
selben, welche in n iiber einander liegenden Punkten der Fn statt- 
finden. Sei alsdann w eine gan^e algebraische Function der Flache, 
welche definiert ist durch: 

( 1 ) 

und welche im Verein mit ^ den einzelnen Punkt der Flache zii be- 
stimmen gestattet ; die Gleichung (1), welche in w vom Grade ist, 
wird alsdann irreducihel sein. Die n conjugierten Werte von w seien 
• • *7 ihnen bilde man die Determinants: 


*) Es sei gestattet, Mer die Bezeichnung der Formen 9 , Velche wir erst im 
ubernSiChsten Paragraphen einfiihren, vorwegzunehmen. 

**) Crelle’s Journ. Bd. 92 (datiert 1880). 

^‘•‘^^'■)^Crelle’s Journ. Bd. 91 (1881) und Bd. 92 (1881). 
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1, w,, 


deren Quadrat die Discriminante A der Gleichung (1) ist Da diese 
Gleicliung irreducibel ist^ so haben wir in A eine nicht identiscli ver- 
sdiwindeiide rationale gauze Function von 0 , 

Sei jetzt w' irgend eine andere algebraiscbe Function der Flacbe, 
deren conjugierte Werte wir wieder nennen. Es gelten 

dami die n Gleicbungen: 

Wi + '^^’■2 -j- * * • + = '^*o (>^)5 

, H h , 

■ 

. + • • • + Wn'^-'^iVn = rjs), 

Man bemerke zum Beweise dieser Gleicbungen, dass linker Hand stets 
eine symmetriscbe Verbindung von n conjugierten Werten gebildet 
ist; eine solche ist aber in 0 immer rational. Durcli Auflosung des 
Gleicbungssystems ( 3 ) nach tvi , . . . ergiebt sicb nun leiclit: Jede edge- 
Iradsche Function id der Fldclie Idsst sich in der Gestalt: 

(4) 10 ' = r^{s) 4- >•, ( 2 ) • io 4 [- r„_i {s) ■ 

darstellen, ivo die r{0') rationale Functionen von 0 sind^"). Dabei ist 
diese Darstellung von tv' zufolge der Irreducibilitat von (1) nur in 
einer ein 0 igen Weise zu leisten. 

Unter v versteben wir jetzt die kleinste positive Zabl^ fiir welcbe 
w-0^^' eine gan 0 e Form der Fn wird; diese Form w*0^^' beisse %). 
Indem man bierauf in ( 2 ) reebts und links eine geeignete Potenz von 
als Factor binzusetzt, entspringt leicht der Satz: Jede algehraische 
Form %ind also mslesondere jede gan0e algehraische Form der Fn Idsst 
sich auf eine ein 0 ige Weise in der Gestalt: 

( 5 ) '^‘0(^17 -^'2) + j -^’2) ’ ^ rn—i{ 0 ^^ 0.^ • 

darstellen, wo die r rationale homogene Verbindungen der 5^, 0.^ sind. Wir 
benennen in diesem Sinne die n Formen 1, G, G^™^ als eine 

Basis fur die algebraiscben Formen der Fn und bezeiebnen diese 
Basis symboliscb durcb [1, G, G^ . . G^“^]. 

Den biermit gewonnenen Begriff der Basis fassen wir gleicb nocb 
etwas allgemeiner. In der That wablen wir unter den gan 0 en Formen 
( 5 ) beliebige n aus, jedocb so^ dass die ^^-gliedrige Determinante der 

*) Jedoch sind mit den t { z ) in (4) keineswegs dieselben Functionen gemeiot 
wie im Grleichungssystem (3). 
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dabei zur Geltung bommenden For men nicbt mil Xnll 

identiscli ist. Unter dieser Bedingiing lassen sich offerAar in den aus- 
geivdhlfen Formen (T,e alle iibrigen For men der tckder 

in der charaJderisiisclien Gestalt: 

( 6 ) '^2) • + ''bC-l? -^2) * + • * • + 

darstellen; wir liaben also aiicb in [G^, 6^2? • • *; Basis filr die 

Formen der Fn. 

Sind die n conjiigierten Werte der G^ flir den Augenblict mit 
Htilfe doppelter Indices durcli Gk^ij Gi,2; . • Gj:^,z bezeicbnetj so biide 
man die Determinante; 


(?11 , Gjl , . 

. .7 Gnl 

Gi 2 7 G22 ; • 

• • 7 G 

Ginj G2n, • 

• • 7 Gji n 


imd benenne deren Quadrat als JDiscrminante A (G^, , , , , Gj,) der 
Basis [(?!, . . Gn]] dieselbe ist, wie man aus der bisberigen Entwick- 
lung leicht entnimmt^ eine nicJit identiscli verscJitvindende rationale ganze 
homogene Veriindimg der 

( 8) A (fri 7 G^ j * * ’ 7 d (^1? *^2) ? 

die eine Dimension > 0 anfiveist. 

Bebalten wir die Bezeicbniing g{z^, Z2) fur die gamen rationalen 
homogenen Verbindungen der ^1,^2 wird, sofern wir gleich 

die eben eingeftibrte Basis [G^,.,., Gn] weiter benutzen wollen, jeden- 
falls jeder Ausdruck: 

( 9 ) 1/1 f?! + ^/2 ^2 H“ ' ■ * + Gn j 

wenn derselbe nur Homogeneitat in ^2 ganze algebraiscbe 

Form der Fn vorstellen. Dieser Satz ist jedocb keineswegs umkelirbar; 
in der That ilberzeugt man sich leicht, dass es Basen [(?i, G^, • • - 7 
giebt, in denen die ganzen Formen der Fn zum Teil nur erst mit nicht 
ganzen Cofficienten r in der Gestalt (6) darstellbar sind. Die hier- 
mit angeregte Frage nach der Darstellung der ga^tzen Formen wird 
nun von dem folgenden im Centrum dieser ganzen Theorie stehenden 
Satze beantwortet: Es gieU jedenfalls lesondere Basen, in denen sich 
alle ganzen Formen G der Fn in der Gestalt ( 9 ) darstellen lassefn, Eine 
Basis dieser Art benennt Hr. Klein in seiner vorhin genannten Vor- 
lesung als eine Minimalbasis, eine Bezeichnung, 'die wir durch Bezug- 
nahme auf die zur Minimalbasis gehorende Discriminante rechfertigen 

werden. 
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Aiif den Ton Dedekind und Weber gefiibrten Beweis der Exis- 
tenz einer Minim alb asis gehen wir bier um so lieber in Eiirze ein, 
weil uns weiter iinten, wie wir scbon andeuteten, die gleiclien Gesiclits- 
punkte iinter etwas yeranderten Verlialtnissen nocli ofter begegnen. 
Eebmen wir an^ es seien nocb nicbt alle O in der Gestalt (9) dar- 
stellbai'j so giebt es wenigstens eine ganze Form der Gestalt: 

4“ 6^2 Gg d — • + Gra 

wobei nicbt alle gk zngleich den Factor ■— ^2%) aiifweisen. Zur 
Erleicbterung der Uberlegung denken wir die G2; * • • nacb anstei- 
gender Dimensionenzabl angeordnet und nebmen ubrigens <^2 ^ 0 an ; 
sollte aber = 0 sein, so wird jedenfalls % ^ 0 sein, worauf man 
nacb einfacber Permutation der Indices von ^’1, die nun zu skizzie- 
rende Uberlegung durcbfubren wird. 

1st die Dimension von durcb vjc bezeiclinet, so konnen wir 
vermoge elementarer Division g^ in die Gestalt setzen: 


(1 1) gjc = (^1^2 — ^2«i) * 9h + ; 

dabei ist g'j^ eine Form ^(^1,^2) Dimension (1//, — 1), und es ver- 
scbwinden die n Constanten C/,. zufolge der iiber (10) gemacbten Vor- 
aussetzung offenbar nicbt alle. Tragen wir jetzt den in (11) gelieferten 
Ausdruck von gj^ in (10) ein, so ist mit (10) offenbar aucb 

Cj ^2 ^ 4" ^2 ^2 ~^2 4“ * ■ * 4” ^^^2 ^ Gw 

z^ — ^2 cii 

eine gan 0 e Form der die ^2, . . . aber sind positive ganze Zablen, 
welcbe die Bedingung 2/^ ^ 1/2 ^ ^3 • * • befriedigen. Indem man die 
constanten Coefficienten c in der Eeibenfolge durcblauft, 

sei Cj, der erste, der einen von Null verscbiedenen Wert aufweist; als- 
dann ist aucb nocb: 


(13) 


Oh == 




■0c a. 


+ 




eine game Form der 

Indem wir jetzt vom Formensystem zum System 

On fortgeben, welches gegen das erste nur insofern geandert 
sein soli, dass G^. durcb 01 ersetzt ist, so werden wir zufolge (13) 
aucb in [Gi, G2, . . ., G'n] eine Basis besitzen. Fiir die beiderseitigen 
Discriminanten baben wir aber nacb (7) und (13) offenbar die Relation 

(14) G^, • • •, Gn) = — g^a^y. A(G'i, • • •, G'„). 


Die Discriminante A ist, wie uberhaupt jede Discriminante 
einer Basis ganzer Pormen, selbst wieder eine Porm g(gi, g^), und also 
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war notwendig quadratischer Factor der DiscrimiHaiite 

A{Gi^ . ^ . y Gn). Da nun diese letztere Discriminante ziifblge iiirer 
Gestalt (8) jedenfalls nur eine begrenzte AnzaH qnadratisciier Facto ren 
aufweisen kann, so wird man den gekennzeiclineten E-eductionsprocess 
auck nur eine endliclie Anzalil von Malen ausuben konnen. Am Sclilusse 
miissen wir offenbar eine Basis erlialten, bei welcber keine einzige 
ganze Form mehr die Gestalt (10) aufweisen kann; diese Basis aber 
ist dann gerade eine Mininialbasis , d. b. eine Basis von kleinster 
Discriminante. 

§ 7. Formentlieoretiselie DarsteUimgen der Integrate der Flaclie 

Um fiir die Integrale der den vollen Anschluss an die soeben 
entwickelten formentheoretischen Principien zu gewiniieUy bilden wir 
uns zunachst auf der Flache einen bomogenen Differentialausdruck^ 
den wir genau nach Art des in der Theorie der Modulformen oft ge- 
brauchten Differentials — a^dco^ construieren. 

Wir schreiben namlich: 

(1) d^ = — 0.2 

Um mit diesem bequem rechnen zu konnen, verabreden wir folgende 
auf beliebige Diiferentiale der Flache F^ bezugliche Sprechweise: 

Es werde die Dmgebung eines Punktes 0^ der Fn vermoge der 
Function w der Flache conform auf die einfach bedeckte Umgebung 
des Punktes der w-Mene abgebildet. In diesem Falle sagen wir, 
das Differential dw sei im FimMe 0 q der Fn endlich tind von Null ver- 
scliieden. Ist aber dw' irgend ein anderes zur Fn gehorendes Diffe- 
rential, so sagen wir, es verscJiwinde dw ini PunMe 0q der Fn ^-fachj 
falls in erster Annaherung die Qleichung iesteht: 

(2) ^ = const, (tv — 

wo die Constante endlich and von Null verschieden ist. Aus der 
Angabe des Verhaltens zweier Differential auf der Flache ist dann 
unmittelbar das Verschwinden und Unend lichwerden der durch ihren 
Quotienten dargestellten Function oder Form abzulesen. 

Stellen wir nun gleich in Cbereinstimmung mit dieser Verab- 
redung das Verbalten des bomogenen Differentialausdrucks dt auf der 

*) In der Kronecker’scben Terminologie druokt sick das Sachverhaltnis 
so ans, dass die Discriminante einer Minimalbasis nur nook wesmUicU Factoren 
aufweist; dieselken liefern namlick, einzeln gleick Null gesetzt, diejemgen Stellen 
der 2-Ekene, iiker welcken Verzweigungen der Flacke F« gelegen sind, jede dieser 
Stellen mit der durck die Verzweigungsart kedingten Multipbcitat. 
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Fn fest! Bei £ = oo hat man iv etwa = zu setzen und findet 

r/g = z^^dw, liier also hleibt dl endlich und von Null verscliieden. 
In einem hei z — gelegenen Verzweigungspunkte, in welch em % 

y 

Blatter zusammenhangenj wird man w — mit y z — z^ identifi- 
cieren konnen und findet: 

Indem wir zwischendurch gleich aucii uocli die gewolinlichen Punkte 
der Fiache ohne Muhe erledigen, ergiebt sicli das Resultat: Das lio- 
mogene Differential zweiter Dimension ist auf der Fldche ilberall 
endlich, dasselhe verscliwindet allein in den VerzweigimgspunMen, tmd 
zwar im einzehien von der Ordmmg (% — 1), wenn in demselben % Blatter 
zusammenlidngen, 

Im Anschluss hieran lasst sich, wie wir beilaufig erwahnen wollen, 
der Begriff der in § 4 erwahnten hanoniscJien Fldchen Fn leicht an- 
geben. Man frage nach der Existenz einer ganzen algebraisclien Form 
7(^1, ^2)7 welche auf der Flaclie genau in derselben Weise verscliwindet 
wie Es giebt natiirlicli hochstens eine Form dieser Art 

(von einer multiplicativen Constanten abgesehen); existiert sie aber 
wirklich, so nennen wir die Flaclie Fn eine kanonische. Der Charakter 
einer kanonischen Flache kann hiernach dahin angegeben warden, dass 

auf derselben ein homogener Differ entialaxhsdruek — existiert, der allent- 

y 

Jialben endlich und von Null verschieden ist. Die Gesamtordnung des 
Verscliwindens von y{Zi,zf) auf Fn ist: 

(3) ^ — 2 2 n, 

wo man den Mer rechter Hand gegebenen Ausdruck der linksstebenden 
Summe aus Formel (2) in I p. 494 verificieren wolle. Naeb dem Satze 
von der Wertigkeit der Formen auf Fn wird also die Dimension v von 
y in den Zi die folgende sein: 

^ = 2 + ?^. 

‘ n 

Die Blatteranzabl n einer kanonischen Flache Fn ist hiernach ein 
Teiler von 2 p — 2. — Inzwischen verweisen wir wegen der weiteren 
Theorie dieser interessanten Flachen auf die genannte Abhandlung von 
Klein in Bd. 36 der Math. Annalen*). 

Zur allgemeinen Flache F„ zuruckkehrend, stellen wir jetzt leicht 
fest, dass das Differential dj eines Integrals erster Gattung j auf 

*) Vergl. ebenda (pag. 23) die allgemeine Begriffsbestimmung der Icano- 
nisclien Curven eines beliebig ausgedelinten Ranmes. 
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der Fiaclie iiberall 
an I p. 543: 

(4) 


eiidlicli ist. Benennt 




= 9 > (^1,^-2) 


man also ini Anschluss 


als eine ,,Form 9'^ oder auch als eine Form erster Gaftiing der , so 
wird eine derartige Form auf der Fn jedenfalls nur in den Yerzwei- 
gungspunkten unendlicli werden, und zwar im einzelnen^ allgemein 
zu reden^ yob der Ordnung (% — 1). Zufolge (3) ist deinnaeli die 
Gesamtordnung des Gnendlichwerdens einer Form 9 auf der Fiaelie 
2p — 2 4- 2n. Mit Rucksicht auf die Dimension ( — 2) von q) er- 
geben sicb daraufhin aus dem Wertigkeitssatze (2ji — 2) Nullpuiikte 
fill auf der Fn] dies ist mit dem beziiglicben Resultate von I p. 545 
in Ubereinstimmung. 

Natiirlicli kann man die Formen erster Gattung aucli auf indepen- 
dentem Wege definieren. Jede algebraische Form ( — Dimension 
der Fn, welcJie nur in den VermveigungspunJden unsteUg icird, und mar 
im eimelnen in einer Ordnung < ist eine Form erster Gattung. Soldier 
Formen giebt es dann auf Fn notwendig gerade ^ linear-unabbangige, 
und in ihnen stellen sicli die Integrale erster Gattung vermoge der 
Gestalt dar: 

( 0 ) j =fg>(Si,So)-dt 


Bei den Integralen dritter Gattung mlissen wir an der oben 
begriindeten Auffassung festbalten, dass wir das einzelne Integral als 
Function der leiden unabhangig veranderliclien Stellen | ansehen. 
Indem wir also das Differential d^j gebildet fiir einen besonderen 
Wert ^ der unabbangigen Yariabelen, durcb d^^ bezeicbnen, baben 
wir zumal fiir unsere Integrale dritter Gattung die beiden „partiellen^^ 
Differentiale dtx, zu unterscbeiden. Um von zu einem Aus- 
druck zu gelangen, der sowobl von der Stelle x wie | der Flacbe al- 
gebraiscb abhangt, miissen wir meimal differenzieren tmd liahen in 

dWn 

eine von den beiden Stellen x und % der Fldclie dbhdngende algebraische 
Form ( — 2)^®"^ Dimension. 

Untersucben wir jetzt gleicb den Cbarakter dieser Form (6) naberl 
Bei stebendem Werte der einen Variabeln wird die Form (6), in 
Abbangigkeit von der anderen Stelle gedeutet, (% — l)-facb 00 in 
jedem Yerzweigungspunkte. Ausserdem aber kann Unendlicbwerden 
nur bei Coincidenz der beiden Stellen x und | eintreten^ und zwar ver- 
balt sicb dann die Form (6) zufolge § 1 wie: 
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^ ^ L . . . 

wo dio aiisgolassoBGii GliGder bGi CoincidGiiz von cv und § ©ndlicli 
bleibGii. Es wird biermit evident^ dass wir in 


(<) 


(Xi^ 


b2 




'^11- 


8SjSt 


¥(*, I) 


eine vou zwei Stelien der Flaclie algebraisch abhangende Function von 
folgenden Eigenscbaften babeni s^-c wxTdi ctls Function Jo^ct l)6ictcn 
Stelien ini einselnen VermeigtwigspimJct (x — l)-faeh imendlich, mid sie 
verscliwindet Toei Coincideiw der ,jA.rgumente“ x und | in alien n Bldttern 
der Fn je meifach, mit Ausnahme eines einselnen Blattes, wo sie endlich 
hleibt. Da sonstige Unstetigkeitspunkte nicht auftreten, so bleibeu 
nach dem Wertigkeitssatze nocb 2p Nullpunkte von V unbekannt. 
Hierbei wolle man bemerken, dass zufolge (7) § 2 die Function V 
noch unbestimmte Oonstante enthalt. Jener Formel entspricbt es 
in der That genau, wenn vzir die allgemeinste Function aus 

irgend einer particularen ^(a;, |) in der Gestalt zusammensetzen : 


(8) ¥'(a:,|) = ¥(a;,|) + (aJilg — h) ' 

i, k 


was ja aus (7) § 2 vermoge unserer jetzigen Formel (7) unmittelbar 
bervorgebt. 

Jede der biermit erbaltenen Functionen zweier Punkte 

0 der Fn soli jetzt als eine mr Fn geJmende FtmcUon dritter Gattung 
benannt werden. Es ist leiebt ersicbtlicbj dass dieselbe durch die an- 
gegelmen Eigenschaften voTlig charahterisiert ist In der That weist man 
iimgekebrt leiebt nacb^ dass: 


(9) 


<31? 


- f 

~J J («i 22'— S2«l') 




n y 

ein Integral dritter Gattung der Fn ist. Diese Formel nun liefert iins 
also das formentheoretiscJie Bildungsgesetz fur die Integrate dritter Gat- 
tung der Fldche Fn. 

Die Integrale zweiter Gattung ordnen sicb, wie sebon im § 1 am 
Scblusse bemerkt wurde^ in den jetzigen Gedankengang einfach da- 
durcb ein, dass wir die allein nacb der Stelle | differenzierjen. 
In der That ist: 


( 10 ) 


Zi^ 




ein Integral der Fn mit nur einem bei ^ gelegenen algebraiscben Dn- 
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stetigkeitspiinkt erster Orclnuiig. Solleii wir zra* bessereii Uiiteracliei- 
duBg statt diircli | den ,.Parameter“ des Integrals zweiter Gattimg 
diircti t bezeiclineiij so tvird sicli mis (9) cils formerdlieorelisdies Biiihmgs- 
geset0 des Integrals siveiter Gattung Zt das folgende ergeben: 

X 

Dieses Integral ist in 0.2 nidlter Dimension, dagegen weist es 
in t^y ^2 die Dimension ( — 2} atif; es ist also niclit eine Fiinetioii, 
sondern eine Form der Unstetigkeitsstelle t 

Ist (1) insbesondere das Normaiintegral zweiter Gattung mit deni 
Parameter so ergiebt sich aus (2) § 2 als Periodensclieoia clesselljen 

0, 0, . . . , 0 I 2 m<p,(t.^, Q, . . Q, 

wobei die (p die ,ynormaIen“ Formen erster Gattung sind. Hier also 
baben wir nun in bomogener Gestalt die Resultate von I p. 532 
wiedergewoniien. 


§ 8. Notizen iiber die anf eine ebene Curve zn griindende 
Formentheorie. 

Unter den allgemeinen Ansatzen des § 4 folgte auf den eben be- 
bandelten Fall der F^ derjenige, welcber eine elene Curve zur Grund- 
lage fiir die Einfiibrung der Formentheorie machte. Es ist interessant 
zu vergleicheUj in wie weit sicb bei der Durcbfiibrung des Hermit 
gemeinten Ansatzes die soeben auf der Fn entwickelten formentbeore- 
tiscben Gesiebtspunkte wieder vorfinden. Dabei betracbten wir aber 
nur den allereinfacbsten Fall, doss nclmlicli die ehene Curve Cn singiddre 
FunMe uberJiaupt nicM aufweist. Einzig dieser Pali wird namlieb bei 
unseren spateren Untersucbungen (im secbsten Kapitel) zur Geltung 
kommen; im iibrigen verweisen vrir auf die in § 4 genannten Arbeiten 
liber den fraglicben Gegenstand. Wir betonen bier von vornbereiu, 
dass der Cbarakter unserer nacbfolgenden Uberlegungen ein etwas all- 
gemeinerer ist, als er den bier in Betracbt kommenden Bntwicklnngen 
der Geometer innewobnt. Dies kommt sogleieh bei der Definition der 
gan0en Formen zur Geltung; und es ist, wie man leicbt sehen wird, 
die fraglicbe Abweicbung von der herkommlicben Darstellung der 
Geometer in dem engeren Anschluss an Riemann bedingt, den unsere 
IJberlegung nimmt. 

Es sei die zu Grunde liegende Curve Ordnung Cn da-rgestellt 
durcb die Gleicbung: 

( 1 ) = 

Kleiu-Fricke, Modulfiiiictionen. II, 


32 
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Jede algebraisclie Function des Gebildes ist alsdanii eine rationale 
liomogeiie Function nullter Dimension der nnd wir definieren dem- 
entspreeliend als die algehraisclien Formen unseres Geiildes die homo- 
genen rationalen Verbindimgen der Xi mn helieUger Bimension v. Ist 
eine solche Form anf der Curve Cn uberall endlicb^ so heisse sie 
eine game algebraisclie Form auf der Cn und werde speciell durcli 
bezeiclineC Hierher geboren insbesondere die bomogeneu 
gaiizen rationalen Verbindungen der x, die wir x. 2 y x^ nennen; 
aber es ist zunacbst eine offene Frage^ ob neben dicvsen g aucli iiocli 
weitere Formen G existieren mogen oder nicbt. 

Um den Sinn dieser Frage an einem Beispiel zu ermessen^ nebiiie 
man fiir den Augenblick an, die Curve babe einen Doppelpunkt. 
Auf einer Riemann'seben Flacbe Fm, auf welche wir die Cn abbilden 
mogen, wird jener Doppelpunkt zwei getrennt liegende Punkte 
liefern; und nun bemerke man, dass in den beiden unterschiedenen, iin 
Doppelpunkt coincidierenden, Stellen unseres Gebildes Cn jede Form 
g(x^j x^, x^) gleiche Werte aufweist Es lassen sich aber ohne Mtiiie 
Formen G{xi) nacbweisen, welche an den beiden fraglicben Stellen 
heine gleichen Werte aufweisen, und welche eben desbalb nicht als 
Formen g{Xi) darstellbar sind. 

Im Gegensatz zu diesen Verhaltnissen gilt nun fur unsere singu- 
laritdtenfreie ebene Curve Cn der Satz, dass ihre sdmtlichen gamen 
Formen G{x^ hereits von den g(Xi) geliefert vverden. Indessen werden 
wir diesen Satz erst nacb Erledigung einiger Zwiscbenbetracbtungen 
beweisen konnen, welche letztere iibrigens auch an sich wichtig sind. 

Wir werden vor allem das GescUecU p unseres Gebildes be< 
stimmen wollen und wahlen uns zu dem Ende in der Ebene der C«, 
einen Punkt mit den Coordinaten aus, der den beiden folgen- 

den Bedingungen zu geniigen hat: es soli der Punkt (c,-) nicht auf 
der Curve Cn Hegen, und iiberdies sollen unter den n{n — 1) Tan- 
genten von (a) an die Curve keine zwei coincidieren, eine Bedingung, 
der leicht Geniige gescbieht. Ist (a^) irgend ein zweiter Punkt so 
soli eine dreigliedrige Determinante wie: 

X^ , , C'^ 

, a^ , 

stets abgeklirzt durcb a^f c^) bezeicbnet werden. Man wird daranf- 
bin das Geradenbiischel mit dem Centrum (ci) durcb: 

(2) (■'^1 > O2, ^3) — ^ ■ ( Xi , C3) = 0 

davstellen konnen, wo die beiden Punkte («,), (ft,) der Coordinaten- 
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ebeue einzig der Bedingung zu genugei; kaben. mit > iiieht ar.f 
einer Geraden zu liegen. Umgekehrt stelit: 

«! 'A'l ' 

auf der C« eine 5Z-wertige Function dar, welclie die Q, auf eine 2 i-i)latt“ 
rige Flaclie Fn abbiidet. Die Verzweigungspunkte clieser J",, wenien 
von den nin — 1) Berubrnngspimkten der von an die Cv gekeiidei'. 
Tangenten geliefertj und im einzelnen dieser Pimkte liangen ziifolge 
unserer Annalime stets m'ei Blatter znsammen. Xach lelwmten Piegelr,. 
ergiebt sicli daraxis als GesclilecM imserer Ptiemamr sclieu FUiclie: 


Auf Gmnd dieser Formel nebmen wir n. > 2 an, iim iiiclit mit eiiiem 
Gebilde des Gescblechtes p — 0 m than zu kaben. — 

Das merkwiirdigste Element der auf die gegriindeten Formen* 
tlieorie ist der naclifolgende bereits von Aroiiliol d'*") angegebene 
Differentialausdnich — (n — 3)^®^ Dimension: 


(4) 


di = 


(Ci, dcc^) 


+ ^2 




in welchem die c die Coordinaten irgend eines Pimktes in der Ebeiie 
der Cn sind. Man kann leicht zeigen’’^*'*'), dass der Wert des Dijferenfials 
d^ mif der On tmdbMngig von der Ansioaiil des Funldes (ci) ist Der 
Nenner von wird offenbar anf der 6k mir in den Beriihrimgspnnkten 
der Tangenten von (Ci) aus verscbwinden. Diese Stellen liefem aber 
gerade aucb die Verscbwindungspunkte des Zablers von d'^, insoferii 
7iiir fiir diese Stellen die drei Punkte (c/), (xi)^ (Xi + dxi) in einer 
geraden Linie liegen. Man findet durcli solclie Uberlegung ^ dass das 
Differential — (n — Dimension d^ anf der gamen Cn. „endlich and 
von Null mrschieden^^ ist 


Sei jetzt (Xf) irgend eine ganze algebraisehe Form (n — 3)^'"'' 

Dimension der Ck, so wird offenbar =5) . ilberall endlielies 

Differential nullter Dimension auf der 6k vorstellen*, wir sebliessen, dass: 


(5) 

Icings der Curve Cn erstrecld, ein uherall endliches Integral, liefert %md 
flnden umgekehrt leicht^ dass sicli jedes Integral erster Gattung in der 
Gestalt (5) darstellen Idsst. Insbesondere bilde man iiini die zu den 


Berliner Monatsberichte von 1861. 

Siehe z. B. Clebscb-Gordan, 1. c. pag. 1. 

Hiernacb liefert die ebene ein einfacbes Beispiel einer „k^aiioniscbeD‘‘ Curve. 
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rationaleii ganzen PormeB geliorenden Integrale j mid bestimme 

die Anzalil linear -miabbangiger Integrale j dieser Art. Da der allge- 

f. 1 0^' — • 1 

meine Ausdmck im ganzen gerade === j) Diieder 

bat, so finden wir, als zu den geliorig, bereits p unabbangige 

Integrale j] dieses aber beisst: Die ganmi Formen der Bimen' 

sion {n — 3) auf der On sind hereits durch die in den x,- raMonalen 
gcmmi erschopfO^'). 

Eine einzelne Gleicbnng = 0 bat man in der Ebene als 

eine OnrTe (^n — 3)*^®^ Ordnnng Gn—d zu deuten. Der Sinn der ganzen 
Zabl T, welclie im Riemann-RocbAcben Satze irgend einem System von 
m Pimkten der Grundcurve On zuerteilt wird, ist biernacli der, dass r 
die Anmlil Imear-una'bMngiger Curven Cn-^ ist, welclie alle mgleidi dtirch 
jene m FunMe der Grundcurve Undurcligelien. Wir wollen daraufbin 
gieicb abzablen, wie gross die Zabl x fur den Scbnitt der Gn mit 
= 0, d. i. fur das i'-facb gezahlte Scbnittsystem der On mit der 
Coordinatenaxe = 0 ist. Fllr v > n — 3 halen ivir natilrlich r = 0. 
Soil aber eine Curve einer Ordnung < n durch die n Schnittpunkte 
der On mit der Geraden % = 0 geben, so muss sie diese Gerade voll- 
standig entbalten. Man folgert daraus, dass eine C,,— 3 ; welclie durch 
die nv Schnittpunkte von On und x^/ = 0 gebt, in die v-facb zablende 
Gerade = 0 und eine Cn—r~z zerfallt. Daraufhm ergiebt sich als 
die gesuchte Zalil t im Falle v < n — 3: 

('ij) ^ ^ — v — 1) ^ 

Wir kehren nun zur allgem einen Betrachtung imserer ganzen 
Formen zurtick und bestimmen aus dem Riemann-Roch^scheii 
Satze die Anzabl der linear-unabbangigen fiir die einzelne Di- 
mension V zu nv — p + r 4“ 1- Tragt man fiir p und x die berecb- 
neten WArte ein, so folgt fiir v'i>n — 3: 

wogegen fiir v < n — 3: 

= nv - + 1 

2 2 

ist. Nacb kurzer Reebiiung setzen sich die so gewonnenen Ausdriicke 
von 6y um in die Gestalten: 

=^0 Wegen der Bildung der Integrale 2^®"’ und Gattung sehe man Clebscli- 
Gordan, 1. c. p. 1 ff. sowie auch Clebsch-Lindemann, Vorles. uher Geometrie, 
Bd. I p. 789 ff. 
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Fuiictioiies:. 


(7) Ob, = 

( 8 ) 


iv j- 1 ) 


'V — ie — 1 ' [v - 


iur r > ii 


i v 4- 1) --j, + „ 


ill V < H — a. 


Ptir V = n — 1 imd n — 2 liefern beide Formeln (j) iind ■; b;' Jen 
gieiclien Betrag; man kann also aucli die Formel (S) auf alle z' < u 
beziebeiij worauf dann (7) allein noch fiir z/ > u gilt. 

Auf der anderen Seite bilde man bei Tors^e 2 :ebenem v die Formeii 

//F'k Im allgemeinen Ausdruck sind imabiiangige 

Coefficienten entbalten. Aber man bemerkej -dass fiir v > n der cdn- 
zelne Ausdruck auf der C,^ stets die namliclie Form iiefert wie 
( 9 ) =^O 0 -|_ r 

wobei f die linke Seite der Curvengleicbung ( 1 ) istj walireiicl 

ein vollig willkiirlicli bleibender Ausdruck [v — Dimension ist. 

Da aber noch Coefficienten entlialt^ so 

konnen wir ohne xAnderung der J^orm im Ausdruck des diirch x, 
(f — Coefficienten mit beliebig zu wahleiiden Werten 

identificieren, Indem wir zusammenfasseuj folgtj dass die Gesamtzald 
linear'tmahlidngiger ^^9 iei der einzelnen Bimemion v genan die in (7) 
he0. {8) angegebene Anmhl 6r ist, falls wir nur noch nachweisen konnen^ 
dass fiir zwei xAusdrilcke ^^9 und welche auf der GrundcuiTe 

f — Q (iie gleiche Form darstelleu; notwendig die Identitat (9) besteht. 

Diese letztere Behauptung wird aber selbstverstandlich diirch Hin- 
weis auf den Dmstand, dass die Gleichung — ^^9 = y entweder 

identisch erfullt sein muss oder eine Cv darstelit, welche die Or als 
Bestandteil enthalt. Es ist auf diesem Wege unser obiger Satz^ dass 
auf der singularitdtenfreien Curve On die bereits vollstundig diirch 
die g^^'^ geliefert iverden, zur Evidenz gebracht. 

Wir haben die vorstehende Entwicklung so ausfuhrlicli gegeben^ 
weil dieselbe bei den sonst iiblichen Darsteilungen der Geometer nicht 
in der hier vorliegenden Gestalt zur Geltung gelangt. Die Geometer 
beginnen gar nicht , wie wir hier, mit dem Begriff der aligemeinsten 
algebraischen Function, die zu einem Gebilde gehort, oder des allge- 
meinsten zugehorigen iiberall endlichen Integrals 5 yielmehr beginnen 
sie mit den rationalen ganzen Verbindungen der die wir g nannten, 
und bilden von ihnen aus die Integrale: 

(10) J -dl, 

deren Anzahl sie p nennen. Dann aber haben sie binterber die In- 
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Tarianz der so deiiiiierteii Zalil p, bez. diejenige der liitegrale (10)^ 
gegenttber rationaler Transformation noch besonders naclizuweisen. So 
iiebmen iiberhaupt die samtliclien Satze der Tlieorie bei der Darstellung 
der Geometer eine ganz andere Anordming an, iind insbesondere ist die 
Folge, dass einige Satze, deren Beweise bei ilinen schwer sind, fiir uns 
Mer leicbt -warden and iimgekelirt. 

Um ein Beispiel anzufiiliren, so wird fiir nnsere der sog. Best- 
sats"^') ansserst selbstyerstandlicli; wir wollen denselbeii, wie folgt, 
formulieren: Liegen irgend md {im Sinne von I p. 562 ) ilquivalentc 
Sijsteme m je m BimMen der Curve vor, und wird das erste unter iJmen 
durcli weitere PunUe der On dem NulljoimMsystem einer Form 
so ergdmen ehen jene g, ZusaUpunMe aucJi das 0weite 
jener leiden dquivalenten Systeme mi dem Nullpunktsystem einer Form 

Zum Beweise braiiclien wir nur auf die 
w-wertige algebraisclie Function tv zuriickzugelien , deren m Null- 
punkte in den m Piinkten des zweiteii Systems gelegen sind, walirend 
die Unstetigkeitspankte die m Punkte des ersten Systems bilden. Das 
Product li) ist dann sicker eine gat'we Form Dimension 
da alle diese Formen bereits durcli die rationalen ganzen g^^^ geliefert 
werden, so ist auck eine solche. Diese Form gi^^'^’ Wy die wir 

nun ^2^’^ nennen, ist es aber gerade, deren Existenz der Restsatz be- 
kauptet, 

§ 9. Die Primform P{Xj y) nnd ihre Eundamentaleigensckaften. 

Nach dem Excurse fiber die Formeiitlieorie auf ternarer Basis 
^'2? ^‘3 kekren wir zur Placke Fk nnd damit zur Formentkeorie 
^'2 zuriick. Es gilt jetzt, die Ableitung des wicktigsten Hulfsmittels 
imserer kxinftigen Untersuckungen zu bringen, namlich der zur Flache 
Fn gekorenden Weierstrass'scken Primfunction, die wir jedocli gleick 
in der von Klein angegebenen Weise zur Primform P(Xj y) aus- 
gestalten*^*). 

Zu diesem Ende bilden wir das zur F.^ gekorende Integral 3*^^' 
Gattung mit den Parametern y, wobei wir fiber die Normiernug 
dieses Integrals y vorab nock gar keine nahere Bestiminung treffen 
wollen. Das Besondefe soil nun sein, dass wir die Grenzen des Inte- 

Of. die fiir die geometrisciie Grundlegung der fraglichen Satze fundamen- 
tale, in I oft genannte Arbeit von Brill und Not her, Uher algehraische Func- 
tionen und ihre Anwendung in der Geometries Math. Ann. Bd. 7 (1873). 

Eine sehr griindliche Untersuchung der Primform im Falle der hyperellip- 
tischen Gebilde hat Hr. Burkhardt in BQinejL ,s^eitrdgen mr Theorie der hyper el- 
liptischen Sigma functionen^^ geliefert, Math. Ann. Bd, 32 (1888). 
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grals ill inimittelbarer Nalie der Punkte y bez. x aiif der Fn wahleu^ 
so dass es sich urn den Ausdruck kandeltj wo dx uiid dy 

sowie die bezllglichen Integrationswege gegen Null coiivergieren sollen. 
Von liier aiis geben wir endlicli nocli zur Exponentialgrosse : 


( 1 ) 


Fix, y) = 


-yx-^clx, 
■ X, ij 




lim dx = 0, if 5= 0 


iiber, mid die merkwiirdigen Eigenschaften dieser letzteren zu zeig'en, 
ist imsere uachste Aufgabe. 

Iiidem wir vorab z. B. aus (9) p. 496 miilielos die Regel 


(2) E(x,y) 

entHehmen, bemerken. wir vor allem, dass die Eigenschaften von E(x, y) 
gegeniiber eindeutiger Transformation der Riemann’schen Flache F,i 
invariant sind, wie denn iiberhaupt die Integrals unseres Gebildes 
init ihren samtlichen Eigenschaften von der besonderen Flache F„, 
die wir zu Grunde legen mogen, vollig unabhangig sind. Wenn wir 
demnach bei der Untersuchung von E(x,y) fiir einzelne Punktepaare 
x,y annehmen, dass weder x noch y ein Verzweigungspunkt der F^ 
sei, so hat dies gleiehwohl fur das entspringende Resultat unserer 
Uberlegung keinerlei Einschrankung im Gefolge. 

Urn jetzt die Grosse E{x, y) in eine der Untersuchung zugllng- 
hche Form zu bringen, gehen wir auf die in p. 483 bewiesene Formel; 


( 3 ) 


= 

/t = 0 


log 


g) (i/W- y) 

V,) I) 


zurtick, wo einerseits die n Punkte oiP\ *9)^...^ 9 in der Fn iiber 

einander liegeii, andrerseits aber aueh die n Punkte . . . , 
wiihrend iiber die Integrationsbahnen die 1. c. gegebenen Bestimmungen 
gelten. In (3) schreibe man nun | = x, ri — y und lasse sodann auf 
Fn die Stellen in unmittelbare Nahe von x bez. y riickeu, 

indem man insbesondere xi*” = « + fix, = 2/ + <^2/ eintragt; die 
Stellen .P'), . . . , sind alsdann die (n — 1) iiber x gelegenen 

Punkte der Fn, wahrend die (« — 1) Punkte 1 / 9 ), . . . , i) iiber y 
liegen. Formel (3) liefert daraufhin unmittelbar: 


(4) 


,x 4- dx, y 4 dij 






■ los 




L (^‘i 2/2 ^’2 2/1 ) *^ 


wobei wir rechter Hand sogleicli die homogene Sclireibweise eiiigo- 
fiilirt liaben. Weiter aber gewinnen wir fur E{x, y) die imcMolgende 
Darstellung: 
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At. At,j 


ji / \ ^ij 

~ i: 2/1) ^ ' 

wo wir nun die einzelnen Bestandteile recliter Hand naher zii nnter- 
siichen liaben. 




Erstlieli haben wir im Zahler der recliten Seite (5) das Product 
der beiden Differentiale die fllr samtlicbe in Betraclit kom- 

mende Punktepaare x, %j im obigen Sinne endlicli und nicbt-verscliwin- 
dend sind. Hierbei ist nur angenommen^ dass die -Stellen x und y 
uiclit gerade Verzweigiingspunkte der Fn sind; aber^ wie wir sclion 
vorbiii auseinandersetzten, involviert diese Annahme zufolge der In- 
varianz der Grosse E{x^y) gegeniiber rationaler Transformation keinerlei 
Besehrankung fllr die abzuleitenden Resultate. — Der Nenner in (5) und 
der Esponentialfactor sind stets endlich und von Null verscbieden, wenn 
der Punkt x nicht mit y coincidiert und auch zugleicli in der Fn niclit 
liber y gelegen ist. Tritt nun letzterer Pall ein, d. b. liegen die Punkte 
X und y in verscbiedeiien Blattern der Fn genau liber einander, so 
fallt einer der Punkte mit y zusammen und einer der Punkte y^^^^ 
mit X, Unter den (?^ — 1) Integralen Q im Exponenten (5) bleiben 
also (ji — 3) endlich, wahrend jedes der beiden iibrigen zufolge § 1 
unendlich wird wie — log — y). Der Exponentialfactor selbst 
wird daraufliin wie {x — ijf verschwinden, d. i. genau in demselben 
Grade wie der Nenner (5), so dass Fix, y) selbst endlich und von Null 
verschieden bleibt. Der Fall der Coincidenz der Stellen x und y auf 
der Fn ist jetzt allein noch rtickstandig; tritt derselbe ein, so werden 
alle Integrale im Exponenten (5) einzehi Null, so dass 


F(x, y) 


__ 


wird, wo also der Nenner algebraisch von der Ordnung 
schwindet. 


mei 


ver- 


Indem wir die oben fur die Differentiale erster Ordnung betrells 
ilires Verschwindens und Unendlichwerdens verabredete Sprecliweise 
sofort auch auf Differentiale zweiter Ordnung llbertragen konnen, haben 
wir das Resultat: E{x, y) ist ein von mei Stellen x, y der Fn abhdn- 
gendes Differential meiter Ordnung, welches allenthaTben von Mtll ver~ 
scUeden ist; mgleich ist dasseTbe stets endlich, ausser im Falle der Coin- 
cidens der heiden Stellen x, y, wo E(x, y) in der Ordnung mei unendlich 
wird. Dass wirklich diese Regel auch fiir die Verzweigungspunkte der 
Fn gilt, wird man jetzt hinterher, wenn man will, am Ausdruck 
(5) leicht direct bestatigen. In der That wird der Exponentialfactor 
(5) im einzelnen Verzweigungspunkt — l)-fach 00 und compensiert 
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solclierweise das (% — l)-fache Nullw^erden von hez. dty gerade 
vollstandig, u. s. w. 

Urn wieder zu einer endlichen Grosse der Flaclie Fn 211 gelangen^ 
multiplicieren wir das Product — dtx d^y mit dem reciproken Werte 
von E. Daiin aber wolleii wir der Einfacblieit lialber gleicli noch. das 
Normalintegral TT dritter Gattung an Stelle des allgemeinen Q ge- 
brauclien'^), und bilden somit den Ausdruck: 

YrX-^dx, y-\-d ij 

( 7 ) — d%xd%y C ^ , lim — U, 0, 

Von den Eigenscliaften dieses Ausdrucks, die aus denen der drei zu- 
sammeiisetzenden Faetoren unmittelbar bervorgehen, betonen wir zn- 
nacbst nnr, dass derselbe bei Coincidenz der beiden Stellen y alge- 
braisch von der Ordnung mvei verscliwindet, dass er nirgends unsfetig 
wird, iind dass sonstige Nullpunkte nur nocli durcli die von der ein- 
zelnen Stelle x bez. y allein abhangenden Faetoren dlxjdly in be- 
kannter Weise geliefert werden. Bei dieser Sacblage entscliliessen wir 
uns, aus dem Ausdruck (7) aucli nocb die Quadratwurzel zu ziehen 
und gelangen solclierweise zu derjenigen Form P(^i; | yx,y^^ oder 
kurz P{x,y)^ welclie wir weiterbin als die mr Fldche Fn gelidrende 
Prmform beneimen; die Definition derselben ist somit gegeben durcli: 

1 / TT‘^'‘ -f- 

(8) P(x, y) = r -- dtxdtu ■ C , lim = du^o, 

und wir luogeu aus (5) uebenher aueh noch die Darstellnng; 

^ ^ I lar, y 

1 (Xj y^ = ^ 

annierkeu. 

Die Fimdamentaleigeiiscbaften der Primform sind aber zufolge 
der bisberigen Entwicklungen diese: 

1) Sie ist eine von mvei Stellen der Fn abheingende analytisclie^ aber 
nicht niehr algebraische, Form der Fldche von der Dimension + 1 in 
jeder Variabelenreihe, 

2) Sie ist auf der Fldche allenfhalben endlich iind stetig. 

3) Sie verschwindet auf der Fn algebraisch in erster Ordmmg falls 
X und y coincidieren; ausserdem verschwindet sie im Grade — 1) 
als Function ihres einen Argumentes x oder y im eimelnen Ver 0 weigungs- 

In den genannten Arbeiten der Herr en Klein und Burkhardt wird von 
der bierin liegenden Specificierung der Primform kein Gebraucb gemacM. Die 
in diesen Arbeiten gebraucbliche Bezeichnung Q{x^y) stellt demgemass die all- 
gemeine Primform vor, der gegeniiber das im Texte sogleicb einzufubrende 
F{x,y) die ^transcendent normierten“ Primform liefert. 
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jnmld^ gam iiruiblicingig von der hesonderen Lage des anderen Argimientes 
g rc; Sonstige NuUpunlde dber treten niclit aiif. 

4) Sind miter den k mcli gerade Zahlen enthalten, so tvird die eimelne 
Primform P(Xj y) cm den bemglichen Vermveignngsstellen auf P\ verMveigt 
sein. Aber es wird evident^ class soivohl das Product als der Quotient 
sweier Primformen P{x^ und P(Xj mit specificierten Stellen 
auf der Fn ivieder allentlialben unvermeigt ist. Um clerartige 
YerbinduDgen von Primformen wird es sich aber spater in erster 
Liuie bandeln. 


§ 10. yortseteung: Periodieitatseigenseliaften der Primform, 
Bezielmng derselben zn den '^-Punctionen. 


Um die Periodieitatseigenseliaften der Primform P(x,y) festzii- 
stellen, denken wir erstiicli y aiif der Flacbe irgendwie specificiert 
imd lassen x die 2p elenientaren Periodenbalinen a/, bi des kanonisclien 
Systems nacli einander beselireiben, um in jedem Palle das Verlialtcn 
von P{x, tj) zii beobacliten. Letzteres liiingt offeiibar wesentlicli nur 
von dem Exponentialfaetor: 


( 1 ) 


E(x, y) = e 


» V 


ab, und hier miissen wir nun das „Argument^‘' x + dx sowie Jen ^/Para- 
meter“ x dicht binter einander iiber eine gerade vorgelegte Perioden- 
bahn binbewegen. 

Aber wir werden, wie man aus den Eigen scliaften der Integrale 
dritter Gattung leicht sebliesst, zu genau demselben Endresultat gelangen, 
wenn wir vorab bei unverandertem Parameter x das Argument x iiber 
die Periodenbabn hinbewegen und liernach bei festliegendem Argument 
den Parameter x dieselbe Bahn beschreiben lassen. Diese Massnabme 
ermoglicbt die Anwendung der in §§ 1, 2 entwickelten Pormeln, wo- 
bei insbesondere der Satz iiber Vertausebbarkeit von Parameter und 
Argument folgenreieh wird. 

Beschreibt das Argument x die Baku so geht nacb (2) p. 479 
das im Esponenten (1) stebende Integral TT iiber in: 

(2) TT' = TT + 

sofern wir bei der Durcblaufung von ai die Eicbtung in der riebtigen 
Weise gewablt habeii. Statt nun in IT' den Parameter x die Bahn ar 
beschreiben zu lassen^ benutzen wir den Umstand, dass TT' Vertausch- 


*) Im letzteren Falle summieren sich naturlich die Ordniingen des Verscliwin- 
dens, falls x imd y zugleich Verzweigungspunkte der Fliiche sein sollten. 
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barkeit von Parameter imd- Argument erlaubt. Eben desbalb gelangeii 
wir zii dem riclitigen Schlussv^erte IT", wemi wir in cL i. in 
IT nocli einmal das Argument x liber die Balm ai fulireu*, 

aber hierfiir stellen uns (2j p. 479 unci I p. 530 die notigeii Formeln 
zur Verfilgung, und wir gewinnen ofifenbar: 

(3) n" = n + + ^) . 

Indem man die einzelne Periodenbalin einer analogeu Discussion 
iinterzieht, findet man^ dass TT bei Durchlaufuiig derselben am Scbluss 
seinen Anfangswert wiederannimmt. Durcb Riickkelir zur Exponential- 
grosse (1) ergiebt sich die Form el: 


E'[x, y) 




E [Xj y') j 


falls der Punkt x den Weg ai bescbreibt, walirend E direct in sick 
iibergelit, falls x liber die Balm lauft, 

Wenn wir von Eipo^ y) aus zur Primform selbst zuriickgelien, so 
ist die zusatzliche Bestimmung zu treffen^ dass nicbt nur der Punkt x 
nacli Durclilaufung der Periodenbalin wieder seine Anfangslage annehmen 
soil, sondern dass aucli die liomogenen Variabelen wieder ilire 

ursprlingHclien Werte annehmen mogen. Dann aber gewinnen wir 
von (4) aus imter Rlicksiclit au£ ( 8 ) § 9 das Resiiltat: Ditrclilcmft x 
die Feriodenbahn ai, so gelit P{Xyy) itber in: 


4 ?'+-¥) 


{b) P\x, y) = ±e ^ ^ ^P(x, y) 5 

durchlduft x die Balm 6 ^, so reprodticiert sich P bis auf cinen ekvaigen 

ZeichemvecJisel: 


( 6 ) 


P'{^; y) = + y)- 


Hiermit ist der Periodeneliarakter der Primform, soweit wir denselbeu 
gebraucheu werden, angegeben. 

Den Wert des Vorzeichens der recliten Seite mussten wir in (5) 
und ( 6 ) unentschieden lassen. Aber nach den im vorigen Paragraplieii 
abgeleiteteii Eigenschaften der Primform ist das Vorzeichen dock in 
jedem Einzelfalle eindeutig bestimmt, wenn wir nur nebeii deni Pe- 
riodenwege von x noch angeben wollen, welche geschlossene Wert- 
anderung dabei die eine der liomogenen Variabelen, etwa erfahreu 
soli. Dabei merken wir uns vor allem fur spater, dass der Wert des 
fraglichen Vormchens offenbar gems unahhdngig von der besonderen Lage 
des y ist Eben deslialb wird dieses Vorzeichen fiir zwei Primform, en 
P(Xj‘]/^^) und P(,'r, immer das gleiclie sein, wenn nur x (bez. 
x^, in beiden Primformen denselben Weg beschreibi 
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Welclie Anderung F{x,y) erleidet, falls y bei festem x eine Pe- 
viodenbabn beschreibt, ist jetzt sofort anzugeben. Es ergiebt sicb 
uamlicli aus den Formelu (2) und (9) des vorigen Paragraplien leiclit; 

(7) F{y,x) = — F(x,y). 

DurcMauft also y bei steliendem x die Bahn a,-, so folgt aus (5): 


( 8 ) 


F'(x, y) 




wahreiiJ bei DurclilaiifuDg einer Balin hi die Form F, von eineiii 
etwa eintretenden Zeiclienweclisel abgeselien, in sicli selbst iibergelit. — 
Es ist interessant zu iiberlegen, was aus der Primform in dem 
Falle wird, class das Geschleclit der Biemann’ schen FldcJie p = 0 ist 
Doch wollen wir bier gleicli im speciellen 0 als ziigeliorige Haupt- 
fimction wahlen und gewiiinen daun aus Pormel (9) p. 505 als Be- 
dmkmg der migelwrlgen Primform: 


(9) F(x, y) = — x^^ih , 

ein Ausdruck^ an dem die Eigenscliaften der Primform ja in der That 
immittelbar in Evideuz treten. 

Audi im Falle der Gebilde des GcschlecJites j) == 1 wollen wir vom 
allgemeinen Ansatze etwas abweidien. Wir werden namlich liier 
an Stelle des in den Verzweigungspunkten versdiwindenden Diffe- 
rentials d^s lieber das auf der Fladie iiberall endlidie und nidit ver- 
scliwindende Differential djs verwenden, wo j das zugeliorige Integral 
erster Gattung ist. Das bat zur Folge, dass wir auf einer Flacbe 
p = I mit der Primf unction : 


-t / 5 y + iCff 

V — dj:, dL '> 


(10) F{x, y)= V — dj^djy e 

arbeiteu wollen. Setzen wir, um Anschluss an uusere frilheren Be- 
zeichnnngen fiir p = 1 zu gewinnen, bei stehendeni y: 

u 




T = £0 , 


so liefern die Pormeln (5) und (6) das Resultat: 

/■2w , \ . 

I 0) \ 7tl 

P' = e ^ P, P' == + Pj 


und das sind, bis auf das sick unserer Beurteilung zunacht ent- 
ziehende Vorzeichen, dieselben Formeln, welche das Verhalten der 

Function ■6’, , rj gegenuber Periodenwegen eharakterisieren (cf. I 

p. 161). Uberdies ist bier, bei p = 1, F(x,y) eine Function der F„, 
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die auf dieser Flaelie nur eiuen einzigen, bei 2 i = 0 gelegenen Nnll- 
puiikt erster Ordnung aufweist. JSs ergiebt siclh daraus die IdenMtdt: 

(11) P(a;, 2/) = 

^vo c eine von ii nnohlidngige Zalil ist, die wir unbestimmt lassen, 

Der liiermit erkannte Zusammenliang der Primform mit der 
Fimction im Falle p — I liefert einen interessanten Ansatz aiicli fiir 
j) > L Im Falle p > 1 geschieht der Ubergang vom Differential zuni 
Differential eines Integral-s erster Gattung, ebenso wie bei^ = lj durcli 
Multiplication von mit der bezugliclien Form g?. Aber man bedenke, 
dass das einzelne gp auf Fn (2jp — 2) bewegiiclie Nullpunkte hat. 
Falls wir also, dem Ausdruck (8) p. 505 der Primform gemass, irgeod 
einen Factor Yip^ anbringen wiirden, miisste das Product an gewissen 
2p — 2 Stellen von Fn verzweigt sein. Wir entscliliessen uns bei 
dieser Sachlage, nur solche Formen (p heranzuziehen, deren 2p — 2 
bewegiiclie NullpunMe mi Faaren an (p — 1) Stellen ,der Fldclie coinci- 
dieren. Aus der Tlieorie der Zweiteilung der zu unserem Gebilde ge- 
horenden AbeFschen Functionen"^*) folgt, dass es 2^'“"^ (2^ — 1) parti- 
culare Formen go dieser Art giebt. Im Raume Bp—i der Normalcnrve 
der 9 (cf. I p. 569) wurden diese speciellen Formen 9 solche Ebenen 
liefern, welche die Normalcurve iiberall da, wo sie dieselbe treffen, 
gleich beriihren; fiir p = S erhalten wir z. B. die 28 Doppeltangenten 
der ebenen Curve vierter Ordnung. Eben dieserhalb bezeichnet man 
jene 2^'“^ (2^^ — 1) verschiedenen Formen 9 auch wohl als FtrUlt.nrugx- 
formen 9 der Flache 

Man wahle jetzt aus den 1) Formen 9- eine einzelne 

aus und bilde den Ausdruck Y^x (Py • F{x,y), Derselbe ist vor allem 
von nullter Dimension sowohl in wie 2/i? 2/27 stellt also eine 

von zwei Stellen der Flache abhangende Function derselben dar, welche 
das Periodenverlialten der Primform teilt. In den Verzweigungspunkten 
bleibt unsere Verbindung ]/9a; 9^ • P(ir, 2/) endlich und nicht-verschwin” 
dend, wie dieselbe denn auch auf der ganzen Flache stetig ist. Aber 
neben dem Nullpunkte x = y treten bei stehendem einen Argumenfce 
X ocler y fiir das variabel gedachte andere Argument noch gewisse 
(p — 1) auf der Fn festliegende Nullpunkte erster Ordnung ein, eben 
die Nullpunkte unserer Beriihrungsform 9, die vorhin ausgewahlt wurde. 
— Und nun ist das Interessante, dass wir in dem Ausdruck nullter 
Dimension YfxPy'B{Xjy)y bis auf einen von x und y unabhangigen 


Cf. Glebsch-Grorclan, 1. c. p. 264. 
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Factor c (cler wieder unbestimmt bleibe), direct eine jener 2‘P ^{2 'p — > 1) 
Thefafimetionen von tmgerader Charalderistilv vor tins seJien: 

X X 

(12) (/ dh ,■■■! Sf’jp) = F{x, y) .*) 

y y 

Wir liaben diese Entwicklang nur soweit gegebeUj um Aiiscliluss 
an das sonst gebraucbliclie Hiilfsinittel der Thetafunctionen zii gewinnen. 
Bei imseren eigenen weiteren Entwicblungeii wollen wir aber immer 
mir von der Primform selbst Gebraucb machen. Es. stellt luis die 
Primform y) den Bestandteil vor, welcber den 2^^“^ (2^' — 1) unge- 
raden Thetafunctionen der Fn gemeinsam ist, und dieser allein ist 
fernerhin wesentlich. In der That sind die (p — 1) „festeiF^ Null- 

X 

pimkte, welche '^(/) als Function von x auf der Flache aufweist, 

y 

fur alie weiterhin in Betracht konimenden Zwecke der Verwendung 
der Thetafunctionen durchaus gleichgiiltig; sie heinmen vielmehr nur 
gelegentlich die Durchsichtigkeit der Deduction. 


§ 11. Darstellung der algebraischen Functionen nnd Integrale 
der Fn durch die Primform. 

Die centrale Stellung, welche die Weierstrass^sche Primfunctioii 
in der Theorie der algebraischen Gebilde einnimmt, ist clarin begriindet, 
dass sich vermoge dersdben die iibrigen Functionen des einzelncn 
Gobildes in einer besonders iibersichtlichen Gestalt darstellen lassen. 
ludem wir bei dem Bericht iiber diese Gegenstande sofort wieder 
formentheoretisch verfahren, bringen wir als eine erste Verwendung 
der Prim/brm die Darstellung der algebraischen Functionen der Flache 
(lurch dieselbe. Sei also w eine m-wertige algebraische Function der 
Fn^ deren Nullpunkte bei b = x ^, . . .,x,n und deren Unstetigkeits- 

punkte bei. b == , y,,, iiegen (wobei nattlrlich unter x^^ X 2 , y^, y.. 


tiber die Thetafunctionen und ihre Beziehung zu den algebraischen Func- 
tionen vergl. man ansser Riemann’s Abhandlung iiber die Theorie der Aberschen 
Functionen auch noch diejenige iiber das Yerschwinden der Functionen in 
Grelle’s Journal Bd. 66 (1865) oder gesammelte Werke p. 198 if. Ansserdem 
kommen bier wieder Gleb sch-Gor dan, AbeVsche Functionen, und im Anschluss 
daran die beziiglichen Teile von Clebsch-Lindemann, Vorlesungen uher Geo- 
metric, in Betracht, sowie fiir den Fall des Geschlechtes jp = 3 Weber „Tlieorie 
der AbeVschen Functionen vom Geschlechte p = 3“, Berlin (1876), Als einfuhrendes 
Buch nennen wir etwa das in Bd. I haufig citierte Werk Neumann’s uber 
Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale p. 322 ff. 
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im Aiigenblick nicM die liomogenen Variabelen gemeint sind). Man 
bilde iraiL den Primformqnotienten: 

und untersuclie denselben als Function von ^ auf der Da im 
Zaliler und Nenner die gleicbe AnzaU von Factoren stelit, so liabeii 
wir vor allem niit einer Function der Fn zu tbun, welclie liberdies 
aiigensclieinlicb gerade in derselben Weise verscliwindet und iinstetig 
wird -wie iv. Bei DurcUaufung der Periodenbabn 1), gebt der Quotient 
(1) in seinen urspriingliclien Wert wieder iiber; bei Durclilaufuug der 
Balm a-i aber reproduciert er sick bis auf den Factor: 


— 2 ITt 

e 





2/7^ 

k 


Vk 


und dieser Factor ist zufolge des Abefscben Theorems (5) p. 483 
gleichfalls mit 1 identisch. Da mithin der Quotient (1) auf F^ ein- 
deutig ist, so wird derselbe die Function w bis auf einen constanten 
Factor darstellen. Fine m-wertige algebraische Function w der F^ mit 
den Nullpunlcten Xm und den UnstetiglceitspimMcn 2 / 1 ? • • y-m 

Idsst siclh vermdge der Frimform in der Gestalt: 

P(z,x ) 

‘in — p , - 


( 2 ) 


darstellen^ wo c cine von ^ unoNidngige Zalil ist 

Zufolge (11) § 10 begreift diese Formel (2) jene Darstellung der 
doppelt-periodischen Functionen Grades durch die Function 6(u) 

Oder unter sich, von welcher wir in I p. 157 handelten. Als 

niedersten Fall aber haben wir nach (9) § 10 in (2) fiir p = 0 die 
rationale Darstellung irgend einer algebraischen Function einer Flaclie 
p = 0 durch eine zugehorige Hauptfunction. Zugleich ist Formel (2) 
als Verallgemeiiierung dieser fiir die Flachen p = 0 und p = 1 sehr 
bekannten Darst.ellungen auf die Falle i) > 1 anzusehen, wie deim auch 
aus (2) der Grand fiir die Benennung „Primform^^ ersiclitlich ist’^'). 

Vor allem ist es noch interessant, die nachfolgende Darstellung 
des Normalintegrals dritter Gattmtg durch die Frimform: 


(3) 


anzunierken. 


n |,1 = log 


r 7]) P{y, I) 


Der Beweis fiir die Eichtigkeit dieser Formel entspringt 


We^'on tier Darstelhinp^ algebrai sober Formen der F];i,ebe dnrcb die Priiai- 
form sebe man Klein, Math. Aunalen Bd. 3G pag. .1.4 11. 
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aus dem Umstande, dass man an dem auf der rechten Seite (3) stehen- 
den Ausdruck sofort alle charakteristisehen Eigenschaften des Integrals 
nl;^ nackweisen kann, wie man leickt ins einzeliie zeigt. Die Formel 
(3) ist deskalb wicktig, well man die Definitionsgleichmg (8) p. 605 der 
Primform gewissermassen als Umlcehrung von (3) ansehen Jcann. Nimmt 
man namlick | und 7 } in unmittelkarer Nake von x bez. y an, so wire! 
I = a; + dx, 7] = y dy und daraufhin P{x, |) — d^x, P(y, v) = 

Mit Eucksickt auf (7) p. 508 ergiebt sick also aus (3): 


n x~\-dx,y + dy 


= log 




P^x,y)} ’ 

von -wo aus die Definitionsgleickung der Primform sofort aufs neue 

entspringt. 

Aus (3) kann man auch nocli ftir das Normalintegral mwiter 
Gaitung die Darstellung gewinnen: 


(4) = 

docli verweileu wir hierbei niclit mehr langer*'^’). 


^ 1 o« 

dt ^ 


§ 12. Vom Umkehrproblem tind seiner Auflosung. 

Eine zweite Verwendung der Primform liaben wir bei der Be- 
spreebung des UmhehrproMems zu maclien, auf dessen Discussion wir 
bier soweit eingehen wolleU; dass seine allgemeine Auflosbarkeit her- 
vortritt'*****^'). Dieses Problem^ welches im Falle des Geschlechtes = 1 
in bekannter Weise zur Einfiihrung der doppeltperiodischen Functionen 
filbrtj formulieren wir fur unsere beliebige Eiemann’sebe Flache Fn 
Tom Gescblecbte p vermoge der jp Gleicbungen: 

‘I’l 

( 1 ) J I + f<^ji + ' * • + === 1 ? 2 , • " • jp. 

Cl , 

Dabei sollen die ein System unabbangiger Integrale erster 

Endlich lassen sich auch noch die Integrale erster Gattung auf die Prim- 
form heziehen, indem man die Periodeneigenschaften der letzteren nacli dieser 
Richtung bin ausbeutet. Die Primform erscheint so als gemeinsame Quelle allor 
auf der Riemann’sehen Flache gewohnlich betrachteten Functionen; wir gehen 
aber auf diese Auffassung, die Weierstrass verschiedentlich in seinen Vor- 
lesungen entwickelt hat, nicht weiter ein. 

Man vgl. betreffs des Umkehrproblems die, Jacobi ’sche Originals chrift in 
Bd. 13 von Crelle’s Journ. (1835), sodann weiter die schon p. 510 bei Gelegenheit der 
Thetafunctionen genanntenWerke von Glebs ch-Gor dan, Clebsch-Lindemann, 
Weber und N eumann. Auf die beziiglichen Entwicklungen von Weierstrass (in 
seinen Vorlesun gen, sowie in Crelle’s Jonrn. Bd. 47 (1854)) kommen wir im Texte zuriick. 
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Gattung, also etwa unsere Normalintegrale bilden; es sollen 
gewisse m au£ der Flache Fn willkurlicli ausgewalilte Punkte sein^ 
und endlich verstelie man unter Gi,.,.,Cp irgendwie gewahlte j? end- 
licbe Grossen. Unser Problem sei dann^ aus den p GleicJmngen (1) ein 
System von m PimMei'i auf der Flache Fn zn 'hestimmen^ so 

dass den GleicJmngen (1) dadurch Genuge geschieJrt. 

Nebmen wir zuvorderst die Existenz einer Losung an, 

so ist sogleich evident, dass jedes mit . . .^x^ dgnivalente PiinJdsystem 
xl, . . .,Xm der Fn gleichfalls eine Losung von (1) liefert. In der That 
folgt ja aus dem AbeFschen Theorem: 

f 

^rn 

(2) J dji + Jdji Jdji — 0, 

31- jj^ 37 

so dass die p Gleichungen (1) fiir das System x[j . , , , x^ erfilllt sind, 
falls sie fiir x^, . . x,n gelten. 

Der gewonnene Satz ist aber auch umkehrbar: Saben wir in 
x^j , Xrn und x'l, . . .,x'm mei Ldsungen von (1), so sind diese beiden 
Funktsysteme der Fn dquivalent. Dies zeigt man nun mit der Prim- 
form durch die sogenannte Umkehrung des AbeFschen Theorems (2). 
Es ergeben sich namlich durch Subtraction der auf die beiden vorge- 
legten Losungen bezogenen Gleichungen (1) fiir unsere beiden Punkt- 
systeme die p Gleichungen (2) des AbeFschen Theorems, und eben 
dieserhalb ist 

(X\ 

auf der Fn eindeutig, insofern bei Periodenwegen des 2 Zahler und 
Nenner in (3) zufolge der bestehenden Gleichungen (2) jeweils den 
gleichen Exponentialfactor annehmen. In (3) haben wir somit (da 
wesentlich singulare Punkte nicht vorkommen) eine m-wertige alge- 
braische Function mit den Nullpunkten x^^...,Xm und den Unstetig- 
keitspunkten x^^.-.^Xm vor uns, so dass diese beiden Punktsysteme 
thatsachlich aquivalent sind. 

Bei dieser Sachlage giebt uns, sofern iiberhaupt eine Losung von 
(1) existiert, der Riemann-Roch^sche Satz sogleich die Gesamtheit aller 
Losungen an: sie wird einfach von den + ^ PunJctsystemen geliefert, 

die mit jenem ersten System dquivalent sind. 

Unsere weitere Besprecliung bezieht sich sonach auf die Prage, 
ob iiberhaupt eine Losung von (1) existiert. Hier aber ist zu be- 
merken, dass fiir m p zwischen den Q jedenfalls Bedingungen be- 
stehen miissen, falls eine Losung existieren soil. Wie die Verhaltnisse 
in diesem Betracht liegen mogen, entzieht sich indessen iinserer augen-i 

iv 1 0 i n - P r i c k o , Modulfuuctionon. II. o o 
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blicldiclien Betrachtung, tind wir nehmen dieserhalb an. Filr 

f}i = p weTcleu wir sogleich die Existent einer Losuug des UmT^ehr^grobleMS 
ncLcliweis&i'h kowwn, DctMit ist uher ^uglcich fur dlls FdMe m die 
Losbarkeit betviesen; denn wir braucben ftir m>p nur etwa 

Sop^ 1 — * * * j Xfn Ciii 

zu nebmen und die ^ • .^Xp naeli den Regeln des Falles ni =p zii 
bestimnien. 

Die Existenz einer Losung des Umkelirproblems (1) 

ftir m=p werden wir jetzt vermoge eines von Weierstrass her- 
rilbrenden Gedankenganges beweisen, den wir sogleich im Ansclilnss 
an die unter (4) zu gebende Potenzentwicklung darlegen. Bei dieser 
Deduction werden wir die Yorraussetzung niacben mtissen, dass die 
p Punkte Cl, der Fn kein Specialpunktsystem im Sinne von 

I p. 552 bilden, d. b. dass keine Form (p in diesen p Punkten zugleicli 
verscbwindet. Sollte dies aber zufallig bei den in ( 1 ) vorgelegten 
Stellen c^ zutreffen, so ersetze man sie durcb ein System Ci, 

Cpj Welches kein Specialpunktsystem vorstellt und scbreibe clement- 
sprechend : 

^p 

C/ = Gi + J d'h' + * • • + jf d ji • 

C| ' Cp 

Jede Losung des damit formulierten Umkelirproblems: 

dji= Cl, i= 1, 2, • p 

wird dann ohne weiteres auch eine Losung des Problems (1) liefern. 
Dass aber ilberbaupt Systeme zu p Punkten e existieren, die keine 
Specialpunktsysteme sind, siebt man sofort von der Nor'malcurve der 
9 im Raume Bp^i aus: eine ^Ebene^"^ dieses Raumes ist namlicb 
durcb (p — 1 ) Punkte bestimmbar, und p Punkte der Curve liegen im 
allgemeinen nicbt in einer Ebene, weil sonst die Normalcurve der 9 
nicLt „eigentlicb^^ im Bp—i gelegen sein wtirde. 

Man denke nunmebr um die p Stellen Ci,.,.,Cp der Flacbe j) 
endliche Bereiche abgegrenzt und benenne auf dem unter ibnen 

t 

durcb einen veranderlicben Punkt. Das Integral gestattet in 

der Umgebung von c* die Potenzentwicklung: 

(4) (I, ^ c,) + (h - c,y + . . . , 

und wir konnen jenen endlichen Bereich so klein wahlen, dass inner- 
balb desselben die p fiir i eintretenden Potenzentwick- 
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luiigen (4) allenttalben convergieren^*). Hier ist buh — iind das ist 
ein wesentlicber Punkt unserer Deduction — die p-gliedrige Determi- 
nante j [ you Null verscbieden: eben diesen Umstand danken 

wir unserer Verabredung, dass die c^y,.,,Cp kein Specialpunktsystein 
bilden sollen, wie man solcbes leicht ins einzelne iiberlegen wird. 

Bilden wir jetzt die p Integrals ummen (1) fiir m—p und — 
so werden jedenfalls die Werte dieser Summen gewisse endliehe Be- 
trage^ dem absoluten Werte nacb, nicbt iiberscbreiten konnen. Von 
diesem Umstande geleitet^ formulieren wir die Gleicbungen: 


(5) 




Jdji + • • • + J" dji = i)/ 5 i = 1 ^ : 




mit der Bedeutuiig: 

( 6 ) 


A 


a- 


wo m eine hinreichend gross zu w’ahlende gauze positive Zahl seiii soil; 
solchergestalt kann man fiir jedes JDi einen absoluten Betrag erreiclien, 
der innerhalb des gerade bezeicbneten Wertbereicbs fiir unsere auf 
die bezogenen Integralsummen liegt. 

Um jetzt zunachst das besondere Umkehrproblem (5) zii losen, 
trageii wir die Entwicklungen (4) ein und erhalten die p Gleicbungen: 


a) 


p 

2 

k = l 


+ ...] = D, 


fiir ^ == 1, 2, . . . , jp. Da die Determinante I I ^ 0 ist^ so konnen 

wir nach Satzen der Reihentbeorie durch Inversion dieses Gleicliungs- 
systems die p Grossen in Potenzreihen : 

(8) I, — = D^) 

entwickelU; von denen sich zeigen lasst, dass sie convergieren, falls 
die JBetrdge von Dg; . . gewisse p endliehe von 0 verschiedene 
Zahlen nicM ilbersteigen, Ungeaclitet der besonderen Werte ^ die fiir 
die Ci gegeben sein mogen, baben wir so, falls nur m als ganze po- 
sitive endlicbe Zabl binreicbend gross gewablt wurde, in 

(9) = 

hatsachlicb ein Lbsungssystem des besonderen Umlcehrproblems (5) ge- 
wonnen. 

Nacb Gewinnung dieses Resultates gelingt der Abschluss unserer 
Untersucbung vermoge einer aucb sonst mehrfacb gebraucbten Uber- 

Betreffs der Bedeutung der EntwicMungsgrossen — c) iiiiissen wir an 
der BestimmuJig von I p. 497 u. f. festbalten. 
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legung"^'); die auf der Construction einer algebraisclien Function mit 
fest gegebenen Unstetigkeitspuukten und mit teilweise fixierteii Null- 
punkten berulit. Um fiir die bier gemeinte Function die in I p. 540 
abgeleitete Darstellung durcb Integrale Gattung zu benutzen^, ver- 
stebeu wir unter ^ ^ dp(ni+i) irgend ein Punktsystem^ welches 

mit dem (m l)-fach gezahlten System der Punkte aqui- 

valent ist; und zwar mogen von den Punkten d keine zwei coincidieren. 
Die allgemeinste jp (m + 1)- wertige algebraische Function w der 
welehe an den Stellen d der Flache je einfach unendlich wird, ist als- 
dann nach I 1. c. in der Gestalt: 

( 10 ) W ===== C(q + Zd, CC2 -] + 

darstellbar, und bier besteben zufolge des Riemann-Rocb’schen Satzes 
fiir die Coefficienten a gerade p lineare Bedingungen, so dass nocb 
(nip + 1 ) Coefficienten unbestimmt bleiben. Scbreiben wir jetzt vor, 
dass mp Nullpunkte von w auf Fk particulare Lagen haben sollen, so 
bat dies mp weitere lineare Bedingungen fiir die a im Gefolge. Dabei 
ist es gleicbgiiltig, ob diese Nullpunkte durcbgebends getrennt liegen 
Oder in irgend welcben Anzablen coincidieren mogen; nur hat man 
leicht ersichtlicber Weise im letzteren Falle von den Reihenentwick- 
lungen der Z neben den Absolutgliedern aucb nocb hohere Potenzen 
bei der Recbnung mit in Betracbt zu ziehen. 

Die vorzuscbreibenden mp Nullpunkte identificieren wir nun mit 
dem m-fach genommenen System der in ( 9 ) berecbneten Punkte ^4.. 
Es kann sein, dass die Verbaltnisse der Coefficienten a dadurcb gerade 
eindeutig bestimmt sind; es kann aber aucb sein, dass die mp linearen 
Bedingungen nicht von einander unabbiingig sind, und in diesem Falle 
wahle man w unter den verschiedenen Moglichkeiten particular aus. 
Die so gewonnene Function w wird dann aber nocb weitere p Null- 
punkte auf Fn besitzen, und diese Punkte nennen wir 
Alsdann baben wir nach dem AheVsclien Theorem die p Gleichungen: 

p p 

( 11 ) + "2 ^ ^ • 

A=1 cj^ k—i 

Denn in der That bilden zufolge der Existenz jener Function w die 
p(m-{-l') oberen Grenzen in (11) ein mit dem (m -f- l)-fach ge- 
zahlten System q , . . . , aquivalentes Punktsystem. Hierbei haben wir 
in ( 11 ) sogleicb von einer sebr speciellen Zuordnung der Punkte beider 
Systeme Gebrauch gemacbt; aber man bemerke, dass eine Abanderung 


') Siehe z. B. Clebscb-Gordan, 1. c. pag, 137. 
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clieser Zuordnuiig die p Integralsummen (11) nur urn ein System 
simultaner Perioden modificiert^ welches mau durcli geeignete Ausge- 
staltimg etwa des Integrations weges von nach wieder zam Wegfall 
bringen kann« 

Letzten Endes trage man in (11) fiir die an erster Stelle steliende 
Summe iliren Wert ans (5) und (6) ein nnd findet: 

(12) ^ y dji = Ci, i = 

i = l c* 

SO dass thatsdchlidi im System der PunMe x^j x^ die gesiichte 
Lasting des Um'ke'hrpro'blems (1) fiir m = p gewonnen ist Damit ist 
also das in Rede steheiide Problem in dem oben in Aiissiclit genom- 
nienen Umfange wirklich gelost. 


Eine Frage, die sich fiir uns jetzt an die mannigfachen Gesichts- 
punkte des vorliegenden Kapitels unmittelbar anschliesst, ist die, wie 
sich dieselben im Gebiete der Theorie der Modulformen auwenden 
und ausgestalten mogen. Wir konnen indessen auf die hiermit ge- 
gebene Problemstellung, wie wir schon gelegentlich andeuteten, erst 
im llbernachsten Kapitel eingehen, da wir vorab imsere allgemeinen 
functionentheoretischen Entwicklungen erst noch uach einer anderen 
Richtung auszubauen habeii. 



Zweites Kapitel. 


Allgemeiiie Tlieorie der algebraisclieii Correspondeiizesi imd des 
Correspondenzpmcips. 

TJm spateriiin innerhalb der Modullehre die besonderen Oorre- 
spondenzen der Transformationstheorie mit Erfolg behandeln zu konnen^ 
gehen wir bier zunacbst auf die allgemeine Theorie der algebraisclieii 
Correspondenzen naber ein^ wie sicb dieselbe zumal in neiierer Zeit 
Iierausgebildet bat. 

Die Tbeorie der Correspondenzen untersucbt das anf Grand ana- 
lytiscber Gesetze geregelte Entsprecben von Punkten auf algebraiscben 
Curven, wie wir es in unseren scbon friiber (p. 156) besprocbenen 
speciellen Beispielen von Modularcorrespondenzen zii betracbten batten. 
Es verdankt die Tbeorie der Correspondenzen ihre Entstebung den 
Gedankenentwicklungen der Geometer; in der That ist es Obasles*) 
gewesen, welcber um 1864 zuerst besondere Dntersucbungen liber 
derartige Correspondenzen auf algebraiscben Curven anstellte, unci 
welcber flir den in unserem Sinne sebr bescbrankten Bereicb seiner 
Betracbtung dasjenige Theorem formulierte, welcbes wir weiterbin als 
„Correspondenzprincip^^ kennen lernen werden* Die Beschrankung der 
Chasles'scben Untersuchung aber bestand darin, dass das Gescbleeht jp 
der Grundcurve, auf welcber Correspondenzen betracbtet werden, gleicb 
Null ist. Die Erweiterung des fraglicben Correspondenzprincips auf 
Curven eines boberen Gescblecbfces wurcle dann von Hrn, Cayley'^"'^') 
obne Beweis gegeben und spaterhin durch Hrn. Brill'*^**'^'^**) zum Nacb- 
weis gebracbt. 

*) Siehe die Comptes rendus der Pariser Akademie vom 27. Juni 1864. 

On the correspondence of Uoo points on a curvcj Proceedings of the London 
mathematical society (1866); Second Memoir on the curves ^ which satisfy given 
conditions^ Philosophical transactions (1868). 

Tiber Entsprechen von Punlctsystemen auf einer Curve, Math. Ann. Bd. 6 
(1873); fiber die Correspondenzformel , Math. Ann. Bd. 7 (1874). Hr. Brill ist 
spaterhin in zwei Arbeiten Math. Ann. Bd. 31 (1887) und Bd. 36 (1890) auf die 
Correspondenztheorie zuriickgekommen. Yergl. auch die neuerdings erschienene 



VIj 2. Allgemeine Theorie der algebraisclien Correspondenzen. 519 

Indesseii war bei dem liiermit erreiclaten Entwicklungsstadium der 
Correspondenztlieorie'^^*) eine specielle Classe von algebraisclien Oorres- 
pondenzen anf besonderen algebraisclien Ciirven dem Terstandnis iiocli 
imzuganglicli geblieben, nnd bier war es erst den Rieniann'scben 
Methoden vorbehalten; die fiir das Gesamtgebiet der algebraiscben 
Correspondenzen erschopfende Aufklarung zu geben. Diesen ent- 
scbeidenden Scbritt in der Correspondenztbeorie gethan zu baben^ 
ist das Verdienst des Hrn. Hurwitz*^"^'). Diirch Yerwertung der ziir 
Grundcurve geborenden Integrale ersfer Gattung, welcbe in Hurwitz’ 
Hand bereits vorher bei den Modularcorrespondenzen zu iiberrasclien- 
den Erfoigen gefulirt batten, gelang es ibm, fur die allgemeine Cor- 
respondenztbeorie immer giiltige Grundlagen zu gewinnen. Insbesondere 
warden dabei jene bis dahin unzuganglicb gebliebeneii Correspondenzen 
ibreni Wesen nacb vollig aufgeklart; wir werden dieselben weiterbin 
als singtildre Correspondenzen kennen lernen. 

Fiir uns kommt es ganz wesentlich niir anf die Hurwitz^scbe 
Theorie an. Diese allein soli also weiterbin entwickelt werden; frei- 
licli werden wir uns dabei mebrfaclie Abweicbungen von der iirspriing- 
licben Hurwitz^scben Darstellung erlauben, die aber nur metliodische 
sind. Yor allem mag sogleicb bervorgeboben sein, dass wir an Stelle 
der von Hrn. Hurwitz verwendeten ^-Function allentbalben die Prim- 
form gebraucben werden, was nacb den bezuglicben Bemerkungen im 
vorigen Kapitel uumittelbar gerecbtfertigt erscbeint. Elie wir iibrigens 
Flurwitz’ allgemeinen Ansatz formulieren (in § 2) und dann weiter 
entwickeln, sollen in § 1 einige vorbereitende und. einleitende Betracb- 
tungen gegeben werden. 

§ 1. Von den Correspondenzen nnd dem Correspondenzprineip 

der Geometer. 

Die Fragestellung der Geometrie, welcbe zum Ausgangspimkt der 
Correspoiidenztlieorie wtirde, konnen wir in der folgenden Art angeben: 
Auf einer ebenen Grundcurve Cn der Ordnuug seien ^3 

und 2/u 2 / 2 : 2/3 Coordinate!! irgend zweier Punkte. Dieselben sollen 
an die Bedingung: 

Arbeit von Zenthen in Bd. 40 der Mathem. Annalen (1892), wo man mannig- 
fache sonstige Citate findet. 

Von welchem insonderheit die oft genannten Vorlesungen iiber Geometrie 
von Clebsch-Lindemann ein vielseitiges Bild entwickeln. 

tiher algehraiscJie Correspondevmn und das verallgemeinerte Co7respondenp- 
prmci2)y Berichte der KgL Sachs. GeselL d. W. vom 11. Januar 1886, wieder ab- 
gedruckt in den Mathem. Ann. Bd. 28 p. 561 ff. 
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(1) ^2, % 1 2/i? 2 / 2 ; J/s) = 0 

gebunden sein, wo g{p \ y) ©ine ganze rationale Function der Xi iiud 
yi ist^ die Homogeneitat in jeder der beiden Variabelenreihen zeigt. 
Fill' stelienden Punkt x wird alsdann (I), in den laufenden Coordinaten 
y gedeutet^ eine neue Curve darstellen, und die Schnittpunkte y dieser 
letzteren mit der Grundcurve Cn sind es, welche dem Punkte x cor- 
respondieren sollen. Die so begriindete Correspondenz auf der Cn lasst 
sicb sofort auch invertieren, eben dadurch, dass wir den Punkt y als 
stebend annebmen und die Schnittpunkte der in den x gedeuteten 
Curve ( 1 ) mit der Grundcurve aufsucben. 

Zur Erlauterung betracbten wir ein einfaches Beispiel aus der 
Thfeorie der Curven dritter Ordnung, das uns zugleicb mit einer in 
der Theorie der Correspondenzen sebr friib bemerkten wicbtigen Er- 
scbeinung vertraut macben soil: Durcb /‘=0 sei eine ebene Curve 
dritter Ordnung C3 des Gescblecbtes jp = 1 dargestellt. In einem be- 
liebigen Punkte Xi derselben zieben wir die Tangente, welcbe nocb 
einen weiteren Punkt ^ namlicb yi, auf der ausschneidet. Ftir die 
hiermit begriindete Correspondenz lautet die Gleicbung (1): 


( 2 ) 


2/1 


dx. 


+ 2/2 ^ + 2^3 = 0 ■ 


IL 

3 OC/o 


Betracbtet man nun die linke Seite von (2) als Form auf der 63, so 
wird bei stebendem x diese Form offenbar drei Nullpunkte haben, 
von denen aber stets mei mit dem geivdhlten PtmUe x coincidieren. Aber 
wir wollen docb, wie scbon angedeutet, nur jenen dritten, von Xi ver- 
scbiedenen, Scbnittpunkt der Tangente (2) mit der Cg dem Punkte 
Xi correspondieren lassen. 

Wir lernten an diesem Beispiel die bereits erwabnte, auch scbon der 
alteren Correspondenztbeorie sebr bekannte Erscbeinung kennen. In 
diesem Sinne werden wir unter Riickgang zur Gleicbung (1) jetzt gleich 
annebmen, dass bei steliendem x unter den einfacJien NullpunMen der in y 
gedeuteten Form g{x\ y) stets erne gewisse AnmJil — sagen wir w — mit 
X coincidieren; nur die ubrigen NuUpunhte, deren Zahl a sei, setmt tvir als 
dem X correspondierend. Diese ZdJdi w aber, die, wie wir nocb sehen 
werden, einen wesentlicben Charakter der gerade betrachteten Corre- 
spondenz angiebt, bezeicbnen wir mit Hrn. Brill als Wertigkeit der- 
selben. Indem wir gleich auch die inverse Correspondenz betracbten, 
bei welcher der Punkt y gegeben ist, wird offenbar g{x \ y) als Form 
der Stelle x im Punkte y auch einen «^-fachen Nullpunkt haben; aber 
wieder nur die ubrig bleibenden Nullpunkte seien diejenigen, welche wir 
der Stelle y correspondieren lassen. So oft.es nicht gerade erforderlich 
ist, die Inversion der Correspondenz zu betonen, mogen wir auch beide 
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eben betrachtete Correspondenzen in eins fassen iincl erhalten daiin, 
was wir liinfort als eine a-^-deutige algebraisclie Correspondent der 
Wertigheit tv auf Fn bezeiclinen. 

In keiner Weise ist ausgesclilossen, dass fiir specielle Lagen x 
aucli unter den a correspondierenden Punkten y einer oder mebrere 
mit X coincidieren ; es wird vielmelir fur uns weiterliin geradezu das 
wesentlichste Problem sein, diese speciellen Stellen x anzugeben^ was 
man durch vollstandige Discussion der Gleichnng g{x \ x) = 0 wird 
tbun wollen. Olme diese Frage schon bier naber zu verfolgen^ be- 
nennen wir durcb v die Anzahl derjenigen Punkte x, fiir welclie in der 
bezeiclineten Art wenigstens einer der correspondierenden Punkte y 
mit X coincidiert. Das bereits in der Einleitung erwabnte Correspon- 
dentprincip von Cayley nnd Brill sagt dann aus, dass die Anmlil v 
der Coincidenmi imserer a-fi-dentigen Correspondent der Wertiglceit iv 
gegeben sei durch: 

(3} V = a jd “j— ‘2pw j 

wo p das GeschlecJit der Fn ist; wir werden diese Pormel weiter unten 
zu beweisen baben. 

Den hiermit entwickelten Ansatz wollen wir nun allgemeiner ein- 
kleiden. An Stelle der Grundcurve Cn setzen wir vor allem eine Eie- 
mann^scbe Flacbe Fn^ wo dann zwecks Darstellung der auf der Fn 
zu betracbtenden Correspondenzen an Stelle der rationalen ternaren 
Formentheorie x^j x^ irgend eine andere treten darf; z. B. die im 
vorigen Kapitel begriindete algebraisclie binare Formentheorie t^^ t^^ 
Wir legen dann den allgemeinen Begriff einer ganten algebraischen Form 
ttveier FlachenpunMe vor, die wir nach Analogic des fruheren Branches 
im Gegensatz zu den rationalen Verbindungen g durch G(x, y) be- 
zeicbnen. Es soli G{x,y) eine solche Grosse sein, die fiir stehenden 
Wert des einen Argumentes, in Abhangigkeit vom anderen gedeutet, 
eine gauze algebraisclie Form im fruheren Sinne bildet, wofiir man ein 
specielles Beispiel in der linken Seite der Gleichung (1) vor Augen hat. 
Es kann zwar in keiner Weise unsere Absicbt sein, fiir die Darstellung 
solcher Formen G{Xj y) schon jetzt die von dem vorigen Kapitel zu 
diesem Zwecke gelieferten Hiilfsmittel wirklicb in Anwendung zu 
bringen*, das wird eine Aufgabe sein, die wir weiterhin auf verschiedene 
Weisen zu behandeln haben. Hier aber soil uns der Begriff der von 
zwei Punkten x^ y der Fn abhangenden Form nur erst dazu dienen^ um 
vermittelst desselben die eben entwickelten Grundzilge der Correspon- 
denztheorie einer ersten Verallgemeinerung zu unterziehen. 

Vorab bemerke man noch, dass die Form G(Xj y) sehr leiclit zu 
einer Function der Fn ausgestaltet werden kanU; welche algebraiscb 
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von zwei Pimkteii der Flache abhangt. Seieu namlicli § iind -y] zwei 
particiilare Lageu von x und y, so bilde man folgendeii Qiiotieiiten : 


14 ) 


y I I, rj) = 


G-{x,y) g(|, tj) _ 
G(x,ri)G(l,y)^ 


derselbe stellt, wie man sieht, eine Function der gewunscliten Art dar; 
wir werden Quotienten von der Gestalt (4) in der Folge oft wiederholt 
zu betrachten baben. Urn aber die Function (4) in derselben Weise 
fur die Definition einer algebraischen Correspondenz auf gebrauchen 
zu konnen, wie die Form G{x,y), muss man natiirlicb derartige par- 
ticulare Punktepaare %,iq meiden, fur welche G(|, mit Null identiscli 
ist. Wenn man will, kann man ubrigens (4) auch als eine von vier 
Punkten der Fn algebraiscb abbangende Function auffassen, indem man 
aucli I und als beweglicb ansiebt; dabei wird dann die Identitat 
besteben: 

(5) • Fix, V I ^>2/) = Fix, y \ y). 

Die Einfiibrung der Oorrespondenz zwiscben Punkten x, y der 
Flacbe F^ vermoge der Gleicbung F ix,y \ ^,7)) ==0 oder Qix, y) == 0 
gescbiebt nun genau mit denselben Worten wie vorhin im Anschluss 
an die specielle Gleicbung (1). Aucb die Wertigkeit w unserer Corre- 
spondenz werden wir genau wie oben definieren, namlicb etwa als 
Anzabl der Nullpunkte x von F oder Q, welcbe sicb bei stebendem 
y immer eben an dieser Stelle y vereint finden. Endlicb kommt 
wieder das Problem der Bestimmung der Coincidenzenanzabl in Be- 
tracbt, und wir werden zeigen konnen, dass fur alle jetzt in Rede 
stebenden Oorrespondenzen das Princip (3) seine Gultigkeit bewabrt. 

Nun aber miissen wir auf den aucb jetzt nocb sebr bescbrankten 
Obarakter unseres bisberigen Ansatzes binweisen. Zunacbst ist ja, wie 
wir eben die Function Fix, y) bildeten, nur erst angenommen, dass 
F^ bei stebendem y an der Stelle x = y endlicb bleiben oder in ge- 
wisser Ordnung verschtvinden sollte. Wenn wir aber mit den Func- 
tionen Fix, y') arbeiten wollen, so bindert docb nicbts, aucb solclie 
y) zu bilden, die etwa fiir stebendes y in x gedeutet, an der 
Stelle X = y immer in gewisser Ordnung unendlich werden. Ist tv die 
Ordnung dieses Unendlicbwerdens, so wird man sofort gutbeissen, wenn 
wir der durch Nullsetzen eines solcben Fix, y) zu definierenden Cor- 
respondenz die negative Wertigkeit — w zuerteilen. Mit den ganB&n 
Formen y) der F,^ beberrscben wir freilicb, wie selbstverstandlicb, 
nur erst die null- und positiv-wertigen Correspondeuzen ; die Aufnabme 
der Functionen oder aber, wenn man so will, die Aufnabme der Formen 
von gelrochener Ordnung ermoglicht indes den Fortscbritt zu den negativ- 
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wertigeii Correspondenzerij welcli^ letztere ilbrigeiis aucli bereits von 
Cayley iincl Brill in zablreichen Beispielen betracbtet warden. Aucli 
aiif diese negativ-wertigen Correspondenzeii bezielit sich daun das 
durcb. Forniel (3) zum Aiisdruek gebraclite Cayley- Brilbscbe Corre- 
spondenzprincip. 

Aber aucli die so iimgrenzten WertigkeitscorrespondeDzen bildeii 
niir erst eine Classe aller denkbaren algebraisclien Correspondenzen; 
ihnen reikt sich nun die andere schon in der Einleitung erwaiinte Classe 
der singuldren Correspondenzen an, denen gegentiber wir jene auch 
wolil kurz als die gewohnlichen Correspondenzen bezeichnen. Indem 
wir aber eine singulare Correspondenz nicht mehr, wie eben, durch 
Nullsetzen einer algebraischen Function F{x, ij) zweier Flachenpunkte 
darstellen bez. definieren konnen, werden wir nns bei ilirer Einfdlirung 
von sehr viel allgemeineren und abstracteren Gesichtspunkten leiten 
lassen milssen. Letzteres ist um so melir geboten, als die spater zu be- 
traclitenden Modularcorrespondenzen in der Mehrzahl der Falle singu- 
lare Correspondenzen sind, wobei tiberdies die seinerzeit zu gebende 
Eiiifulirung der Modularcorrespondenzen vermbge des m in eine trans- 
cendente Gestalt gekleidet ist. Wir werden demnach jetzt mit Hrn. 
Hurwitz die Voraussetzungen unserer weitereii Besprechung gleicli 
so formulieren, dass davon alle‘ denkbaren algebraisclien Correspon- 
denzen, die gewohnlichen und die singularen, gleichmassig umfasst sind. 
Dies wird dadurcli ermoglicht, dass Hr. Hurwitz unter vorlaufiger 
Beiseitelassung irgend welcher Ausdrucksformen Fipo^y) oder G{x,y) 
die principielle Frage nach der allgemeinsten algebraischen Abhangig- 
keit aufwirft, die zwischen zwei Punkten Xj y einer Flache Fn be- 
stehen mag. — 

§ 2. Der allgemeine Ansatz. Die fundamentalen Relationen zwischen 
den Integralen j, sowie zwischen den Perioden 

Von der Riemanhschen Flache F^ iiber der ; 2 ?-Ebene nelimeii wir 
des weiteren an, dass sie ein Geschlecht p > 0 aufweise. Den Fall 
jp =5 0 wird man iibrigens zwischendurch leicht mit eiiedigen konnen; 
im Gebiete der Modularcorrespondenzen wiirden wir fur jp = 0 niir 
wieder auf die im vierten Abschnitt bereits behandelten Modularglei- 
chungen zuriickkommen. — Einzelne Punkte auf der Flache Fn sollen 
nach wie vor in dem bisher iiblichen Sinne durch x und y bezeichnet 
werden. Wir formulieren dann folgende allgemeine Annahmen: 

Zwischen mei Stellen der Fn, x und y, soli eine analytische Ah- 
hdngiglceit hestehen^ dermfolge jedem PunUe x der F^ hestimmte a Pimlctc 
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Uj die wir tfi, y^j ) • • • j ‘Ifa nennen, correspondieren ; die a Punlcte yr"^) 
sollen im allgemeinen von x verscMeden sein imd sollen sicli mil x sdmt- 
lich stetig aitf der leimgen^^), Durcli diese Pestsetzimgen ist das 
Auftreten wesentlich singularer Punkte x fur die analytisclien Func- 
tioneii yr von x bereits ausgeschlossen, Indem wir also sagen, es sei 
auf der Fn durcli die gescbebeneii Bestimmungen eine a-dentige Corre- 
spondent definiert^ werden wir dieselbe gleicli auch als eine algehraiselie 
zu bezeichnen liaben. 

Wir invertieren die vorgelegte -Correspondenz, indem wir die 
einzelne Stelle der Fn als Punkt y fixieren und alle Punkte x siiclien^ 
denen im Sinne der ersten Correspondenz jener Punkt y entspriclit. 
Die somit vollzogene Inversion der analytisclien Gesetzmassigkeit y{x^ 
kann fiir einen einzelnen Punkt y nur zu einer endlichen Zabl /3 von 
Punkten ^ fiihren; fanden sick namlick unendlick viele 

Punkte Xy so miissten sick dieselben wenigstens an einer Stelle der 
Fn liaufen und liier ware, der Annalime zuwicler, eine wesentlick sin- 
gulare Stelle fur die y(x), Fanden wir aber einmal einem y insge- 
samt /3 Punkte x zugeordnet, so zeigt nun die analytiscke Fortsetzung 
der x{y)y dass jedefn y genau ^ und nur ^ Punhte x correspondieren. 

Indem wir so den Bereick unserer Untersuckung eingrenzeu, sollen 
nun weitere Beschrankungen fur die gewonnene a-^-deutige Corre^ 
spondent in keiner Weise eingefiihrt werden. Insbesondere bleibt 
ganz unentschieden, ob die Correspondenz im bekannten functionen- 
theoretischen Sinne eine reducibele oder irreducibele ist, eine Unter- 
sckeidung, auf die wir nur erst spaterkin bei Special untersuchungen 
wieder zuruckkommen. 

Unsere Hauptaufgaben aber sind, filr die vorgelegte Correspondent 
analytisclie Darstellungen tu erbrmgen, sowie fur die Abtdhlung Hirer 
Coincidenten JRegeln tu entwielieln. Bei der Losung dieser Aufgaben 
werden wir nicht nur klaren Einblick in das Wesen der bereits im 
vorigen Paragrapken vorlaufig getrofifenen Falluntersclieidung in ge- 
wolinlicke und singalare Correspondenzen gewinnen, sondern wir werden 
zumal auck die gesamten im vorigen Paragrapken nur erst kistorisck 
gemackten Angaben beweisen konnen. 

Um diese Ziele zu erreicken, zieken wir mit Hrn. Hurwitz die 
Integrate erster Gattung der Flacke Fn keran, und zwar der Einfack- 

*) Wir brauchen im vorliegenden Eapitel r stets als Summationsbtichstaben 
im bier gemeinten Sinne r = 1, 2, • • •_, a. 

**) Wir denken uns die selbstverstandlicb als Riemann’scbe Kngelflache, 
damit die Stellen = oo , y = oo fiir den Wortlaut dieses Satzes keine Aus- 
nahme notig machen. 
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heit halber die zu einem ausgewahlten kanonisclien Quersehnittsystem 
gehorendeu Normalintegrale ji, hi ■ ■ ■ , h- -Bei der nachstfolgenden 
Untersuchung spielen die unteren Greiizen der Integrale eine vollig 
nebensachliche Eolle; mogen wir dieserhalb nur die oberen Grenzen 
explicite in die Bezeicbnung aufnehmen, indem wir z. B. unter 
das Integral ji, gefubrt von einer beliebig zu wahlenden Stelle der F,, 
auf irgend einem Wege bis zur Stelle s, verstehen. 

Indem wir zur vorgelegten Correspondenz zuruckgehen, bilden 
wir uns die p Integralsummen: 

(1) ji (.Vi) + ji (yj) H \-ji («/«) 

und wollen dieselben als Functionen der Stelle x interpretieren. Offenbar 
werden wir da p auf der gansen Fldche endliche Functionen der Stelle 
X haben. Um dieselben aber naher zu untersuchen, lassen wir x 
irgend einen geschlossenen Weg auf der F^ durehlaufen. km. Schlusse 
des Weges werden aucb die a Stellen insgesamt ihre Anfangslage 
wieder angenommen haben, nur dass ihre Reihenfolge im allgemeinen 
eine andere geworden ist. Wenn man aber die dergestalt vollzogene Per- 
mutation der «/,. in ihre Cyclen auflost, so wird man leicht gewahr, 
dass beim geschlossenen Wege des x die einzelne Summe (1) in sich 
selbst vermehrt um eine Periode von ji iibergegangen ist. Die dieser 
letzteren Periode zu Grunde liegende Bahn, welche sich aus einzelnen, 
den Cyclen der fraglichen Permutation entsprechenden, Ziigen zu- 
sammensetzt, ist offenbar von dem Index i der besonderen Summe (1) 
gauz unabhangig. Demgemass haben wir als Resultat: Die p Integral- 
summen (1), letracMet als Functionen der Stelle x, vermehren sich lei 
einem geschlossenen Wege des x um ein „System simultaner Ferioden“ 
der j^, . . .,j„. 

Die fraglichen p Integralsummen werden hiernaeh, in Abhangig- 
keit von x, p Integrale erster Gattung der Fn vorstellen; denn wir 
haben mit uberall endlichen Functionen zu thun, die bei Perioden- 
wegen des Argumentes x additive Oonstante annehmen. Stellen wir 
die gewonnenen p Integrale dutch ji{od), . . .,jp{x) explicite dar, so er- 
geben sich damit die p fiir die vorgelegte Correspondenz charaUeristischen 
Infegralrelationen : 

a p 

(2) ^jiiyj) ==^ ^ikjkioc) -f- TCi. 

r=:l k — l 

Die Ttij, sirid bierbei constante Grossen, welcbe als die massge- 
beiiden Bestandteile innerhalb der Relation (2) anzuseben siiid. Dem- 
gegenuber sind die p Zahlen tci ganz nnwesentlich; sie hangen einzig 
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V 012 den unteren Grenzen der j ab^ welche wir uns iibrigeiis fiir jedes 
einzelne in (2) entbaltene Integral particular ausgewablt denkeii 
konnen. 

Um nabere Angaben liber die Consfcanten jtu- abzuleiten^ gelieii 
wir auf das kanonische Querschnittsystem der Fn zurtiek imd lassen 
X erstlicb den Schnitt hi in geeigneter Richtung"^) durclilaufen. Das 
Integral ji(x) wacbst dabei um den Betrag 1 (cf. I p. 530), wlibrend 
die p — 1 anderen Integrale jk{^) unverandert bleiben. Die linken 
Seiten der p Gleicbungen (2) erbalten (wie wir im vorletzten Absatze 
bewiesen) p simultane Perioden als Zuwlicbse, uiid die letzteren baben 
die Gestalt: 

p 

(S) “j” (Jml j 

m = 1 

WO die 1% und g gauze Zablen sind, von denen die letzteren, g, von i 
uuabbangig sind. Indem wir die Andernng der recbten Seite von (2) 
mit derjenigen der linken Seite identiscb setzen, entspringen fiir die 
Coeffidenten tch der Belationen (2) die Darstelkmgen : 

p 

(d) Ttii = Jill -j- g,yii Tliu , (J) ^ ^ ^ J * ’ ‘ » P) ; 

in = 1 

in denen die g, h, um es m wiederholenj gewisse 2p^ gan^e Zalilen sind, 
Ein zweites System von p^ ahnlicb gebauten Relationen ver- 
sebaffen wir uns dadurcb, dass wir in (2) den Punkt x nunmehr die 
Periodenbabn ai des kanoniscben Schnittsystems im bestimmten Sinne 
darcblaufen lassen. Recbter Hand tritt bei der Relation (2) der 

p 

Betrag ^ TtikXki binzu, wabrend in den linken Seiten dieser Relationen 

k = l 

wieder ein System simultaner Perioden additiv binzukommt. Sind 
also Hu und Gru gewisse 2p^ neue game Zdhlen, so Jidben ^oir den Glei- 
cliungen (4) die weiteren p^ Relationen anmreihen: 

p p 

(P) ~ Hii d- Gki'tik'i (i, Z = 1; 2, * • • , . 

k=:^l " 

Endlicb bietet sicb die Moglicbkeit, die Grossen nik aus den Re- 
lationen (4) und (5) dadurcb ganzlicb zu eliminieren, dass man die 
aus (4) entspringenden Werte von Tta in (5) eintragt. Diese Bechnung 
fulirt auf die p^ Gleichungen: 

Es ist stets diejenige Richtung zit nebmen, welche vom linken znra 
rechten Ufer des conjugierten Schnittes fiilirt. 
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p p p p 

( 6 ) llihtll + ^ ^ gmktiru'Ckt = Hii + ^ G^ki^ik, 

)c—l k — 1 m=l /.• = ! 

(i, Z = 1, 2, • . -jP); 

. dieselben stellen tmserer Correspondent eigentimliche, ganttahlige Identi- 
tdten tweiten Grades twischen den Feidoden % der von ims atisgewdhlfen 
Normalintegrale erster Gattung j vor. 

Die Gleicliungssysteine (2), (4) und (6) bilden das wesentliclie 
Fundament der weiteren TJntersucbung. Dabei muss man freilicli nicht 
annehmen, dass aliein durcli die letzten Gleicliungssysteme (4) bis (6)^ 
in denen die ya nicht mehr vorkommen, die vorgelegte Correspondenz 
bereits eindeutig definiert sei. Wir werden vielmehr spilterhin sehen^ 
dass zu dem gleichen Coefficientensystem immer unendlich viele 
verschiedeiie Correspondenzen gelioren. 

§ 3. Von der Gesamtheit der algebraiscben Gebilde des 
Gescbleebtes p. 

Um die Verwendung der Gleicliungssysteme des vorigen Para- 
graplien fur eine allgemeine Tlieorie der algebraiscben Correspondenzen 
durcbzufubren, miissen wir vorber eineii neuen Excurs einscliieben, der 
zum Ziele bat, die Gesamtmannigfaltigkeit aller algebraiscben Gebilde 
eines einzelnen Gescbleebtes p zu liberblicken und insbesondere die 

• • V ( 7) ~ | - 11 . 

Rolle aufzuweisen, welche fur p > 0 die ^ Grossen hierbei 

spielen. 

Fiir p — 0 und p — 1 kommen wir auf sebr bekannte Verbalt- 
nisse zuriick. Je zwei Flacben des Gescbleebtes p — 0 sind rational 
in einander transformierbar; aber bei p — 1 ist zu diesem Zweeke 
notwendig and hinreichend, dass beiden Flacben der gleiche Wert der 
absoluteii Invariante J zukommt. Wdhrend wir also uherhaiipt nnr 
ein eintiges Gebilde p = 0 haben, existieren gerade oo^ Gebilde p = 1, 
alien unterschiedenen Werten des einen Parameters J eiitsprecbend. 
Man driickt dies nach Riemann in der Regel dahin aus, dass die Ge- 
bilde p = l einen „ModuV‘ haben. 

Es ist uns nun sebr geraufig, dass man als Modul der Gebilde 
p = 1 nicht nur die rationale Invariante J gebrauchen kann. In der 
That konnen wir an S telle von J auch eine irrationdle Invariante 
setzen, wie z. B. X oder im ersten Kapitel des ersten Absebnittes ; 
aber namentl’cb sei bier nocli besoiiders betont, dass wir endlicb aucb 
eine transcendents Invariante, namlich den Periodenquotienten m ge- 
brauclien konnen. Da kommen dann betreffs der fiir das einzelne Ge- 
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bilde ciarakteristisclien Werte des co die nns seit laBge bekaiinten 
Verlialtnisse der Modulteilung zur Geltung, insofern alle aquivalenteii 
m nun das gleicbe Gebilde geben. Man beaclite tibrigens sogleiclj^ 
dass CO nur eine andere Bezeichnang fiir die eine bei p — 1 ein- 
tretende Periode ist. 

Merken wir nns aber vor allem noch, dass die Gesamtheit der 
Gehilde p == 1 eine durcliaus eonfinuierliche Mannigfaltigheit hildet^ die 
ti)ir ein- dimensional nennen ivollen^ insofern die einzelne Stelle dieser 
Maunigfaltigkeit dureh den Wert der einen Variabelen J bez. m fixiert 
werden kann. 

Der Fall des Gescblecbtes p — 1 wird als Proto typ dienen miissen 
fiir die Gebilde eines beliebigen Geschlechtes jp > 1. Den Ubergang 
zwischen den verscbiedenen Gebilden p vermittelt man bier wobl am 
zweckmassigsten dadurcb, dass man bei einer ersten Plache Fn des 
Gescblecbtes p stetige Lagenanderungen der Verzweigimgspunkte vor- 
nimmi Die bierbei eintretende Uberlegung^ der wir nicbt ins einzelne 
nachgehen konnen, sehe man in der in I haufig genannten Scbrift 
Kleins; tiler Biemann's Theorie der algebraischen Functionen imd 
Hirer Integrate^ (p. 64 ff.) nacb. Es wird dortselbst imter Benutzung 
der bezeicbneten Massnabme der bereits von Riemann aufgestellte 
Satz entwickelt^ dass alle algelraischen Gelilde eines lestimmten Ge~ 
schlechtes p > 1 eine eimige msammenhdngende Mannigfaltiglxit von 
(3p — 3) Dimensionen lilden. Der biermit formulierte Satz gebort zu 
den wicbtigsten Fundamenten der ganzen Theorie der algebraiscben 
Functionen. Dbrigens ist die Thatsache, dass aucli bei einem Ge- 
schleclite i? > 1 alle zugehorigen Gebilde nur eine eimige msammen- 
hdngende Maunigfaltigkeit bilden, von Riemann selbst nie ausdriicklicb 
betont. Dieser Umstand wurde vielmebr erst von Klein a. a. 0. auf 
Grund vorangebender geometrischer Entwicklungen von Ltlroth^) und 
Gleb sc b^'*) hervorgehoben. 

Zufolge der Dimensionenzabl {^p — 3) der Gesamtmannigfaltig- 
keit algebraischer Gebilde des Gescblecbtes p postulierte Riemann 
(in Artikel 12 seiner Theorie der ,^AbeVschen Functionen^^) die Existenz 
gewisser (3j9 3) unabbangiger Parameter ^ vermoge deren man das 

einzelne Gebilde p zu definieren vermag. Die so gemeinten (3p — 3) 
GrosseUj die j^MIoduln^^ einer Riemann^seben Placbe^ werden dann bei 
belie biger eindeutiger Transformation derselben , abnlich wie das 


^0 Note uher Verzweigungsschnitte und Quersclmitte in einer Eiemann'schen 
Blache, Mathem. Aon. Bd. 3 (1871). 

Zur Theorie der Miemann'schen Flachen, Matbem. Ana. Bd. 6 (1873). 
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J oder das m des elliptisclien Falles^ den Cliarakter der Invarianz 
darbieten. 

Eine directe Definition der (dp — 3) Modaln kann man dadurcb 
geben, dass man in ibnen die ahsoluten Invarianten der Normalcurve der 
Formen (p erblickt, den Begriff der Invarianten dabei im bekannten 
Sinne der linearen Invariantentbeorie gefasst. Fiir niedere Geschlecbter 
p — 2y d kann man den hiermit gegebenen Ansatz nocb leicM durcli- 
bilden; man kann dabei neben rationalen Invarianten^ wie bei = 
naturlicb auch irrationale gebrancben Dnd nun ist es fiir uns ganz 
besonders wichtig^ dass wir, dem co des Falles p — 1 entsprechend, auch 
die Ferioden %i-k der Integrals erster Gattung als transcendents Inva- 
rianten m Moduln der Gebilde des Geschlechtes p lieramiehen honnen; 
dieser Ansatz kann dann gleicb ganz allgemein fiir beliebiges p ver- 
wendet werden**^'*'^). 

Es findet der fraglicbe Ansatz aber seine unmittelbarste Verwendung 
in der Massnahme, dass man insbesondere die algebraisehen Grossen 
des einzelnen Gebildes vermoge einer zugehorigen Function darstellt; 
in den Reibenentwicklungen der vermoge deren man diese Func- 
tioneii in der Regel einfiibrt, sind namlich die Tu- gerade allein die 
ausschlaggebenden Bestandteile. 

Im naberen Verfolg der letzten TJ'berlegung treffen wir nun auf 
ein sebr merkwiirdiges Sachverbaltnis. Die Anzabl unterscbiedener 


’^) tJber p==S insbesondere vergl. man neben der p. 510 genannten Mono- 
grapbie von Weber ancb nocb den zweiten Abscbnitt in der gleicbfalls baufig 
genannten Abbandlnng von Klein ^^Zur Theorie der AbeVschen Functionen^^ 
Math. Ann. Bd. 36. Wegen sonstiger algebraiscber Definitions weisen der Moduln 
vergl. man Bril 1-No etb er in Bd. 7 der Mathem. Ann. p, 300 — 307 (1873); 
eine neue transcendente Definition der Moduln giebt Klein in der Tbeorie der 
automorpben Functionen; vergl. Matb. Ann., Bd. 19 p. 566 u. f. und Bd. 21 
p. 216 u. f. (1882). 

Docb bemerke man, dass speciell die hyperellipUschen Gebilde eines be- 
liebigen Gescblecbtes p aucb von algebraischer Seite besonders leicbt zuganglicb 
sind. Das einzelne unter ibnen wird man auf eine zweiblattrige Flacbe mit 
(2p + 2) Verzweigungspunkten bezieben, und die Moduln sind dann die absoluten 
Invarianten jener binaren Form (2jp + 2)^®^ Grades, durcb deren Nullsetzen die 
Yerzweigungspunkte gegeben sind. Indem man durcb iineare Transformation 
drei Yerzweigungspunkte stets an vorgescbriebene Lage bringen kann, bleiben die 
(2p — 1) ubrigen willkiirlicb beweglicb; es giebt also nocb 2^ — 1 „Modu]n‘^ 
Man kann aucb sagen, die (3jp — 3) Moduln der byperelliptiscben Gebilde seien 
bis auf (2p — 1) unter ibnen specificiert, oder endlicb, die byperelliptiscben Ge- 
bilde des Gescblecbtes p bilden innerbalb der (3p — 3)-facb ausgedebnten Gesamt- 
mannigfaltigkeit der Gebilde vom Gescblecbte p ein Continuum von (2p — 1) 
Dimensionen. 

Klein-J’ricke, Modulfunctioneii. II. 


34 
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Zij, ist nach I p. 530 durch gegeben; hierbei rniissen, damit 

die ^-Reihen convergieren^ die imagiBaren Bestandteile der xa, welcbe 
wir i6a BenneB; der Bedingung geniigenj dass 

(1) == H h H \- Xp 

eine definite, und zwar positive quadratische Form abgiebt (was im 
Falle p == 1 einfacb auf die Forderung eines der positiven Halb- 
ebene angeborenden m liinauslauft). Aber die Einschrankung V > 0 

lasst dem System der nocb seine ^-^^^t-^-fache Beweglichkeit 

nnd diese Zabl stimmt dock nur fiir p — 2 und p = S mit der An- 
zabl (3 jp — 3) der Moduln der Gebilde p, Wir postulieren somit bei 

p> S fur die ta neben der Forderung Y > 0 noch weitere 
undhlidngige Bedingungen: 

(2) (tif) = 0 , ‘ c b(^-2) = 0, 

2 

welche erfullt sein milssen, damit die tik vermoge ihrer dann nocJi blei- 
benden (3p — d>)-faclien Variabilitdt als Moduln fur das GeschlecM p 
fungieren honnen. 

Was diese Bedingungen (2) angebt, so bat man nur erst den 
niedersten Fall p = 4 erledigen konnen, wo eine Relation zwiscben 
den zebn %a in Betracbt kommt. Es ist in der That Hrn. Scbottky"^') 
gelungen, eine erste Gestalt fur diese Relation wirklicb anzugeben; 
und zwar bandelt es sich dabei um eine Gleicbung zwiscben den Null- 
werten der geraden O’-Functionen, die fur die einer Flache jp == 4 
stets erfiillt ist. Im iibrigen aber ist die Frage nacb der Eigenart 
der Eelationen (2) zur Zeit nocb durcbaus eine offene. 

§4. Von den singnlaren Riemann’sehen Plachen. Einteilnng der 
Oorxespondenzen in singulare und gewohnliclie. 

Wir mussten die allgemeine Besprecbung des vorigen Paragraphen 
einscbalten, um die Bedeutung der Perioden %i-k fiir die algebraiscben 
Gebilde des Geschlecbtes p in ibrem vollen Umfange zu ermessen; 
denn die Grossen ta* sind nacb den Formeln yon § 2 fiir die Oorre- 
spondenztbeorie insbesondere von grundlegender Bedeutung. Um 
dies einzuseben^ geben wir wieder einen inductiyen Weg und speciali- 


*) Siehe die Abhandlung ,,Zur Theorie der AbeV schen Functionen von vier 
Variabelen^^ Crelle’s Journal Bd. 102 (1888). 
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sieren die Gleicliungen (6) § 2 fiir den niedersten Fall p — 1. Wir 
erhalten da, indera wir = co setzen, die eine Gleichung: 

(1) g(D^ + Qi ~ G)(d — H = 0 

uud sind mit ilir zu genan demselben Ansatze zuruckgefuhrt, den wir 
im vierten Abschnitt (Kap. 5) der Einfulirung jener singuldren Iloduln 
m zu Grunde legen konnten, fiir welche complexe Multiplication statt- 
fiudet. 

So baben wir aucb bier wieder die damalige grundlegende Fall- 
unterscbeidung: 

JErstlich kann die Gleichung (1) identisch erfiilU sein^ imd dies 
tritt stets imd nur dann ein^ ^venn die vier gmiBen Zalilen g,h^ G^ FI 
die drei Beding ungen: 

( 2 ) h^G 

erfilllen. Ftir den Modul co oder J des Gebildes ^ == 1 liegt dann 
keinerlei besondere Besebrankung vor. 

Wenn aber meitens die ganzen Zablen g^ li, * • der Bedingung (2) 
nicbt genugen, so mussen sie, wenn anders wir in (2) einen fiir uns 
braucbbaren Ansatz baben sollen, in li — G, — R) eine quadra- 
tiscbe Form negativer Determinante bilden. Das Gebilde p == 1 , 
Welches wir nun als ein singuldres zu bezeicbnen baben, ist durcb 
die Formclasse (g^h — G^ — H) eindeutig bestimmt, und umgekehrt 
gebort zu jeder Formclasse negativer Determinante ein bestimmtes 
singulares Gebilde des Gescblecbtes p — I, Aus den frliberen Satzen 
aber ergiebt sicb unmittelbar: Innerhalb der conUmderlichen Gesamt- 
mannigfaltigkeit aller Gebilde j? == 1 liefern die singuldren Gebilde dieses 
GeschlecJites eine uberall dichtSy aber durchaus discrete Mannigfaltigkeit 
Fiir > 1 treffen wir nun analoge, aber weit compliciertere Ver- 
haltnisse an. 

Als einfacbsten Fall baben wir wieder den voranzustellen, dass 
die jF Eelationen (6) § 2 unabhdngig von den Werten der Vij, erfilUt 
sind. Es ist eine leicbte Betracbtung, welcbe zu dem Eesultate 
fiibrt, dass dieser Fall stets und nur dann eintritt, wenn die 2p ganm% 
Zalilen ha, Ga einander gleich sind: 

(3) =* ^PV ^11 ^22 ^PP > 

vvdhrend alle p{p — 2) ubrigen gamen Zalilen g^h,-* verscliwinden. 
Das Gebilde ist bier wieder in keiner Weise specificiert, d. i. die tij, 
baben nur erst den immer bestebenden Bedingungen: 

(4) V>o, cD, = 0,---, cD^)m = 0 

2 


ZU geniigen. 
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Aber indem wir jetzt auch bei allgemeinem p jede Flache Fn und 
damit jedes Gebilde p als ein singnlares bezeicbnen, dessen Moduln 
ra eine nicht identiscli verscbwindeiide ganzzahlige quadratiscbe Re- 
lation (6) § 2 Oder mebrere solche befriedigen, baben wir offenbar 
filr diese singularen Gebilde des Gescblecbtes p eine grossere Reibe 
moglicber Falle zu unterscbeiden. 

Es kann sein^ dass die Relationen (6) § 2 im Verein mit den 
eben angegebenen Relationen (4) eine Reibe sicb nicbt widersprecbender 
Bedingungen vorstellen, denen man nur durcli eine endliche Zabl unter- 
sebiedener Systeme von Werten tn geniigen kann. Die so gemeinten 
Zablsysteme werden alsdann, insofern sie Losungen des ganzmliUgen 
Gleicbungsystems (6) § 2 sind, einen leicbt zu umgrenzenden aritb- 
metiscben Cbarakter baben, wabrend wir freilicb bei p > 4 infolge der 
Gleichungen (4) den numeriscben Cbarakter dieser speciellen Systeme 
Tik nicbt erscbopfend anzugeben vermogen, da sicb eben die Gleicbungen 
(4) in diesem Betracbt zur Zeit jeder Vermutung entzieben. 

Aber das ist wieder nur ein Grenzfall, der dem unter (3) gemeinten 
Falle genau gegeniiberliegt. Dazwiscben liegt (wenn jp > 1 ist) eine 
Reibe neuer Mbglicbkeiten: In der That mag ja ein einzelnes vor- 
gelegtes Gleicbungssystem (6) § 2 im Verein mit (4) die Beweglicb- 
keit der auf eine (3^ — 3 — ^)-facbe einscbranken, wo jetzt q 
irgend eine ganze Zabl aus der Reibe l,2,-*-,3jp — 2 ist. Die 
Gleicbungen (6) § 2 reprasentieren in diesem Falle q unabbangige 

Bedingungen, so dass sicb die ta in — o zunacbst willkiirlicb 

A 

bleibenden Grossen mit Hiilfe von Coefficienten darstellen, die einem 
nnmerisch woblbestimmten Gebiete angeboren. Mit den Bedingungen 
(4) aber treten dann wieder weitere Einscbrankungen fiir die zu. 
binzu, deren genauer Cbarakter uns nicbt weiter bekannt ist. 

Die dureb ein einzelnes System nicbt durcbgangig identiscb ver- 
scbwindender Gleicbungen (6) § 2 definierten singularen Gebilde werden 
bei dieser Sacblage, allgemein zu reden, eine Mannigfaltigkeit bilden, 
die aus einem oder aus mebreren Continuen bestebt; nur im aussersten 
Falle (p = 3jp — 3) scbrumpfen diese Continua auf einzelne Gebilde 
zusammen. Wir milssen dieserbalb von einer ganzen Classe singuldrer 
Gcbilds des G‘6schl6cht6s p spreeben, in welcbe alle aus der Gesamt- 
mannigfaltigkeit p dureb ein einzelnes Gleicbungssystem (6) § 2 aus- 
gesebiedenen Gebilde zusammengefasst sind. Im Gegensatz zu den 
ubersicbtlicben Verhaltnissen des Falles p = 1 muss man sicb da- 
bei vorstellen, dass sich die mrschiedenen Classen singuldrer GeUlde 
in der Gesamtmannigfaltigheit der GeUlde p aufs vielfdltigste durcMringen. 
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Wir werden spaterMn geradezu die Prage aufzuwerfen haben, wieviel 
verschiedene Classen singularer Gebilde sicb in einein particular ge- 
wahlten Gebilde tiberkreuzen mogen. 

Die Theorie der singularen Eiemann’schen Plachen steht in enger 
Beziehnng zu alteren Untersuchungen Kroneckers*^) iiber Transfor- 
niatioh der -O’-Reihen, ein Gegenstand, der spaterkin ausfiihrlicher von 
den Herren H. Weber und Frobenius'^'^*) durchgefuhrt worden 
ist. Der Ausgangspunkt dieser Untersuchungen ist, wie bereits eben 
angedeutet wurde^ die Transformation beliebiger Ordnungen einer ein- 
zelnen '^’-Reihe von p Variabelen, und man fragt^ urn es durch eine 
uns gelaufige Benennung auszudrucken, nach den Fixpunkten der dabei 
auftretenden linearen Substitutionen der Perioden. Das ist also genau 
die Verallgemeinerung jener Pragestellnng, wie wir fiir p = 1 oben 
pag. 176 (in den ersten Zeilen) formulierten. Die Portbildung dieser 
zunachst rein analytischen Ansatze muss, sofern man auch noch die 
Relationen (4) in die Untersuchung einfiihrt, auf singulare algebraische 
Gebilde unserer Art hinfiihren. Inzwischen ist eine weitergehende 
function entheoretische Durchforschung unseres Gegenstandes nur erst 
fur ^ = 2 in Angriff genommen, und zwar durch Hrn. Wiltheissf); 
aber man kann nicht zweifeln, dass auch in den weiter folgenden 
niederen Fallen j) = 3, 4, • • • in dieser Eichtung noch interessante 
Resultate zu finden sind, die dann zumal auch geometrische Bedeutung 
fiir die zugehorigen Normalcurven gewinnen. 

Die Anwendung der entwickelten Principien auf die Correspondenz- 
theorie ist jetzt leicht gegeben. In § 2 ordneten wir jeder Corre- 
spondenz auf einer Plache Fn des Geschlechtes p ein System von Ap^ 
gaiizen Zahlen Grik, Sa eindeutig zu. Bs kann erstlich sein, 

dass diese ganzen Zahlen gerade den unter (3) gemeinten Bedingungen 
geniigen, welche identisches Bestehen aller Gleich ungen (6) § 2 nach 
sich ziehen. Den gemeinsamen Wert der 2p moglicherweise noch von 
Null verschiedenen Zahlen ha^ On nennen wir — w. Diese ganze 
Zahl IV j deren besonderer Wert irgend welcher sein mag, heisse als- 


*) In den Berliner Monatberichten vom 15. October 1866, abgedruckt in 
Crelle’s Journal Bd. 68. 

Tiber die Transformationstheorie der ^ -Functionen , insbesondere derer von 
drei Veranderlichen, Annali di Matematica, 2*® Eeihe Bd. 9 (1878). 

principalen Transformationen der O' -Functionen mehrerer Varia- 
belevif Crelle’s Journ. Bd. 96 (1883). 

t) Bestimmung AbeVscher Functionen mit zwei Argumenten, bei denen com- 
plexe Multiplicationen stattfinden, Habilitationsschrift (Halle 1881), abgedruckt in 
Bd. 26 der Mathem. Annalen, 
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dann WerUgheit der Yorgelegten Correspondenz; letztere selbst aber soil, 
indem wir die Benennungen des § 1 nun im vollen Umfange wieder 
aiifnehmen, als eine geivohnliclie oder auch als eine Wertiglwitscorrespon- 
dem bezeichnet werden. Die gnmdlegenden Gleiclmngen (2), (4), (5) 
§ 2 einer solchergestalt definierten Wertig’keitscorrespondem liaben fur die 
3Ioduln der m Gnmde Uegenden Fldche Fn heinerlei Besehrdnlcmig im 
Gefolge. Es wird uns aber gleich im folgenden Paragraphen obliegeii, 
zu zeigen, dass die Mermit aiifs neue gegebene Definition der gewolin- 
lichen oder Wertigkeitscorrespondenzen genau niit dem bereits in § 1 
eingefiihrten Sprachgebrauch in Ubereinstimmung ist. 

Geniigen jetzt zweitens die ganzen Zahlen g, h, G, H den 
eben gemeinten Bedingungen niebt, so baben wir ein System niebt 
diirebgangig identiscb erfiillter Gleicbungen (6) § 2. Alle Corre- 
spondenzen, welcbe anf eben dieses Gleichungssystem fiibren, mogen 
wir dann (und zwar wieder in TJbereinstimmung mit dem Sprachge- 
brauch des ersten Paragrapben) in eine Classe singuldrer Correspon- 
denmi vereinigen. Die Correspondenzen der einzelnen solchen Classe 
werden dann nnr auf jenen singuldren Fldchen vorlmnmen Iwnnen, welche 
eben der ztigeJidrigen Classe singuldrer algebraisclier Gebilde p angehoren. 

Es wird Gegenstand einer weiterbin anzustellenden Untersucliung 
sein milssen, inwieweit innerbalb der biermit gegebenen Grenzen die 
versebiedenartigen Correspondenzen aucb wirklicb vorkommen. Geben 
wir nur Yorlaufig an, dass auf einer singuldren Fldche nehen gewbhn- 
lichen Correspondenzen in der That stets auch singuldre Correspondenzen 
der gerade in JBetracM Jeommenden Classen sich finden, 

Durch Vorstebendes ist nun gezeigt, worin im Gnmde der Fort- 
sebritt der Hurwitz'seben Correspondenztbeorie gegenuber den friiheren 
Betraebtungen der Geometer bestebt. Eben erst dadurcb, dass neben 
den Eigensebaften , die alien Gebilden des Gescblecbtes p gemeinsani 
sind, vermoge der sebarferen Begriffsbestimmungen der AritJmetih die 
singuldren Gebilde voile Wurdigung und Aufklarung fanden, konnte 
die Correspondenztbeorie ihren principiellen Abschluss gewinnen. 


§ 5. Darstellung der Wertigkeitscorrespondenzen durch die Primform. 

Ableitung der Cayley-Brill’schen Correspondenzformel. 

Als erstes Ergebnis der Hurwitz'seben Betraebtungen entwickeln wir 
eine besonders einfache Theorie der Wertigkeitscorrespondenzen, die wil- 
der allgemeinen Tlieorie vorweg nebmen wollen, um solchergestalt 
alle in § 1 betreffs der gewohnlicben Correspondenzen aufgestellten Be- 
hauptungen einzalosen. Sei also auf der zu Grunde liegenden Flache 
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Fn irgend ein analytisclies Gesetz von der in § 2 angegebenen Art 
vorgelegt^ nacli welchem jedem Punkte x der a mit x stetig sicli 
andernde Punkte eindeutig zugeordnet sindj und mogen die 

Integralrelationen (2) § 2 dieser a-deutigen Correspondenz solcke 
Coefficienten %ij, besitzeo, dass die Gleickungen (6) § 2 samtlicli un- 
abhaogig von den Werten der erfiillt sind. Nach den voranf- 
gehenden Entwicklungen ist alsdann Gii==^hii— — w, wahrend alle 
dbrigen li, G, H verscbwinden. Indem wir aus (4) § 2 die zuge- 
horigen berecbnen, kommt das Resultat: Fie Integralrelationen 
unserer getvdhnliche7% Correspondent; der Wertiglzeit w lauten: 

a 

(1) ^ ji{yr) + ivjiix) = Tti . 

r = l 

Wir gehen nun zu dem in § 2 formulierten Plane, iinsere Corre- 
spondenz in irgend einer Weise analytiscli darzustellen. Die ganzen 
algebraischen Pormen G{x^y) des § 1 miissen iins bierbei zur Richt- 
sclinur dienen ; wir stellen in diesem Sinne die beiden Stellen x, y der 
Flache zunacbst als von einander unabhangig neben einander und 
suchen nacb einer von den beiden Stellen u?, y abhangenden Function 
oder Form fipo^y) der F^, welche bei stehendem x eine o^-wertige 
Function oder Form der Stelle y wird, die gerade in den a Pimkten 
2/ = 2/n ‘ einfach verschwindet. Naturlich werden wir bei den 

allgemeinen jetzt vorliegenden Voraussetzungen von vornherein nicbt 
verlangen diirfen, dass f{co,y) eine algebraisclie Form der Fn ist; in 
der That konnen wir nur erst unter Gebrauch der mr Fn geliorenden 
Frimform der gestellten Anforderung geniigen. Es geschieht dies in 
einfachster Weise durch das Product: 

(2) ficc, y) = JP{y, y^) F(y, y^) ■ ■ ■ P{y, y^), 

'woloei freilich die Ahhdngiglceit des f(x, y) von x sich in das in (2) nicht 
in Evident tretende analytische GrundgeseU unserer Correspondents hirgt 

Die Gleichung f{x, 2 /) = 0 stellt nun unsere a-deutige Oorrespon- 
denz rein dar, insofern sie namlich bei stehendem x nur durch die- 
a Stellen ” * * 2/a befriedigt wird^). Aber es ist sehr zu betonen, dass 
aucJi die inverse Correspondenz, welche ^-deutig sei, durch f rein 
dargestellt wird. Soil namlich f(x, y) bei stehendem Punkte «/ fnr die 


Hierbei sind freilich die festen Rnllpunkte der Primform in den Verzwei- 
gungspunkten nicht mitgerechnet. Dieselben lassen sich, wenn man will, nach 
p. 494 immer dadurch eliminieren, dass man von einer ’ kanonischen Flache 
ausgeht und bei der Construction der Primform mit dem auf dieser F^ existie- 
renden uberall endlichen nnd nicht- verschwindenden Differential operiert, 
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Stelle X = verscliwinden, so muss wenigstens einer der Primfac- 
toren (2), etwa der r*®, versehwinden. Dieser Factor verhalt sich dann 
in der Umgebung der Stelle a;o wie (t/ — «/,), und es gilt dortselbst 
zufolge unserer Voraussetzungen (Anfang von § 2) eine Darstellung: 

i/r — t/ = Cr(x — Xg)” + Cr+i(x — -J , 

wo V eine ganze Zabl >0 und c,, ^ 0 ist*). Dur'ch Inversion dieser 
Entwicklnng wird in der That evident, dass von den j3 jener Stelle y 
correspondierenden Punkten im ganzen v bei Xg coincidieren, 

falls f(x, y) bei Xg im Grade v verschwindet. — Hierbei ist freilich, 
damit die Entwicklung von (y^ — y) die eben gebrauchte Gestalt hat, 
vorausgesetzt, dass yr bei Xg nicht auf der Fn verzweigt sei; aber wir 
brauchen den hiermit ausgeschlossenen Pall gar nicht besonders zu 
untersuchen, da er nur in vereinzelten Punkten x der Fn auftreten 
kann (cf. § 2). 

Leistet hiernach fur die reine Darstellung unserer „a-j3-deutigen“ 
Correspondenz die Form f(x,y) alles Wunschenswerte, so kann es 
dock fur manche Betrachtungen unzweckmasMg sein, dass f(x,y) auf 
der Plache Fn zwar unverzweigt, aher nicht eindeuiig ist. Dieserhalb 
wollen wir f{x, y) in der folgendeu Art zu einer eindmtigm Function 
der Fn ausgestalten: Wie in § 1 seien ^ und tj zwei particulars Lagen 
der unabhangig veranderlichen Stellen x, y, und es mogen der Stelle | 
die a Punkte correspondieren ; die Anordnung sei so ge- 

troffen, dass y weder mit | noeh mit einer der Stellen ij,. coincidiere. 
Vermoge der Primform bilden wir uns dann unter Beibehaltung der 
Bezeichnung (2) den nachfolgenden Ausdruck: 


( 3 ) 




r P(a;,y)P(|,i;) -| 

LP(a;,7,)P(|,2/)J 






wo der ganzzahlige Exponent w die Wertigkeit unserer «-deutigen 
Correspondenz ist. Wir behaupten zunachst: I)er Ausdrucl F(x , j §%) 
stellt eine von den vier unabhangig veranderlichen Funlten x, y, I, -y ' ab- 

hmgende Function der Fn vor, welche auf dieser Fldche durchaus ein- 
dezitig ist. 


Dass erstlich F in den homogen en Variabelen jeder der vier 
Stellen von nullter Dimension ist, zeigt der Ausdruck (3) ohne weiteres 
Man untersuche also gleich weiter F als Function Yon y fiir stehende 
Werte der x, g, y- damit hierbei aber nicht identisches Versehwinden 
Oder Unendhehwerden von F eintritt, moge wie bisher y weder mit | 


*) Betreffs der BedeutuDg Ton (x — 
pnnkte selie man I p. 497. 


Xq) fur = oo Oder ftir Verzweigungs- 
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nocli mit einer der Stellen rir coincidieren, desgleichen aber soli ‘rj 
aucb Yon x iind den Stellen yr verschieden sein. Das Periodenver- 
halten der Primforoi ist ans Yorigem Kapitel bekannt: durcUauft y 
eine Periodenbalin hi^ so gebt F wieder in seinen Ad fangs wert fiber; 
leiten wir aber y fiber die Bahn a/, so gebt F in sicb selbst, mul- 
tipliciert mit: 


( 4 ) 


f 


fiber. Aber wenn man x m ^ fiberffibrt, so geben die Stellen yr nacb 
riry und also ist zufolge (1) der Exponent des Ausdrucks (4) mit Null 
identiscb. Auf der anderen Seite bemerke man, dass unsere Function 
F Yon y auf der ganzen Flache wesentliche Singularitaten iiberall 
nicht aufweisen kann: Es ist demnach F eine eindentige tmd mgleich 
eine algebraische Function der Stelle y der Flache. 

Man betracbte jetzt F(x^ y als Function der Stelle x. Da- 

bei wird die scbon in § 2 ausfuhrlich betracbtete Art, wie bei Perioden- 
wegen des x die a Punkte yr in ibre Anfangslage zurfickkehren, von 
Bedeutung. Obne bier nocb einmal die Uberlegung ausffibrlicb zu 
wiederbolen, sagen wir gleicb, dass F bei einem Periodenwege des x 
in sicb selbst, multipliciert mit einem Factor: 

i=i 

e 

iibergeben wird. Dabei sind die G constante, nur vom Periodenwege 
abbangende Zahlen; aber dieselben miissen samtlicb verschwinden, weil 
anderenfalls F nacb Durcblaufung der Periodenbabn des x augenscbein- 
lich nicbt mebr eine algebraische Function von y vorstellen konnte: 
also auch vom Punlcte x ist F eindeutig und damit algebraisch dbhdngig. 

Endlich ist die eindeutige, und natfirlicb wiederum algebraische 
Abbangigkeit des F von | und ri eine einfache Folge der Identitat: 

\^,y)=^ F{x,y 1 
Vermoge der Gleichung: 

(6) Fix, 2 / II, ^) = 0 

ist nun zufolge der erbaltenen Resultate die algebraische Farstellung 
nnsercr a - ^-deutigen Correspondent der Wertiglceit w mischen Punhten 
X, y der Fn in einer ersten Gestalt geleistet. Aber diese Darstellung 
ist iiii Gegensatz zu der durcb Nullsetzen des Productes (2) entsprin- 
genden in alien Fiillen einer nicbt verscbwindenden Wertigkeit niclit 
eine reine. Vielmchr wird bei stehendem Punhte x (bet. y) neben den a 
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Q)es. correspondierenden PimMen y (bes, x) durch F — 0 immer noch 
der Pmikt x (he^, y) selhst, w-fach gemhlt, mitgeliefert. Hier also sind 
wir zur BrilFsclien Fassung des Begriffs der Wertigkeit einer Correspon- 
denz unmittelbar zuriickgefulirfc (cf. § 1), wie denn vor alien Dingen 
axis der Darstelliing (6) evident geworden ist, dass die im vorigen Pa- 
ragraphen gegebene Definition der Wertigkeitscorrespondenzen sich 
mit derjenigen des § 1 im Wesen deckt. In der That braucht man 
hierbei nur etwa noch zu bemerken, dass umgekelirt auch jede durch 
Nullsetzeii einer algebraischen Function zweier Flachenpunkte im 
Sinne des § 1 zu definierende Correspondenz vermoge des AbeFschen 
Theorems auf die fiir die Wertigkeitscorrespondenzen charakteristischen 
Integralrelationen fiihrt. 

Es wtirde sich hieran die Discussion sehliessen miissenj wie man 
die Function F(Xy y [ Tj)^ vielleicht fiir particular gewahlte >2? 
vermoge einer bi-ternaren Form i^ach Art von 

(1) p. 520 darzustellen vermag, wenn man nicht etwa fiir eine der- 
artige explicite Darstellung eine andere Formentheorie der Flache 
gebrauchen will. Solchergestalt wiirde zumal das analytische Grund- 
gesetz der Correspondenz^ welches in dem Ausdrucke (3) von F doch 
nur implicite enthalten ist, ausserlich in algebraischer Gestalt nn- 
mittelbar evident werden. Inzwischen miissen wir die hiermit ge- 
meinte Untersuchung bis spater (Kap. 6) verschieben und leiten vorab 
nur noch aus der Gleichuiig (3) das Cayley -BrilFsche Correspondenz- 
princip ab, welches wir gleichfalls schon im § 1 vorlaufig namhaft 
machten. 

Es sei V im Sinne von p, 521 die Anzahl der Coincidenzen, 
welche unsere «-/3-deutige Correspondenz -auf der Flache Fn aufweist. 
Zur Berechnung dieser Anzahl v werden wir die beiden Punkte x 
und y zur Coincidenz bringen^ worauf zufolge unserer obigen Berner- 
kungen fiber f{x,y) die Zahl v gleich der Anzahl einfacher Null- 
punkte der Form f{x^ x) auf der Fn wird, falls wir von den in den 
Verzweigungspunkten festliegenden Nullpunkten dieses Primform-Pro- 
ductes absehen. Zur Berechnung der Anzahl der so gemeinten Null- 
punkte von f(x, x) haben wir nun mehrere Wege, und es schliesst 
sich an die voraufgehende Entwicklung am engsten die nachfolgende 
algebraische Deduction an: 

Setzen wir in der algebraischen Function F(x, y \ tj) nach ge- 
eigneter particularer Auswahl von rj die beiden Stellen x und y 
identisch^ so tritt zufolge der rechten Seite von (3) in F der identisch 
verschwindende Factor P(x,x) auf. Aber die Primform P(x^y) wird 
bei unendlich nahe liegenden Stellen x, y bekanntlich algebraische in- 
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dem sie in das Differential ubergehrt; nacii Auslosung dieses 
storenden Factors bleibt uns demnach in: 


( 7 ) 


0 (X^ j * 2 ) 






n 10 
L 


fix, x) rj) 


eine gleiclifalls algebraiscJie Form der Fn, welcbe nor nocb von der 
Stelle X abhangt und in den homogenen Variabelen die Dimension 
- — 2 IV aufweist. 

Aiif wende man nun den p. 487 entwickelten Wertig- 

keitssatz fiir algebraische Foi^men der Fn an^ und hierbei ist es eine 
besondere Erleichterung, dass die in Verzweigungspunkten festliegenden 
Nullstellen fur den mveiten Brucli auf der recbten Seite von (7) gar 
nicbt zu beriicksicbtigen sind. Diese Nullpiinkte riihren ja von den 
Differentialen d^x, dty in der Definitionsgleicliung der Primform her, 
v^^obei offenbar die zum z’weiten Alignment in f(Xj x) gehorenden Diffe- 
rentiale d^x sicb gerade gegen die Differentiale d^x des im Nenner 

(7) stehenden Factors f(^, x) fortlieben, wabrend in gleicber Weise 

die vom ersten Argument x in f{x, x) herruhrenden Differentiale 
^lur gleichen Differentialfactoren in f(Xj ri) sicli heben. Bei 

dieser Saclilage ist die Anzahl einfaclier Nullpunkte von 4> direct mit 
der Ooincidenzenzahl v identisch, und indem wir jetzt die Anzahl ein- 
fg^cher Unstetigkeitspunkte yb nennen, wird nach der bezuglichen Regel 
p. 487: 

(8) V — ^ . 2nw 


sein. Die Bestimmung von yc ist aus den Nullpunkten des Nenners 
(7) leicht geleistet: /*(§, x) liefert deren nocli a einfache, f(x, ri) aber 
jede der Primformen F(x,ri)j F{^^x) aber verschwindet einfach 

an einer gewissen Stelle der Fn (namlich ri bez. und je — facli 
in eiiiem Verzweigungspunkte mit % Blattern. Somit ist: 


yb==a-j-^-}-w [2 -\-Di% — D] , 

wo sick die Summe auf die gesamten Verzweigungspunkte von Fn 
bezieht. Mit Hlilfe der Formel (2) in I p. 340 setzt sich der gewonnene 
Ausdruck ft in: 

yi — a 2w(p + n) 

um, und also folgt durch Einsetzen in (8) fiir v der Wert: 

(9) V — a ^ 

womit die Cayley -Brill' sclie Gorrespondemformel thatsdcMich gewonnen ist 
Hiermit sind nunmehr alle in § 1 betreffs der gewohnlichen auf- 
gestellten Behauptungen eingelost, 
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§ 6. Die aritlimetisclie Gmndlegiirig der allgemeinen Gorrespondenz- 

theorie. 

Um spater nicht unterbrechen zu miissen, senden wir einen Hiilfs- 
satz fiber die Perioden ra* der Normalintegrale erster Gattung voraas: 

SoUen wir durch 2p gan^e ZaMen Ai, Bjc die p Gleichimgen: 

p 

(1) Ai -f- Bk'Cik = 0 • • • , p) 

^•=l 

befriedigen , so Ttann das fur ein Wertsystem tik einer belieiig Jierausge- 
griff enen Eiemann' schen Fldche des GescMecJites p mir dadurcli geschehen, 
dass mr alle 2p Zahlen A, B mit Null identisch nehmen. Man bilde 
namlich das Integral erster Gattung: 

(2) j = B^j^ + B^j^ + H Bpjp] 

dasselbe hat unter Voraussetzung von (1) lauter reelle Periodicitats- 
moduln, indem langs des Schnittes ai die Wertdifferenz Bi, langs hi 
aber zufolge (1) die Differenz — At eintriti Schreibt man hiernach 
j = so ist V ein auf der xiberall endliches und eindeutiges 

Potential. Also ist v nach den beziiglichen in I p. 523 ff. entwickelten 
Satzen auf der ganzen Flache constant und damit ist dann auch j 
mit einer Constanten identisch. Da nun die linear-unab- 

hangig sind, so folgt == 0, . . = 0 und damit aus (1) Ai = 0. 

Wir wollen nunmehr die Fragen der Theorie der algebraischen 
Correspondenzen auf der Fn in voller Allgem einheit behandeln, indem 
wir von unserer Flache Fn nichts weiter annehmen, als dass sie (3jp — 3) 
specificierte Moduln hdben; denn in der That wird die Correspondenz- 
theorie der Fn^ als eine arifhmetische Theorie ^ nicht invariant bei Ab- 
anderung der Moduln sein kbnnen. Wir miissen nun die allgemeinen 
Entwicklungen des § 4 fiber singulare Flachen heranziehen und er- 
innern zunacht daran, dass sich die damals besprochenen Classen sin- 
gularer Gebilde des Geschlechtes p in der Gesamtmannigfaltigkeit 
algebraischer Gebilde dieses Geschlechtes in der vielfaltigstep. Weise 
durchdringen. Die damaligen Entwicklungen haben wir gegenwartig 
noch weiter fortzusetzen, indem wir geradezu fragen: Wieviel Classen 
singuldrer Gebilde schneiden einander in unserem vorgelegten Gebilde Fn, 
und wie vermbgen wir uns uber alle jene Classen den Uberblich m ver- 
schaffen? 

Wir kleiden diese Aufgabe des naheren so ein, dass wir bei ge- 
gebenen die p^ Gleichungen: 
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p p p p 

(3) ^ hktki + 22 dm-k'C-km.'tui — Hii + 2 G'kl'Cik 

k = l k—1 ni = L Jc=l 

mif alle Weisen (lurch gan^e Zahlen g, A, G, H losen sollen. Dabei 
ist freilicb nocb keineswegs gesagt, dass zwei unterscbiedene liosimgen 
{g^ h, G, H) stets aucli zwei verscbiedene Classen singalarer Gebilde 
liefern ; es mag vielmebr das System der definierenden Gleichungeo 
der einzelnen Classe sebr verschiedener Gestalten fahig sein. Aber 
wir werden docb solchergestalt durch Aufzahlung aller Losungen von 
(3) alle Classen, an denen Fn Teil bat, sicker je einmal gewinnen. 
Man bemerke nun gleicb, dass das einzelne Losungssystem von 

(3) bereits durcb seine 2p^ Zableu g^ h eindeutig bestimmt ist. Haben 
wir namlicli zwei Losungen, die in den g ^ li iibereinstimmen, so gelten 
nacli (3) bei jedem stebenden Wert I die p Gieicbungen: 

{Ha - Hu) +F 

1 

mit ^ = 1, 2, • • • , _p; nacb dem Hiilfssatze (1) sind also aucb die 
Zablen G, S beider Systeme bez. einander gleicb. Bei dieser Sacb- 
lage ist jedem Losungssysteme von (3) eindeutig ein System von 
Zablen Tta durcb: 

p 

(4) iC-l k h{ k gjYi k TTl) (i; 1 5 ‘ ; jp) 

zugeordnet, uiid wir beweisen wiederum vermoge des Hiilfsatzes (1) 
den Satz, dass das ehwelne Losungssystem (3) durch seine p^ Zahhverte 
TCik {die naturlich im allgemeinen nicht ganBmhlig sind) 'bereits eindeutig 
bestimmt ist. Es wird demgemass erlaubt sein, aucb von den Losungen 
{g, h) Oder den Losungen {it) unseres Problems (3) zu sprecben. 

Zum Fundament unserer ferueren Uberlegung wird nun das fol- 
gende Sachverhaltnis: Haben wir t Losungen des Problems (3) ge> 
funden, so mogen wir sie durcb obere Indices unterscbeiden: 

(5) {(/^\ fiir £ = 1, 2, . . . , 

Sind dann \ ^ oct irgend welcbe t ganze positive oder negative 

Zahlen and definieren wir die 4jp^ ganzen Zablen g, h, Gy H durch: 

gik = gfk -f- ^2 9?^ * ' ' + gW^ 

hik — hfk + 3^2 ... h\k ? 

Gik — % Gfk + Gfk -j- • • • -f- Gil:, 

Hik = Hff + K,Hfl + • • • + ^Mk. 

xuit iy h — ly 2y ' • ‘ y Py so haben wir bei der Natur unseres Froblems 


( 6 ) 
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(3) Ojfenhar aucJi i'll (g, li, Gr^ S) Los'ung desselben gewonnen. 

4/ Gleichungen (6) sind aber, wie aus den vorangegangenen tJber- 
leguDgen unmittelbar folgt, Yollig aquivalent mit den f Gleichungen: 

( 7 ) ^ih == 7 

welch^ letztere wir gebrauchen werden, wenn wir lieber mit den Lo- 
sungen (gt) unseres Problems (3) arbeiten. 

Einem gewohnten Brauche folgend, nennen wir die t Losungs- 
systeme (g^^\ oder von einander linear - abhmgig 

Oder kurz alhdngig, wenn man t nicht durchgehends verschwindende 
ganze Zahlen finden kann^ welche den Gleichungen: 

(8) -j- . . . = 0 

geniigen; giebt es aber ein solches System ganzer. Zahlen 

nicht, so heissen die t Losungen (5) Unear-unahMngig oder schlechthin 
imalhdngig. 

Dann gilt als erstes Resultat: Wie wir auch t Losungen unseres 
Problems aussuchen mogen^ dieselhen sind stets linear dblidngig ^ falls 
ist Es lassen sich namlich die Gleichungen (8) durch die 
2p^ Gleichungen: 

I + K^gfk -\ + = 0, 

1 \ ifi + 741 + • • ■ + M = 0 

vollstandig ersetzen, welche wir als lineare Gleichungen fiir die 
t Dnbekannten % mit gan^^ahligen Coefficienten g^ h anzusehen haben. 
Sobald hier die Anzahl t der Unbekannten % die Zahl 2p^ der Glei- 
chungen ilbersteigt, konnen wir nach den Elementen der Determinanten- 
theorie . — zufolge der ganzzahligen g, h — Systeme ganger, nicht 
durchgdngig verscliwindender Zahlen % aus (9) wirklich berechnen, die 
dann die p^ Gleichungen (8) befriedigen. 

Mogen wir jetzt insbesondere t Losungen gefunden haben, 

die zwar selbst undbhdngig von einander sind, die aber mit jedeni 
neuen System (it) eine Reihe von (t + 1) ahhdngigen Losungssystemen 
von (3) abgeben. Es besteht dann also fur jede fernere Losung das 
System der p^ Gleichungen: 

( 10 ) %7tiJc -[-•••+ = 0 

mit {t + 1) gan^en Zahlen %, die nicht samtlich verschwinden ; 

insbesondere wird ^ ^0 sein, weil anderenfalls die t ausgewahlten 
Systeme abhangig waren*). Natiirlich konnen wir an Stelle der 

*) Die t Zahlen , . . . , konnen aber selir wohl alle verschwinden, wodurch 
eine Wertigkeitscorrespondenz von der besonderen Wertigkeit w == 0 angezeigt ist. 
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. . . 5 auch irgeiad eine andere Reihe linear -un abb angiger 

Losnngssjsteme des Problems (3) zu Grunde legen. Aber aus den 
Gleicbungen (10) entnimmt man vermoge einer sebr gebraucblieben 
ScHussweise der Aritbrnetik"^*), dass man auf jedem nezien Wege immer 
wieder gerade m t, imd niclvt mehr oder weniger, linear -unabJidngigeu 
Losiingssysternen von (3) gelangt 

Die ganze Zabl t giebt in Ansehnng der am Anfang des Para- 
graphen aufgeworfenen Fragestellung ein ausserst wichtiges Cliarak- 
teristikum fur unser vorgelegtes algebraiscbes Gebilde an. Wir 
diirfen als sofort yerstandlich anseben^ was wir unter einer Reihe 
linear- abbangiger bez. unabbangiger Classen singularer Gebilde, die 
einander im Gebilde Fn durcbdringen, zu yersteben baben; dano aber 
ist obne weiteres eyident, dass sich in unser em vorgelegten Gebilde F^ 
gerade {t — 1) undhhdngige Classen singularer Gebilde durchdringen , wo 
^ ^ ^ ist 

Der Pali t=l zeigt eine nicht-singiilare Flacbe an; bier kommt 
als linear-unabbangig nur das eine Losungssystem (3) § 4 in Betraclit, 
wobei wir den gemeinsamen Wert der Zablen ha, Ga irgendwie yon 
Null yerscbieden zu wablen baben und also in einfacbster Weise mit 
1 identificieren mogen. Das biermit gemeinte Losungssystem kann 
naturlich aucb in alien Fallen > 1 als eines in der Reilie der t un- 
abbangigen Systeme fungieren. Wir merken aber gleicb an, 

dass wir bei der Auswahl einer solchen Reihe bei > 1 jene zu den 
Wertigkeitscorrespondenzen fiibrende Losung offenbar aucb leicbt 
meiden konnen. 

Ob wirklicli bei einem einzelnen > 1 Gebilde yorkommen, welche 
die Maximalzabl t = 2;p^ aufweisen, ob alle die Zwiscbenstufen, you 
/ == 1 an gerechnet, vertreten sein mogen, und welches in alien dieseu 
Fallen die Werte der Moduln der Flacbe sind, das alles sind wicbtige 
Fragen, denen wir aber an yorliegender Stelle in keiner Weise naber 
nachgeben konnen. 

§ 7. Bildnng einer Minimalbasis fiir alle Losungssystem© {it) 

der Flacbe Fn- 

Wir baben die Beantwortung der Frage nacb den gesamten Lo- 
sungssystemen (%) des Problems (3) § 6 nocb nicbt bis zu ihrer 
denkbar einfacbsten Gestalt entwickelt. Um die letztere zu erreicben, 
miissen wir unsere Uberlegung in der folgenden Art fortsetzen: 

Vor allem fiibren wir fiir die ausgewablten t unabbangigen Lo- 


Siehe z. B. Diricblet-Dedekind, Zahkntheorie p. 489 der 3. Aufl. 



544 Allgemeine Theorie der algebraisclaen Correspondenzen. 

sungssjsteme die aucli im Yorigen Kapitel bei analoger 

Gelegenheit (p. 490) gebrauclite Benennuiig einer yjJBdsis ein iind be- 
zeichnen dieselbe symbolisch durch: 

( 1 ) 

Sind irgend welche ganze Zablen, so baben wir in: 

(2) JCa = nfl + JCa wH? -] f- % 41 

sicber wieder ein Losungssystem ( 21)5 unigekebrt aber lasst sich irgend 
ein Losungssystem (tz) in der Basis (1), allgemein zii reden, iiur erst 
in der Gestalt: 

+ * • ' + 

(3) TTa 

darstelleUj wo %y ganze Zablen sind, deren erste Yon Null 

Yerscbieden ist. Der Zielpunkt unserer neuen Uberlegung aber soil 
der Existenzbeweis einer Minimalhasis (im Sinne des Yorigen Kapitels, 
p. 491) sein; wir wollen also zeigen, dass man die Sasis (1) im he- 

sonderen so wahlen l^^ann, dass hereits alle Losungssysteme (tc) in der 

Gestalt (2) mit Hulfe ganger ZoMen % darstellhar sind. 

Zu diesem Ende geben wir auf die t Systeme zu je ganzen 
Zablen g, li zuriick, die zu der zunachst ausgewablten Basis (1) ge- 
boren, Ist dann {g^ 1%) irgend ein neues Losungssystem, so gelten 
2jp^ Gleicbungen: 

I — agile + ga + + *••-[- atgil — 0 , 

1 — ahik “f- ^1 “h ^2 -j- . . • -j- = 0 , 

wo jc, % 2 , . . . ganze Zablen sind^ deren erste you Null verschieden 
ist. Unter diesen 2jp^ Gleicbungen fiir die {t + 1) Jiomogen Yorkom- 
menden unbekannten ganzen Zablen % sind genau t linear -unabhangige. 
Wir wablen uns t solcbe Gleicbungen (4) aus und sebreiben sie der 
grosseren Gleicbmassigkeit wegen in der Gestalt: 

(5) 


(4) 


— als- “f- ^2 -[-••• -j-- = 0 y 


( 2 ) 


7(0 


wobei sich also der Index -O' (gerade wie aucb s) auf das InterYall 
S' = ly 2j • • • y t bezieben soli. Indem aber diese t Reihen ganzer 
Zablen Z niebts anderes Yorstellen sollen, als gewisse t Reibeii ganz- 
zabliger Coefficienten (4), wird fiir die Auswabl der fragliclien t Reiben 
(4) nur dies erforderlicb sein miissen, dass die Dete^minante: 




.( 2 ) 








( 6 ) 
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einen von Mull verscJiiedenen Wert liat; andrenfalls sind namlicli zufolge 
die ausgewalilten t Gleichungen (5) niclit linear -unabliangig. 
Man merke insbesondere an, dass diese Bedingung ^ 0 mit der 

vorliegenden (t + Losung li) niclits zu tbun hat. 

Der Rtickgang von den Gleichungen (5) zum Systeme (4) gestaltet 
sich nun so^ dass wir offenbar die Darstellungen haben: 

( 7 ) = 

too die a, /3 bestimmte, gam allein von der in (5) getroffenen Aimvahl 
von Ghiclvimgen (4) ahJidngende Coefficienten sind. Insbesondere sind 
die a, /3 von 6 unabhangigj und wir linden ftir die in (5) gegebenen 
ganzen Zahlen It der (t + Losung Ji) die Darstellungen: 

(8) g,, ^ 

■s-~l ^=1 

Dureh Vorstehendes ist das Fundament unserer Uberlegimg wesent- 
licli gegliittet: Wir haben jeder Losung (g, h) ein System gamer Zahlen 
l^j . . It mgeordnet^ welches d%irch die einmal geb^offene Ausivahl (5), 
an der ^vir festhalten, eindeutig bestimmt ist Wir konnen dieserlialb 
von einem Losungssystem (Z^) unseres Problems (3) § 6 reden, und 
es werden sich umgekehrt die g, h aus dem System (1^) vermoge (8) 
eindeutig ergeben. Unsere Basis (1) geht jetzt in die Basis: 

(9) [(49),(4y...,(7§')] 

iiber, und wir bezeichnen die in (6) gegebene Determinante I)(t§) als 
JDiscriminante der Basis (9); diese Discriminante hat einen von Null 
verschiedenen gammhligen Wert Sind irgend welche t ganse 

Zahlen, so stellen auch die t ganzen Zahlen: 

(10) Id- — % Zy + ;C2 "P • * ’ + ; 

gebildet fur ^==1,...,Z, ein Losungssystem unseres Problems vor; 
aber ein beliebiges dieser Losungssysteme (Iq) lasst sich vermoge der 
Basis (9), allgemein zu reden, erst in der Gestalt: 


( 11 ) 


Z.9 = 


^2 ” 1 “ 
% 



darstellen, wo die %, * ganze Zahlen sind, deren erste, %, 

von Null verschieden ist. 


Nun aber ist alles bereit gestellt, um ohne weiteres jene Deduction 
wieder zu ermoglichen, welche uns auch oben (p. 492) bei der Be- 
sprechung der ganzen Pormen einer Flaclie Fn von der Existenz einer 

Klexu-IPricke, MotluUunctionen. IL 35 
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Minimalbasis tiberzeugte. Giebt es eine Losung (11), die sicb nock 
nicbt auf die Gestalt (10) bringen lasst, so giebt es aucb eine solche 
Losung (11), bei welcber % eine Primzahl ist, die alsdann nicbt in 
alien Zablen ... %i zngleich anfgeht. Ist etwa prim gegen 
so seien a und ^ ganze, der Gleicbnng geniigende^, 

Zablen, Wir werden alsdann aucb in: 

( 12 ) al S' 

ein Losungssystem baben; dasselbe wird sicb wieder in der Gestalt 
(11) darstelleUj nur dass die ganzzabligen Ooefficienten des Zablers 
geandert sind und insbesondere durcb 1 ersetzt erscbeint. Andern 
wir jetzt die Basis (9) insofern ab, dass wir das System der t ganzen 
Zablen Z/0 durcb die t in (12) gegebenen Zablen 

ersetzen, so entspringt wiederum eine Basis; denn die zugeborige Dis- 
criminante D' ist^ wie man vermoge der voraufgegangenen Entwick- 

lung aus Pormel (6) scbliesst, gleicb ~ und also ^ 0. Da aber B' 

als Determinante gewisser Zablen selbst eine ganze Zalil ist^ so 
war % Teiler von D. Hier siebt man nun wieder, dass sicb der somit 
eingeleitete Eeductionsprocess nur eine endliche Anzabl von Malen 
vollzieben lasst; die Existenz der gewunscbten Minimalbasis ist damit 
evident. 

XJbrigens wird man sicb vermoge einer sebr bekannten Uber- 
legung nun aucb noch iiberzeugen^ dass nacb einmal ausgewahlter 
Minimalbasis die t ganzen Zablen welcbe bei der Dar- 

stellung irgend einer Losung }i) unseres Problems eintreten, stets 
aucb emdmtig bestimmt sind. Im entgegengesetzten Falle konnten 
in der That die t Lbsungen der Minimalbasis nicbt unabbangig sein. 

Indem wir nun fortan unter (1) stets eine Minimalbasis versteben, 
lasst sicb natiirlicb aucb diese in der mannigfacbsten Art auswablen. 
In der That werden wir in 

stets wieder eine solcbe baben, wenn wir 

scbreiben und nur Sorge tragen, dass die Determinante | \ der 

ganzen Zablen % der Einbeit gleicb ist. Eine besondere Auswahl 
bier von vornberein zu treffen, ist aber fiir unsere ferneren Zwecke 
nicbt erforderlicb. Bemerken wir nur, dass wir offenbar irgend eine 
specielle Losung bei der Auswabl der Minimalbasis immer leicbt urn- 
geben konnen, sobald uns dies wiinscbenswert ist. 
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§ 8. Wirklielie Bxistenz samtliclier arithmetiseli mogliclier Corre- 
spondenzen. Aiiswalil einer Minimalbasis [Ks] von t Correspon- 

denzen der 

Fur irgend eine gegebene Correspondenz der von der in § 2 
umgrenzten Art stellten wir 1. c. die Integralrelationen auf: 

a p 

( 1 ) ^ ^ikjk {X) + ^i, 

r=^l A = i 

und wir betonen jetzt noclimals, dass die Coefficienten Ttu, durch die 
vorgelegte Correspondem aucli eindeutig lestinimt sind. Die gegenteilige 
Annahme wiirde namlicL. sofort lineare Identitateu zwisclien den p Inte- 
gralen j ^ jp (x) zur Folge haben, die docli nicht bestelien 
konnen. Die der Relationen (1) werden sich jetzt in der Minimal- 
basis des vorigen Paragrapben in einer eindeutig bestimmten Art dar- 
stellen, und damit ist fur die eben gemeinte Correspondenz der An- 
schluss an die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragrapben 
vermittelt, den wir im nacbsten Paragrapben weiter verfolgen. 

Jetzt aber ist die Fragestellung geradezu umzukebren: Wird aueh 
jedem Losimgssystem (tc)^ welches ivir in § 7 auf der Fn gewannen, eine 
Correspondent mgehoren? Und bier ist die Antwort zu geben^ dass jeder 
eintelnen Losung (tc) nicht nur eine^ sondern sogar uniegrentt viele Corre^ 
spondenten migehoren. Die Mannigfaltigkeit der, einer einzelnen Losung 
(jt) ZQgeborenden, Oorrespondenzen vollig zu umgrenzen, kann freilich 
an dieser Stelle nicht unsere Absicht sein. Hierzu feblen uns gegen- 
wartig nocb die Mittel; denn wabrend bei gegebener Correspondenz 
die Integralrelationen (1) eindeutig bestimmt sind, ist durch blosse 
Angabe dieser Relationen, d. i. bei Festsetzung der Werte Tti und 
der Gliederanzahl a auf der linken Seite (1), die Correspondenz im 
allgemeinen nocb in keiner Weise eindeutig bestimmt. In der That 
kennen wir (aus deni Umkebrproblem (p. 512 £)) nur einen einzigen 
Pall, bei dem vermoge der Relationen (1) sich die a Stellen y'r aus der 
Stelle X eindeutig bestimmen: dies tritt ein, wenn wir a =p nehmen 
und betreffs der Constanten 7ti eine gleich m beteichnende Voraussetmng 
machen, Bei a';> p ist es die Regel, dass eine mehrfach unendlicbe 
Mannigfaltigkeit von Losungssystemen yr des Umkebrproblems (1) ein- 
tritt, und wie sich aus dieser Mannigfaltigkeit die zugeborigen Corre- 
spondenzen ausschalten, ist zunacbst nicht sichtbar. Das Gleiche kann 
fiir a ^p bei besonderen Werten der iCi der Pall sein. 

Bei dieser Sachlage schreiben wir nunmebr fiir irgend ein vor- 

35 
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gelegtes Losungssystem (7t) unter der Annalmie von a = p an Stelle 
von (1) die Relationen: 

p p 

(2) ~ ^ikjk * 4 " f 

indem wir nns dabei die Oonstanten in irgend einer Weise gewalilt 
clenben. Bei gegebenem x lasst sicli, nach dem allgemeinen Umkehr- 
tbeorem^ dn Punktsystem yr in Ubereinstimmung mit (2) stets an- 
geben, wie wir p. 614 n. f. bewiesen baben. Sollen aber iioch weitere 
Losungssysteme vorkommen, so miissen dieselben mit dem System der 
scbon gefundenen Punkte ^/r ,/aquivalent^^ sein. Da indes eine f^-wertige 
algebraiscbe Function stets eine Sp ecialf unction ist (I p. 554)^ so batten 
wir fur diesen Fall in 2/i; • • - j 2/p ®i^ Specialpunktsystem, d. i. die p 
Punkte yr warden auf der Normalcurve G 2 P —2 der Formen q? in einer 
Ebene liegen. Dem biermit gemeinten Ausnabmefalle, den man in 
der Theorie der Abebscben Functionen als den Pall der Unbestimmt- 
beit des Umkebrproblems bezeicbnet, kann man aber, wie man leicht 
zeigt, durch Abanderung der unteren Grenzen der in (2) linker bland 
enthaltenen Integrale oder (was auf dasselbe binauskommt) durcli 
Anderung der Werte Xi stets aus dem Wege geben. Bei einem ersten 
gewablten Punkte x giebt es daraufbin nacb zweckmassiger Auswabl 
der 7ti nur ein eindeutig bestimmtes Punktsystem 2/i; • • •? 2/p, welches 
die Gleicbungen (2) befriedigt. Dass dann aber fiir alle iibrigen 
Punkte X der Flacbe das Gleiche gilt^ wird man vermoge ana- 
lytiscber Fortsetzung von jenem ersten Punkte x aus leicht wahr- 
nebmen. 

Man bemerkt sofort, dass wir solchergestalt eine p-deutige Corre- 
spondent gewonnen halen, fur welclie alle Voraussetmngen des § 2 er- 
fiillt sind. Aber selbst innerhalb dieses bescbrankten Bereicbes a—p 
baben wir, eben alien passenden Wertsystemen 7ti entsprecbend, imbe- 
grenzt viele, der einen Losung li) zugeborige Correspondenzen als 
existierend nacbgewiesen. 

Sei jetzt irgend eine a-/3-deutige Correspondenz der Fn vorgelegt, 
die wir etwa kurz K nennen mogen. Urn alsdann eine analytische 
Darstellung dieser Correspondenz K zu ermoglichen, benutzen wir den- 
selben Ansatz, wie oben (p. 535) bei den gewobnlicben Correspon- 
denzen im speciellen, d. b. wir bilden uns das Primproduct: 

( 3 ) f{x,y) = P (y, 2/1) P (2/, 2/2) • • ■ P (y, Va) • 

Die Gleichung f(x,y) = 0 stellt alsdann in dem schon p. 536 erlau- 
terten Sinne unsere Correspondenz K rein dar. Dm. aber die Form 
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f y) zu einer freilich transcendenten Function*) der Placlie aus- 

zugestalten, schreiben wir unter Aufiiahme zweier neuen Pantte i; 
gerade wie aueb schon in (4) p. 522 

^ f(co,ri)m,yy 

Bei mechnassig particidarisierten ri wird alsdann die Gleichimg 
^ y \ ^7 v) = ^ cdlein noch verdnderlichen x, y nicht mir 

iinsere a~deiitige Correspondem sondern mwh deren inverse Correspond 
den-B rein darstellen. Aber wie wir schoii andeuteten^ ist Q liier im all- 
gemeinen nur erst eine solcbe transcendente Function von vier Placben- 
pnnkteBj die sicb. um eine multiplicative Esponentialgrosse andert^ 
falls einer der vier Punkte x, y, tj eine Periodenbahn besclireibt. 

Endlicb gebe man jetzt auf die im vorigen Paragrapben ausge- 
wablte Minimalbasis von t Losungssystemen zurfick. Piir jedes 

derselben sind wir^ wie oben nachgewiesen^, jedenfalls der Existenz 
von jp-deutigen Gorrespondenzen sicber, und wir mogen uns nun beim 
einzelnen Losungssystem jeweils eine Correspoudenz auswablen. 
Die dem System zugeborige Correspondenz beisse etwa Ks, und 
alle t Gorrespondenzen mogen das bilden^ was wir nun 

als eine Minimalbasis von Corresponden^en der Fldche Fn benennen 
wollen. Fiir jede Gorrespondenz K, verscbaffe man sicb scbliesslicb 
genau nacb Vorscbrift von (3) und (4) die von den vier Pimkten x^ 
rj der Flacbe Fn abbangende aualytisclie P unction 

‘*) Nur im Falle einer ww^Zwertigen Correspondenz wird die in Pormel (4) zu 
gebende Function algebraiscli, 

Nebenher merken wir an, dass sicb die Form f{x,y) aiicb nocb in der 
folgenden Weise zu einer Function der Flacbe ausgestalten lasst: 

(5) •V’ (», »/) yr'^ ’ 

r=l 

wobei (p irgend cine Berubrungsform erster Gattiing der F^^ ist, ein Aiisdruck, 
der sicb natiirlicb sofort aucb bei jeder anderen w-deutigen Correspondenz 
bilden lasst. 

Wir knupfen an diesen Ausdruck eine Regel zur Bestimmung der Zabl |3 
nnserer p-|5-deutigen Correspondenz. Yermoge der^recbten Seite von (5) zablt 
man namlicb leicbt ab, dass bei stebendem Punkt 2/ = 2/o die Function '^{pc^yP 
von X auf F^ gerade p • (5 einfacbe Nullpunkte aufweist, falls sicb K in eine 
^“deutige Gorrespondenz invertiert. Da 'ip(x,yQ) eine Function der Flacbe ist, 
die uberdies an keiner Stelle der F^ unstetig wird, so bat man nacb einer be- 
kannten Regel (cf. Neumann, Eiemann’s Theorie der AbeVsclien Integrale, p. 43 
der 2. Aufl.) fur § die Formel: 

J log 


( 6 ) 
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( 8 ) = 

Vermoge dieser t zur Miiiimalbasis [Z^, Zg, . . ZJ gehorenden Func- 
tionen werden wir jetzt gleich eine eigenartige algebraische 

Darstellung der Function (4) irgend eiuer weiteren Correspondenz Z 
der Fn durcbfiibren konnen. 

§ 9. Darstellung aller Oorrespondenzen der Fn vermoge der Minimal- 
basis [ZJ. Die allgemeine CorrespondenzformeL 

Wenn wir die Oorrespondenzen der Minimalbasis [Zi,...,Z] 
bez. ilire Functionen Qs festgegeben denken, so konnen wir (immer 
der Entwicklung der Hurwitz^scben Tkeorie folgend) vermoge jener 
Functionen und ilbrigens nur algebraisclier Functionen die Darstel- 
lung jeder weiteren Correspondenz Z der Plache in der folgenden 
Weise leisten: 

Wir stellen zuvorderst die tch der Correspondenz Z in der Gestalt 
(2) p. 544 durcli die der Minimalbasis dar. Die dabei als Coeffi- 
cienten fungierenden , eindeutig bestimmten^ ganzen Zalilen 
sollen als die ,fi}iaraUere^‘ der Correspondenz Z in Bezug auf die 
Minimalbasis [Z^] bezeicknet werden. Wie sclion angedeutet, nelimen 
wir liierbei an, dass Z keine Correspondenz aus der Reilie Kg sei; 
im gegenteiligen Falle wxirde zwar die nachfolgende Betraclitung be- 
stelien bleiben, aber doch ilire wesentliche Bedeutung verlieren. 

Demnaclist bilde man aus der Function Q(x, y \ tj) von Z und 
den Functionen Qa der Eg den nacMolgenden Quotienten: 

( 1 ) Fix, y\hv)= , 

« = 1 

unter die Oharaktere von Z verstanden. Es gilt dann wieder der 
Satz: F{x, y \ I, ri) ist eine wn mer FunUen Xj ti alhangende 
Orosse, welche als Function jedes dieser FunMe auf der Fldche Fn alge- 
braisch ist 

integriert uber den gescMossenen Rand der dnrcb die Scbnitte a.^ c. in einen 
einfacb zusammenbangenden Bereicb yerwandelten Flache F^, Hr. Hurwitz bat 
diese Integration wirklicb ausgefiihrt (cf. Matb. Ann, Bd. 28 p. 579), wobei nnsere 
fruheren Formeln (4), (6) p. 526 zur Verwendung kommen; es ergab sicb dabei 
fiir (3 der symmetriscbe Ausdruck: 

i, k 

den bier anzngeben wir docb nicbt unterlassen wollten. 
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Der Beweis gelingt durch dieselbe tJberlegimg^ wie wir sie bereits 
in § 5 bei den Wertigkeitscorrespondenzen ini besonderen gaben: Man 
sehe F erstlicb bei stebenden x, als Function Ton y an. Be- 
scbreibt y den Weg so geht jedes einzelne Q siclier in sieb selbst 
liber; bescbreibt aber y den Weg Ui, so nimmt das einzelne Q den 
Factor : 

p 

2 iTtyffr^ [4 (■'^) -Jk (--)] 

6 " =C 

an. Da aber ist es eine eiiifacbe Folge der Gleicbung (2) p. 544^ dass 
der Quotient F selbst unverandert bleibt; derselbe biingt demnacb 
YOU y sicber eindeutig und also (da wesentlicb singulare Stellen nicbt 
auftreten) algebraiscb ab. Man lasse weiter bei stebendem 2/; I? ^ 
den Punkt x eine Periodenbabn bescbreiben; wie oben folgt, dass F 
in sicb selbst, multipliciert mit einem Exponentialfactor der Gestalt: 

^=1 

c 

itbergebt. Aber bier raiissen wieder alle Constanten C verscbwinden, 
weil sonst F nacb bescbriebener Babn x nicbt mebr algebraiscb von 
y abbangen wiirde: somit ist F aucb in x eindeutig und also alge- 
braiscb. Die Punkte tj erledigen sicb endlicb durcb die Bemerkung, 
dass offenbar: 

( 2 ) F(hv\ y) = Fioo, y \ n) 

zutrifft. 

Indem wir die Gleicbung (1) nacli Q auflosen, entspringt der 
nacbfolgende Hauptsatz: Die Function Q{x,y | §, durch deren Mill- 
sehen tvir die heliehig^ aber von verschieden'^'), geivoMte Correspondem 
K der Fn rein darstellen kbnnen, gestattet vermoge der Minimalbasis 
[Xfi] die Darstellung: 

t 

(3) ^ix,y\ I, Ti) = Fix, y\ »?) y \ jj)>, 

£= X 

ivo %s die CharaMere von K sind^ wdhrend F eine^ K. eindeutig mge- 
ordnete, algebraische Function der vier FldcJienpunMe y ^ ri ist 

Es ist interessant, zu beacbten, wie sicb die in § 5 gegebene 
Bebandlung der Wertigkeitscorrespondenzen in das jetzige allgemein 
gliltige Scbema einordnet. Denken wir etwa gleicb Fn als eine 
nicbt -singulare Placbe, so baben wir und eine Minimalbasis 

*) K—K^ giebt die Formel (3) einfach die Identitat indem 

dabei F constant, namlich = 1 , wird. 
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wird in einfaclister Weise Yon jener ein-ein-deutigen Correspondenz 
gebildet^ bei welcber jeder FlaclieBpimkt sicb selbst entspricht'^'). Die 
Wertigkeit dieser Correspondenz ist — 1, und offenbar wird bier 
im speciellen: 

(A) Q (x 'll \ 7)) — ^ 

2/ I 5, w — P(a;,n) F(l, y) 


Indem dann weiter — w der Charakter einer ^y-wertigen Correspon- 
denz der wird, geht ersichtlick die Pormel (1) in die in § 5 unter 

(3) aufgesehriebene Gleichung fiber. 

Aber auf der anderen Seite baben wir jetzi den vollen Uberbliek 
fiber die Qesamtheit algeiraisclier Correspondenzen auf unserer Fldche 
Fn tbatsaeblicb gewonnen. Denn wir mbgen in (3) ffir 
irgend ein System ganzer positiver oder negativer Zahlen wablen, ffir 
F aber irgend eine der Bedingung (2) genfigende algebraiscbe Function 
der vier Flacbenpunkte x, y, ij, so werden wir durch Nullsetzen 
des so gewonnenen Ausdrucks (3) aucb stets eine unserer Correspon- 
denzen definieren, wie man sieb leicbt fiberzeugen wird. Indem aber 
bei einmal gewablter Minimalbasis jede Correspondenz der Fn nur zu 
einem Ausdruek (3) ffibrt, fiberblicken wir zugleicb die Gesamtbeit 
der Correspondenzen von gleicben Cbarakteren, d. i. vom gleichen 
Losungssysteme (n;); bier bleibt eben nur nocb die algebraiscbe 
Function F der willkfir lichen Wabl fiberlassen. 

Als eine ffir unsere spateren Zwecke besonders wicbtige Anwen- 
dung der eben gewonnenen Eesultate soli endlicb nocb eine Formel 
entwickelt werden, welcbe die Anzahl v der Coincidenzen einer be- 
liebigen Correspondenz in einer eigenartigen Weise ausdrfickt. Bei 
den Wertigkeitscorrespondenzen war der Berecbnung der Coincidenzen- 
anzabl v der Umstand einigermassen binderlicb, dass die zur Minimal- 
basis gewablte Correspondenz, welcbe durcb Nullsetzen der Function 

(4) entspringt, ffir die Coincidenz der Stellen x, y identisch ver- 
schwindet. Nun konnte es ja aucb bei den im vorigen Paragraphen 
ffir beliebiges t ausgewahlten Correspondenzen ...,Kt eintreten, 
dass mit dem Punkte x regelmassig eine gewisse Anzahl der corre- 
spondierendeu Punkte 2/i, . . ., coincidieren. Dann aber werden wir 
nur die Constanten Tti in den definierenden Gleiehungen (2) p. 648 
abzuandern braucben, urn die betreffende Correspondenz K, durch eine 
andere zu ersetzen, bei der die p correspondierenden Punkte y,. mit x 
im allgemeinen nicht zusammenfallen. 

feei jetzt K eine beliebige f%-/3-deutige Correspondenz der Fn, so 


*) Wir konnen dieselbe als die „identisclie‘‘ Correspondenz bezeicbnen. 
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nelime man ancli von dieser an, dass die a zugeordneten Punkte yr 
im allgemeinen ninlit mit x zusammenfallen"^'). Sclireiben wir dann 
im zugeliorigen y \ ri) nnter geeigneter Auswabl ri sogleieli 
X = y, so entspringt in: 

(5) T(:.) - afe » I I, ,) _ 

eine (transcendente) Function, deren Nullstellen auf Fn die Ooincidenz- 
stellen unserer a-j3-deutigen Correspondenz sind. Nennen wir also 
die Coincidenzenanzalil, wie bisher, v, so wird zufolge (5) die Differenz 
^ (j 032 Uberschuss der Anzalil der Nullpunkte von 

auf Fn liber die Anzabl der Unstetigkeitspunkte bedeuten^**^). 

Man bilde nunmebr diesen Uberschuss {v — a — insbesondere 
fiir die t Correspondenzen der Minimalbasis und benenne denselben 
fllr die Correspondenz durch Es sind dann eg? •••? gewisse 
t gan^e Zahlen, die mit der AuswaM der Minimalbasis eindeiitig gegeben 
sind''^'*^^ . Um fiir die Correspondenz K die Anzabl v zu berechnen, 
gebe man auf die Darstellung (3) des zugeborigen Q(x, y \ tj) 
zurilck. Zufolge ihrer Definition ( 1 ) kann aucb die algebraiscbe 
Function F fiir x = y nicbt identiscb verscbwinden oder unendlicb 
werden, Fiir die bei K eintretende Differenz (v — a — ergiebt 
sich daraufbin aus dem recbtsseitigen Ausdruck (3) der Betrag: 

Wir kommen damit zu dem nachfolgenden Gesetz: Die Coinciden^en- 
anmhl v irgend einer beliebigen a-^-deutigen algebraischen Correspondent 
K auf der Fldche Fn ist durch die Formel: 

Sollte dies namlich vorkommen , so enthalt K die identiscbe Correspon- 
dcDz in gewisser Multiplicitat. Man entferne diese und beziehe die nachfolgende 
tiberlegung auf die iibrigbleibende Correspondenz. 

liierauf griindet sicb eine ganz directe Berecbnung der Anzabl r, niimlicb 
durcb die Formel 

v — a — p = jj-J'dlogVix), 

wieder in positivein Sinne uber den gesamten Rand der zerscbnittenen F,^ inte- 
griert. Hr. Hurwitz findet (1. c. p. 576) durcb Ausfiibrung dieser Integration 
fiir V die Formel: 

(6) = o: -f. p -f. ]- _p. -] 1- 

welche indessen im Texte nicbt weiter zur Yerwendung kommt. Man beacbte 
insbesondere j wie sicb unter diese ganz allgemeine Formel das Cayley-Brill’scbe 
Correspondenzprincip (9) p. 539 subsumiert. 

Zufolge der Formel (6) baben wir ganz einfacb: 

(7) + + + + + 
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(8) V = a -f- 3^1 4“ ^2 ^2 “f* ’ ‘ 

gegeben, wo die Cliardktere von K in JBemg auf die Minimal- 

basis [XJ sind, wahrend e-^j ,..^et gewisse t mil dieser Basis eindeutig he- 
stimmfe game Zalilen sind, Wir haben die Gleichung (8); die wir binfort 
als die HimviU'sche Correspondemformel citieren wollen, um so lieber 
abgeleitet^ als wir spaterliin bei den Classenzahlrelationen holierer 
Stufen immer wieder mit ibr zu tbmi baben werden: Bs werden ge- 
mdem die rechten Seiten der Classenmhlrelationen die speciellen Erschew 
mmgsformen des allgemeinen Atisdrnclcs (8) im Gebiete der Modular- 
correspondemen vorsfellen. 

Endlicb bemerke man nocb^ wie sicb die Formel (8) bei tjber- 
gang zu irgend einer anderen Minimalbasis [JfJ verhalt (cf. p. 546). 
Dabei erfabren die eine gewisse ganzzablige lineare bomogene 

Substitution der Determinante 1: die Zablen , Kt aber erfabren 

gerade genau die contragrediente Substitution. Eben desbalb bleibt 
der Wert von v unveraudert derselbe, wie es sein muss. Dass xibri- 
gens die Formel (8) auf Grund der frtiberen Ergebnisse eine Folge 
der unter dem Texte mitgeteilten Formeln (6) und (7) ist, wird man 
leicbt tiberblicken. 

§ 10. Bemerknngen nber Eiemann’scbe Flacben mit eindentigen 
Transformationen in sieb. 

Aus der Tbeorie der Modulfunctionen kennen wir zablreicbe Bei” 
spiele vonRiemann^scbenFlachen, welcbe eindeutige (rationale) Transfor- 
mation in sicb zulassen. Es ist sehr interessant^ dass sicb die Tbeorie 
solcber Flacben unter die allgemeine jetzt entworfene Correspondenz- 
tbeorie subsumieren lasst: in der That ist ja die eimelne derartige 
Transformation einer Fldche in sich offenbar nicMs anderes, als eine 
auf dieser Fn defnierte 1-1-deiitige algebraische Correspondents. Einige 
auf diese Auffassung beziigliche Bemerkungen sollen bier nocli an- 
gefiigt werden"^). 

Fiir den Fall^ dass die Flacbe Fn das GeschlecM p = l bat, 
wurden bereits friiber (p. 240) alle ibre eindeutigen Transformationen 
in sicb selbst angegeben. War nicbt gerade der Periodenquotient 

*) ti'brigens verweisen wir wegen dieser besonderen Riemann’scben Flacben 
auf die inbaltreicbe Arbeit von Hrn. Hurwitz, Uher diejenigen algehrctischen 
G-ebilde, loelche eindeutige Transformationen in sich mlassen, Gottinger Nacbricbten 
Yom 5 . Febr. 1887 (abgedruckt in Bd. 32 der Matb. Ann.), eine Abbandlung, in 
welcber aucb fiir die allgemeine Correspondenztbeorie neue wertvolle Ei’gebnisse 
gewonnen sind. 



VI, 2. Allgemeine Theorie der algebraisclieii Correspondenzen. 555 

00 — i Oder m — so stellte sich vermoge des Integrals u eine be- 
liebige eindeutige Transformation der Fn in der Gestalt it'= n c 
dar; fiir m = i aber kamen nock die Transform ationen u — iu c 
hinzuj filr aj = ^ aber 4“ Liegt somit weder der bar- 

moniscbe nock der aquiankarmoniscke Fall (d. i. oo = i bez. q) vor, so 
stellt eine Transformation der Fn in sick ofiFenbar eine 1-1-dentige 
Wertigkeitscorrespondenz mit der besonderen Wertigkeit w= — 1 
bez. IV — 1 vor; die Cayley -BrilFscke Oorrespondenzformel liefert 

dann fiir die Anzahl der Fixpunkte v = 0 bez. v == A, in tJberein- 
stimmiing mit friiker bereits erkaltenen Resultaten. Sollen wir eine 
singuldre 1-1-deutige Correspondenz kaben, so kann dies nnr fiir m==Q 
Oder G) = i der Pall sein; dass die kierker gehbrenden Flacken im 
Siiine unserer friikeren lintersnckangen (cf. p. 177 ff.) als singuldre 
Gebilde zu den Determinanten D = — 3 nnd D = — 4 gekoren, ist 
uns seit lange bekannt"^-). 

Fiir beliebigesp verweilen wir einen x^ugenblick bei den^^ Integral- 
relationen (2) p. 525, welche wir der einzelnen Correspondenz, also 
kier der einzelnen Transformation der Fn in sick zugeordnet fanden. 
Das Besondere ist, dass sick jetzt die linksseitigen Summen je nnr auf 
ein einzelnes Glied redncieren. Gehen wir nock dnrck Differentiation 
zn den Formen (p unseres Gebildes Fn uber, so liefern die Integral- 
r el ationen: 

( 1 ) 95/= JtaqOi + H h 2 , • • ■,p). 

Wir sind also genau zu dem schon in Bd. I p. 604 formulierten An- 
satze zuriickgekommen. 

Eine erste Angabe Tiber das Auftreten von Gebilden mit eindeutigen 
Transformationen in sick gewinnen wir durck nackfolgende Uberlegung: 
Sei > 2 und lasse die Flacke Fn wenigstens eine von der Identitat 
versckiedene Transformation in sick zu. Man nekme kierbei an, dass 
Fn nicht eine singulare Flacke sei; die fraglicke Transformation liefert 
dann also eine 1-1-deutige Wertigkeitscorrespondenz. Die Formeln (1) 
liefern jetzt zufolge (1) p. 535 im speciellen 9/= — W(pi^ und da auck 
die inverse Correspondenz die Wertigkeit w aufweist, so ist w = 
oder w = — 1. Man untersucke nun die zugekorige algebraiscke 
Function (3) p. 536 etwa in Abkangigkeit von «/; in beiden Fallen 
^ + 1 erweist sie sick sofort als eine meiwertige algebraiscke 

Function der Flacke. Daker das gleickfalls von Hurwitz aufgefundene 


Wir baben bier mit dem niedersten Specialfall (p = 1) eines von Hrn. 
Hurwitz fiir beliebiges p aufgestellten Satzes zu tbun; siebe die Scblussresultate 
in Artikel 4 der eben genannten Hurwitz’scben Abbandlung. 
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Eesiiltat: Mn Gelilde Fn, welches eine von der Identitdt verschiedene 
eindeiiiige Transformation in sich mldsst, ist entweder hyperelliptisch oder 
(im Sinne der oben verahredeten Terminologie) singular. 

Von den regularen Flaclien Fn der Modiiltheorie waren nur zwei 
liyperelliptisclij und nur diejenigen der sechsten Classe, d. i. die von 
der Yerzweigung (2, 3, 6) lieferten Gebilde |) = 1; walirend p = 0 
nur in den niederen Fallen = 2, 3, 4, 5 eintrat In der tibrig- 
bleibenden unbegrenzten Mannigfaltigkeit unserer friiheren regularen 
Flaehen Fn^ die stets eine grosse Reihe eindeutiger Transformationen 
in sick zuliessen, baben wir somit lauter Beispiele singularer Gebilde 
vor ims — diese Benenniing genau in dem Sinne verstanden, welchen 
wir p. 532 dafiir verabredeten. 



Drittes KapiteL 


Tbeorie der Iiitegrale erster Crattung bei den Congrnemgrappen 

von PrimzaMstnfe. 

Die allgemeine Hurwitz^sclie Correspondenztheorie griindete sich 
in erster Linie auf den Gebrauch der Integrale erster Gattung. Indem 
wir also diese Tlieorie ins einzelne fiir die Flacben der Congruenz- 
gruppen und die auf ihnen existierenden Modularcorrespondenzen durch- 
fuliren wollen, werden wir bier vorab den m den Congniemgruppen 
geJidrenden Integralen erster Gattung ein besonderes Eapitel widmen 
mtissen. Dabei ist unser wesentliebster Zielpunkt^ mogliebst uber- 
sicbtlicbe Eeihenentwicldungen nach Fotensen von r fiir diese Integrale 
zu gewinnen. Unsere Betracbtungen sollen auf Primzablstufen einge- 
scbrankt bleiben, abgeseben freilicb you den allerniedersten zusammen- 
gesetzten Stufenzablen 6^ 8, 9, 10. Wir benutzen librigens zu Beginn 
des Kapitels die Gelegenbeit zu einigen allgemeineren Betracbtungen 
dariiber, wie sicb die Tbeorie der Modulformen in das allgemeine 
formentbeoretiscbe Schema des vorletzten Kapitels einordnet. Hierbei 
wird vor alien Dingen eine Basis des Teilungs^golygons aufzustellen 
sein, Yon welcber wir spaterhin einen wicbtigen Gebraucb zu macben 
baben. 

Bereits in I p. 583 baben wir die Integrale erster Gattung j einer 
Flacbe in das urspriinglicbe Polygon F^i iibertragen; wir erbielten 
da eindeutige Functionen j^co) Yon die wir ,,transcendente^^ ModiiF 
functionen nannten. Aucb fubrten wir a. a. 0. (unter dem Texte) 
bereits an, dass Hurwitz und Poincare ungefabr gleicbzeitig die Unter- 
sucbung der Functionen j (co) unternommen batten; aber wabrend Poin- 
care^s beziiglicbe Betracbtungen sogleicb die Wendung auf die allge- 
meinen automorpben Functionen genommen baben, gebiibrt das Ver- 
dienst, eine sebr weit durcbgebildete Tbeorie der Integrale erster 
Gattung fiir die Congruenzgruppen gescbaffen zu baben, durcbaus Hrn. 
Hurwitz allein. Wir werden weiter unter die einzelnen bier in Be- 
tracht kommenden Abbandlungen nambaft macben; indessen muss so- 
gleicb nocb angefiibrfc werden, dass der Herausgeber ausser diesen 
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Abhandlungen Hrn. Hurwitz noch eine ausfiihrliclie briefliche Dar- 
leguBg verclanktj welcbe einige Eigenscbaften der Integrale j^co) von 
PrimzaMstufe g betriffi Die dieser Quelle entstammenden Entwick- 
lungen sollen im folgenden noch genauer als solche gekennzeiclinet 
werden. Die ausftihrliche Durchbildung der Hurwitz’schen Gedanken 
in der Form, wie sie das vorliegende Kapitel darstellt, riihrt vom 
Herausgeber her. 

§ 1. Die Formentlieorie einer Elache anf Grnndlage dex w.j. 

Im vorletzten Kapitel brachten wir schon gelegentlich (p. 484 ) 
fiir die speciellen Flachen F^^ unserer friiheren Untersuchungen die- 
jenige Formentheorie in Vorschlag, welche sich auf cdq als nnab- 
hangige Variabelen griindet. Der wesentliche Unterschied der hiermit 
gemeinten Formentheorie gegen die im vorletzten Kapitel auf 0 ^^, ^2 
basierte ist der, dass coi, cog bei geschlossenen Wegen auf allge- 
mein zu reden, nicht in ihre Anfangswerte libergehen, sondern vielmehr 
in Werte a?/, O2'; die aus c?!, 053 vermoge einer homogenen Modulsub- 
stitiition hervorgehen; die coi, vieldeutige Formen auf der 

Riemann^schen Flache 

Wenn wir vorhin, fur den Zweck der Formentheorie ^1, 02 ? 
algebraische Gebilde auf eine iiber die Ebene von 0 = 0^:02 gelagerte 
Riemann^sche Flache bezogen, so wiirde der letzteren hier die zuge- 
horige RiemanAsche Flache tiber der Ebene der Variabelen co = m2 
entsprechen. Man bemerke, dass wir die so gemeinte Biemann' sche 
Flache direct im ursprunglichen Polygon Ff.^ der m-Salbehene vor Angen 
haben, Inzwischen ist es doch weiterhin fiir die Ausdrucksweise zu- 
meist bequemer, an die im Raume geschlossene Flache JFa niit ihrer 
Einteilung in 2 ft Dreiecke zu kniipfen. 

Die auf m2 gegriindete Formentheorie der F^^ ist nun bereits 
in einer Reihe zerstreuter Entwicklungen der friiheren Kapitel ent- 
halten, und wir brauchen hier kaum mehr als zu recapitulieren, um 
den vollen Zusammenschluss mit den allgemeinen Gesichtspunkten des 
vorletzten Kapitels zu gewinnen. 

Um etwa mit dem in Bd. I haufig verwendeten Differentiations’- 
'process zu beginnen, so haben wir in: 

( 1 ) dW = mT^dm2 — 

^') Es stekt gar niclits im Wege, gerade so gut wie z oder co jeck andere 
function der Flache in der Art des Textes zur Grundlage einer Formentheorie zu 
wahlen; nur wird man im allgemeinen nicht so einfache Verbaltnisse antreffen, 
wie bei z oder co. 
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ein Differential der Ildclie welclies an Steile des in der allge- 
meinen Theorie (p. 493) gebrauchten Differentials tritt; dW bleibt^ 
wie man sofort bestatigt, gegeniiber den liomogenen Modulsubstitu- 
tionen nnverandert, so dass wir es hier mit einem auf der Fldclie ein- 
deutigen Differential m ihun liaben. Dieses Differential dcD ist zufolge 
seiner Gestalt — mf^dm auf der abgeseben Yielleicbt von den 
Punkten a, allentlialben endlich und von Null verscbieden (in 
dem p. 493 erlauterten Sinne). Das gleicbe Verlialten zeigt dW in 
solclien Punkten a, b, die von vier bez. seeks Dreiecken umlagert sind; 
dagegen wird dWi in Ausnabmepunkten a und b im Grade bez. -I 
un endlich. Um schliesslich d’ST in einem Punkte c zu untersuchen, so 
beziehen wir F^n derart auf die co-Halbebene, dass der betreffende 
Puiikt c die Spitze m = i oo liefert. Man hat alsdann: 


( 2 ) 


doj = 


i (o.j, 
2^ 


r ’ 


1 

wahrend die Umgebung der fraglichen Steile e von F^, vermoge r'* 

1 

auf ein einfach bedecktes Stuck der Ebene von abgebildet wird. 
Nach den friiheren Satzen ergiebt sich daraus das besonders wichtige 
Eesultat, dass dW in jedem PunJete c von einfach unendlich wird; 
doch ist bei dieser Aussage in dem schon in I p. 694 angegebenen 
Sinne von jenem Nullpunkt abgesehen, der durch das Verschwinden 
von cog an der fraglichen Steile von jF„ involviert ist^). 

An das Differential dd) kniipfen wir sogleich die Betrachtung der 
zur FfM (resp. zii , 032 ) gehorenden Primform^ als einer V07i mei Stellen^ 
CO und CO, abhdngenden transcendenten eindetitigen Modulform jeweils erster 
Dimension in beiden Variabelenreihen. Der Ubergang von der unter (8) 
p. 505 gegebenen Gestalt zu der hiermit gemeinten Primform ist leicht 
zu bewerkstelligen; es erscheint ganz einfach das damalige Differential 
dt durch d'^ ersetzt, und wir schreiben des genaueren: 


(4) P(co, go') 


V- 


dW • d'm' • e 


-n 


(x}-{~dca^ 


, lim. dco — 0, dco' = 0. 


Nebenher gedenken wir jeiier besonderen Flachen die keine Aus- 
nahmepunkte a, b aufweisen, and bei denen in alien Punkten c die gleicbe An- 

zabl von, sagen wir, Dreiecken zusammenbangen. Auf einer solchen ist YA 
eine ganse Form, die auf F^ gerade genau in derselben Weise versebwindet, wie 
dm unendlicli wird. Man hat demnacb in: 

n 

( 3 ) dm = (fOj dm^ — (o.,dcof) yA 

2n 12 

ein Differential der freilich von der gebroebenen Ordnung , das auf 

der ganzen Flilcbe endlicb und von Null verscbieden ist. 
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Oline weiteres aber folgen die Ergebnisse: Die Form P(o3, m') ver- 
scbwindet auf einfacb, falls die beiden Stellen cd^ co" auf der Plache 
coincidieren;* sie wird auf uneudlich in den Ordnungen i) "Vj i in 

den Punkten c bez. den Ausnabmepunkten b und a. Das Periodenver- 
halten von P(o, ca') ist aber dasselbe geblieben, wie ftir die urspriing- 
liche Gestalt T(x, y) der Primform. 

Was wir unter den algebraischen Formen der Ff^ zu versteben 
baben, und insbesondere unter den gansen algebraischen Formen, 
braucben wir bier nicbt nocbmals zu erortern; speciell fiber die letz- 
teren vergl. man die Betracbtungen p. 362 ff. Ffir die Congruenz- 
gruppen insbesondere kennen wir eine grosse Menge ganzer Formen 
Yom vorigeu Abscbnitt her; die Teilwerte sowie die Moduln 

A, B, ga, ya geboren bierber. Bei der allgemeinen Dntersucbung p. 362 
u. f. batten wir fibrigens neben dbsolut zur Ffi geborenden Modulformen 
aucb solcbe in Betracbt zu ziehen, welebe bei gescblossenen Wegen 
constante Factoren (Einbeitswurzeln) annehmen; wir wollen gleicb 
festsetzen, dass sicb unsere zunachst folgenden Betracbtungen ganz 
allein mit solcben Formen befassen sollen, welche im absoluten, Sinne 
zur F/j, geboren. 

Diejenigen Gedankenentwicklungen, welebe auf die Gewinnung 
einer Basis ffir die ganzen Modulformen einer abzielen, baben wir 
bei unseren fruberen Untersuebungen niemals verfolgt. Wir mflssten 
dabei, zumal wenn es sicb um eine Minimalbasis bandeln soli, ft ganze 
Modulformen (o^, Og), . . . der ausfindig machen, 

in denen sicb jede ganze Modulform der in der Gestalt: 

9\G^ + ^ 2^2 + • ■ • + 9iJ-G^t 

mit Hfilfe ganzer Formen erster Stufe g^, ... darstellen lasst. Aber 

es sollen bier nur ffir eine specielle Gattung von Flacben F^ zuge- 
horige Basen construiert werden, wobei wir fibrigens gar keinen Nach- 
druck darauf legen, aucb wirklich Minimalbasen zu erbalten. Wir 
wollen namlicb eine Basis des Teilimgsjgolygons F,^^^ bilden, und zwar 
der Einfacbbeit halber gleicb ffir den Fall einer PrimgaMstufe q. Wenn 
wir uns bierbei nocb auf die Darstellung ganzer Modulformen von 
gerader Dimension besebranken wollen, so baben wir die specielle 
Teilungsgleicbung der ^-Function: 

tizl 5^—7 ( 2^—9 

( 5 ) p " +mP ' +i9BP ^ +cglp ^ 0 

zum unmittelbaren Gebraucb zur Hand. Unter den Wurzeln von (5) 
geboren aber im ganzen die ^ Teilwerte po,i, po, 2 , po,n, ... zum 
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Teilungspolygon Fq-^—iy wenn wir an cler friilier verabrecleten Einlage- 

rang clesselben in die Dreiecksteilung der ca-Halbebene festhalten 
sollen (p. 20). Dass liier librigens nicbt nur eiiie^ sonderii gleicli 
— 1) Wurzeln von (5) zum Teilungspolygone gelioreny entspriclit 
deni Umstandej dass das fragliehe Polygon durcb eine eye- 

lisclie Griippe bildende Transformationen in sicli ilbergelit. 

Indem man jetzt die Zalil ft nnter 2 ^ ^{q — 1) beliebig aus- 
wahltj liat man nacli den allgemeinen Erorterungen von p. 490 ff. in 

r 


(6) 


1 * 

4 ? Po,jif, • 




eine Basis des Teilungspolygons, Die Discriminante dieser Basis, die 
wir in der Folge stets durch Dp bezeiebnen wolien, ist gegeben durch: 


( 7 ) Dp - [n(pxa-p--'',>')Y, 


wobei sicb in bekannter Weise das Product auf alle Differenzen zweier 
versebiedener Wurzeln von (5) beziebt Die Discriminante (7) ist eine 
ganze Modulform erster Stufe. Aber dieselbe kann nur in der Spitze 
G) = i oo des Ausgangsdreiecks versebwinden; denn wir bereebnen aus 
(7) p. 276 sofort: 


P>c,X — Py.\?/ 


^y,,X ^x\X' 


und die <?-Teilwerte sind abgeseben von den Polygonspitzen allent- 
balben endlicb und von Null versebieden. Bei dieser Sacblage ist 
Dp bis auf einen numeriseben Factor^ den wir vernacblassigen, nacb 
einer friiber oft vollzogenen Schlussweise mit einer Fotm^ der Discri- 
minante erster Stufe A((jOi, co^) identisch, und zwar lesen wir aus der 
Dimension der reebten Seite von (7) ab: 


(8) Dp = A . 

In dem Zutreflen der Gleicbung (8) hat man einen besonders ein- 
facben Zug der Teilungsgleicbung (5) zu seben. Aber es sei sogleicb 
bemerkt, dass die Basis (6) noeb keineswegs eine Minimalbasis des 
Teilungspolygons ist, insofern wir z. B. jeden anderen Teilwert 
nocli keineswegs in der Basis (6) mit Hxilfe gamer Ooefficienten erster 
Stufe darstellen konnen. Wir unterlassen jedoch, die zur Bilduug 
einer Minimalbasis fiihrende Recursionsreebnung bier wirklich zu ent- 
wickeln, begniigen uns vielmebr mit dem bisher erreiebten Resultat: 
Jede game Modulform — Dimension des Teilungspolygons ist in der 
(resfalt darsieUbar: 

Jv 1 0 i u - 1’ r i e k o , Motlulfuuc tioneu. II. 


36 
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g— 3 

, dti + S'i_2 S^O// ~^9k-i Pofi H + 9k—q-^+z Po/tf 

(9) “ " Dp 

woiei gi eine game Modulforni erster Stufe der Dimension — I ist, wdli- 
rend k durcli die Gleicimng gegeben ist: 

(10) ]c = 2v+ (g'- . 

Umgekelirt ist natiirlicli keineswegs jede Form (9) eine ganze 
Modnlform des Teilungspolygons; wir werden iins vielmehr spaterkm 
mit cler Aufgabe zu beschaftigen haben, aus alien Aiisdriicken (9) 
die ganzen Modulformen anszusondern. 


§ 2. Von den Modulformen erster und dritter Gattung insbesondere. 

Vorlaufige Auswahl der Integrale j bei einer Primzahlstufe q. 

Von den Integralen einer Flache werden diejenigen der ersten 
und zweiten Gattung beim Etickgang zur cu-Halbebene eindeutige Func- 
tionen von m (ef. I p. 582 ff.); bei einem Integrale dritter Gattung 
aber gilt das Gleiche nur dann, wenn seine logarithmischen Unstetig- 
keitspunkte nur in den Spitzen des Polygons gelegen sind. Das 
Differential irgend eines Integrals der Ff,^, durcli dcj dividiert, liefert 
eine algebraische Form (—2)^®'' Dimension in co^, cog; wir liaben 
jetzt vor allem zu untersuchen, wann diese Modulform eine game 
wird. Man iiberblickt leicht, dass dies stets der Fall ist^ wenn wir 
ein Integral erster Gattung j oder ein solches Integral dritter Gattung 
Q differemierte/^i^ das nur logarithmiscJie, in den Polygonspitmi gelegene, 
Unstetigkeitspunlcte anfweist. Fur die Integrale j ist dies sofort evident; 
ist aber Q ein Integral dritter Gattung von der bezeicbneten Art^ 
so beziebe man die Flache F^c derart auf die (u-Halbebene; dass ein 
gerade betrachteter Unstetigkeitspunkt c nach der Spitze m = ioo 
zu liegen kommt. Da wird alsdann: 


dQ ^ 

dm dm 


{c log r) = 


2 ctt 


und also bleibt die Ableitung von Q an der Stelle c im Sinue des 
p. 559 verabredeten Sprachgebrauches endlicli. Hiermit sind pjugleich 
die Integrale der geforderten Eigenschaft erschopft 
Man ftihre jetzt die Bezeichnung ein: 

(1) 9 («>1 , ®2) = («U «>2) = II 


und benenne qo und V kurz als Formen erster und dritter Gattung der 
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Fiddle Fju, Dieselben sind ganze Formen ( — Dimension der Ff^i, 
und es wird insbesondere eine Form erster Gattung in jedem PtmMe c 
mindestens in der Ordnung 1 ve^'sdiwinden, da dV) nacli p. 559 an 
einer solchen Stelle der Flaclie in dieser Ordnung unendlicli wird. 

Diese Satze sind sofort auch der Dmkelirung fahig: Jede game 
Form der F/^ von der dimension — 2, die wenigstens in einer SpiUe c 
von Nidi versdiieden ist^ ist eine Form dritter Gattung ¥(£ 0 i, cd^); sie 
wird dann aber wenigstens nocb in einer weiteren Spitze c von Null 
verscbieden sein^ wie man aus der Grundeigenscliaft der Integrale 
dritter Gattung folgert, mindestens zwei logaritbmiscbe Unstetigkeits- 
punkte zu besitzen. Ist aber eine gan^e Form ( — 2)^®^ Dimension in 
alien Punkten c gleich Null, so stellt sie eine Form erster Gattung 
vor. Die Beweise dieser Behauptungen ergeben sick einfacli dadurcb, 
dass man in: 

(2) J , Q co^) dm 

Integrale erster und dritter Gattung der erkennt. 

Zu den Formen dritter Gattung geboren vor allem die Teilwerte 
der p- Function^ so dass wir in; 

( 3 ) Q = dm 

eine ganze Reilie von Integralen dritter Gattung von der oben be- 
zeichneten speciellen Art haben; ist n der Teilungsgrad der so 

wird natiirlicb die zugehorige Flache der Hauptcongruenzgruppe 

Stufe entsprechen. — Pur ungerade n liefern die Moduln eines 

einzelnen Systems in: 

( 4 ) j = Jsa dm 

ebenso viele Integrale erster Gattung; aber fiir die Stufe dieser lute- 

grale und also fiir die Bestimmung der zugehorigen Flaclie F^^, sind 
bier immer die zablreicben Fallunterscbeidungen massgeblicb; welcbe 
seinerzeit (im zweiten und dritten Kap. des vorigen Abscbn.) betreffs 
der Stufe der zti treffen waren. Bei geradem n liefert jedes ein- 

zelne System Integrale erster Gattung j der Gestalt (4), die 

entweder der oder Stufe angeboren. — Letzten Endes baben 
wir zur Bildung von Integralen dritter und erster Gattung aucb nocb 
die gan^en Formen ( — Dimension ka, zur Hand. Zweigliedrige 
Verbindimgen irgend welcber Moduln dieser Art liefern in: 

(5) Jka^fidm , f kaB/jdm , ■ ■ ■ 

stets Integrale dritter oder erster Gattung. Was im Einzelfalle vor- 

36 * 
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liegt; wild man nach den entwickelten Eegeln immer leiclit entsclieideii 
konnen. — 

Wir wenden uns nun gleich zu den Integralen j einer beliebigen 
FrmmMstufe deren Anzabl gleich dem Geschieclite: 

( 6 ) p = 

der Hauptcongruenzgruppe Stufe ist. Ftir die Anordnung dieser 
p Integrale j soil Mer zuvorderst ein zweckmassiges Schema verabredet 
werden. Zu diesem Ende sei j{(x)) irgend ein Integral erster Gattung 

2 tTT. 

Stufe; man bilde alsdann vermoge der Einheitswurzel s == e 
das neue Integral erster Gattung Stufe: 

(7) j(w I h) = ^ + v), 

. v—0 

wobei h irgend eine ganze Zahl aus der Reihe 0, 1, . . ^ — 1 sein 

soil. Indem wir h der Reihe nach mit diesen q Zahlen identificieren^ 
ergiebt sich durcli Inversion von (7) fiir das ursprunglicli vorgelegte 
Integral j((D) der Ausdruck: 

(8) j(co) = 2 -i[i(co I 0) +i(ra 1 1) H j{(0 | g;— !)]• 

Das Integral j{(o | Ic) zeigt aber bei Ausubung cler Substitution S das 
Verhalten: 

(9) j(e} 4- 1 I 7c) = £*j((o I 7c). 

JEs lassen sich demgemdss alle p linear-imabhdngigen Integrale j der 
Stufe so auswdhlen, dass das einselne miter ihnen sich gegeniiber der 
Operation 8 his auf eine multiplicative EinheitswurM reproduciert. 

Man nehme nun diejenigen Integrale j vorweg^ welche sich gegen- 
ilber S xiberhaupt nicht mehr andern. Es werden dies die Integrale 

erster Gattung des Teilimgspolygons i sein, und da sich das Ge- 

2 

schlecht des letzteren nach den friiheren Regeln leicht zu: 

( 10 ) « = (2 - 5 ) 

^ ^ 24 

bestimmt, so hahen wir an erster Stelle im gansen % Integrale: 

(11) iiC® I 0); i2(® I 0); • • •, I 0), 

die gegenuber der Substitution 8 unverdnderlich sind. Hierher gehoreii 
natiirlich auch die im letzten Kapitel des vorigen Abschnitts (p. 449 ff.) 
haufig benutzten Integrale j des Transformationspolygons Fq^i. 

Fiir die noch iibrig bleibenden (g — 1) Zahlwerte 7c== 1, • . - ^ q^—1 
unterscheiden wir, ob in h ein quadratischer Rest oder Nichtrest von q 
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Yorliegtj dabei mogen wir die Reste generell durcb a, die Niclit- 

reste ebenso diircli ^ bezeiclinen. Bei einem gerade ausgewahlten 
System von p Integralen der Art (9) mogen nun zii einem besondereu 
Reste Jc — a insgesamt die A linear -unabhangigen Integrale: 

(12) y)(ro I a), !«);•• • j jx^co | a) 

gelioren. Wir verstelien dann unter g eine primitive Wurzel der Prim- 
zalil g und wahlen eine der Bedingung: 

(13) Z7 = ^ / o , (mod. q) 

geniigende Modolsubstitution aus, urn vermoge clerselben die X Inte- 
grale (12) zu traiisformieren. Da US = S'J' (mod g) zutrifft^, so 
wird das einzelne Integral ji(U{co) \ a) gegenuber der Substitution S 
die EinlieitswLirzel annebmen; im Sinne der in (7) und (9) ein- 
geftllirten Bezeicbnimg wild also zu setzen sein: 

(14) 1 ce) = ji(a I g^^cc). 

Die Substitution U ist aber, mod. q genommen, von der .Periode 

— ^ ; indem man somit in (14) fiir v der Reilie nacli die Werte 

0, nimmt, entspringen von (12) aus Reihen zu je 

■ « • O 1 

X Integralen, deren einzelne je einem der — Reste a zugeliort. Da 
hierbei liinsichtlicli des anfanglich ausgewahlten a keinerlei be- 
schrankende Voraussetzung gemacht wurde, so ist zugleicli evident, 
dass fur jeden Rest a gerade X und nur X linear -unahJidngige Integrale 
j{m I a) eintreten. 

Pilr die Nichtreste lv = p gestaltet sich die Uberlegung genau so. 
iiaben wir fiir einen ersten Nichtrest insgesamt die linear -unab- 
hangigen Integrale: 

(15) ii(ra I P), I ^), ■ . •,i«(ra I 

SO werden tvir Uherhaupt fiir jeden Nichtrest p genau g. unahhangige In- 
tegrate j finden und nicht melir. In diesem Sinne haben wir nur noch 
der Gleichung (14) die naclifolgende anzureihen: 

(16) i.-(?7»|^)=j,-(ro)lr/^-/3). 

tiber die jetzt betrachteten 

(X g)- R — 

Integrale j hinaus werden weitere unabhangige Integrale j der q^^^ 
Stufe nicht mehr existieren konnen. Aber man beachte umgekehrt, 
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class eine lineare EelaMon mischm jmeti aufgenahlten Integralen nicht 
iesteJien hann. Eine derartige Relation wfirde sicli namlich sogleich 
in eine Anzahl weiterer Relationen spalten lassen, in deren einzelner 
nur solche Integrale j vorkommen, welche gegeniiber 8 das gleiche 
Verhalten zeigen. Derartige Relationen kommen aber sicher nicht vor; 
denn die /I Integrale der einzelnen Reihe (12), sowie die g Integrale 
der einzelnen Reihe (15) sind linear- unabhangig, und ein Gleiches gilt 
endlieh auch von den n Integralen j (o | 0) des Teilungspolygons. Bei 
dieser Sachlage gelten also die Pormeln: 

wir berechnen von bier aus noch fur (X -j- g) den Wert: 

(17) i + ^ = 

indessen lasst sicli nicht ohne weiteres bestimmen, welche Zahlwerte 
I und ft einzeln geuommen haben mogen. 

§ 3. Speeielles Tiber die Integrale j((o | 0) des Teilungspolygons. 
Darstellung derselben durcb die j(a? | cc)^ j{co 1 /3) ^). 

Auch nach Festlegung des im vorigen Paragraphen verabredeteii 
bchemas ist die Auswahl der einzelnen Integrale j noch in sehr mannig- 
faltiger W^eise zu treffen. In der That mogen wir die z Integrale 
j(co I 0) des Teilungspolygons noch beliebig linear substituieren , und 
ein Gleiches diirfen wir mit den Integralen der ersten Reihe (12) bez. 
(15) § 2 vornehmen; aber man bemerke, dass alsdann auf Grand von 

(14) bez. (16) die - iibrigen Reihen mit der ersten vollstandig 

bestimmt sind. Wie wir in diesem Betracht bei den Integralen ^(0 | 
j{co i j3) zweckmassige specielle Auswahlen treffen mogen, werden wir 
weiterhin noch zu betrachten haben. Unsere nachste Untersuchung 
gilt allein den % Integralen j(co | 0) des Teilungspolygons Wir 

haben dabei insbesondere eine eigenartige Ausdrucksweise dieser Inte- 
grale i(£o I 0) durch die j(o | a), j{a) | abzuleiten, bez. durch ge- 
wisse lineare Verbindungen der j((o | a), j((D | /J), die wir miter der 
Benennung und einfiihren wollen. Von den so zu entwickeln- 
den Darstellungen der j{a) [ 0) wird spater ein wichtiger Gebrauch 
zu machen sein. 


*) Den Paragraphen 3, 4, 5 liegt die schon in der Einleitung erwahnte 
briefliclie Mitteilung von Hrn Hurwitz zu Grunde. 
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Die Siibstitntion U belialten wir in der Bedeutung (13) des vorigeii 

Paragrapben bei und yerstehen unter g eine primitive Ein- 

lieitswurzel. 1st nun ein beliebiges Integral erster Gattung des 
Teilungspolygons, so haben wir in: 

( 1 ) 

gleich Integrale dieses Polygons, insofern dasselbe docli durch 

die Substitution TJ in sich selbst traiisformiert wird. Wir bilden uns 

nun abnlich wie in (7) § 2 mit Hillfe der Einbeitswurzel ^ die ^ ^ 

linearen Verbinclungen: 

(2) i(ra) + + . ■ . 

indem wir liierbei die Zahl s der Reihe nach mit 0,1,.,., 
identiscb nelimen. In (2) baben wir dann ^ ~ ^ Integrale des Polygons 
F ^ , aus denen sicb umgekebrt das anfanglicb gewablte j («) linear 
aufbauen lasst. Gegeniiber U aber andert sieb das Integral (2) ura 

/q l\t0 ^ 

V'“T~/ Einbeitswurzel fj = §•< als Factor. Daber das Resultat: Die 
n linear -imalJiangigen Integrale j des Polygons F >_i lasseu sich so aus- 

wdhlen, dass das eimelne unter ihmn gegeniiber “ 8 und TJ das Ver- 
lialten mgt: 

(^) i {SiG})) = j (co) j j(JJ (<n)) = ^iqj (m ) . 

Die zweite unter diesen beiden Formeln erfordert in des nocb eine 
zusatzliche Bemerkung. Uni dieselbe namlicli aus (2) zu entwickeln, 

> 7-3 

liabeii wir j(TJ ^ {co)) direct mit j{co) identiscb gesetzt. Dabei wurde 
jedocli eine additive Constante vernacblassigtj denn man bemerke^ dass 

JJ " (iibrigens im Gegensatz zu S'l) auf miserer Riemann^sclien Flache 
einen soldi en geschlossenen Weg bedeutet, der sicb nicbt auf einen 
Pimkt zusammenzieben lasst. Strenge genommen sollten wir dem- 
gemass in der zweiten Pormel (3) recliter Hand nocli eine additive 
Constante hinzusetzen. Inzwisclien ist diese Constante bei den gerade 
vorliegenden Uberlegungen ganz bedeutungslos; wir baben sie demnacb 
in (3), sowie in den analogen weiterbin folgenden Formeln einfacb 
fortgelassen. 

Denken wir fortan die % Integrale j(m) des Teilungspolygons in 
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Ubereinstimmung mit deu Relationen (3) ausgewahlt, so zeigt das 
einzelne unter ihnen ein besonders einfaches Verhalteii bei Ausiibuurf 

o 

einer beliebigen Modulsubstitution F = f fV Wir iicirnen bei 

\r? 0/ 

clieser Entwickliing^ einem gewolinten Brauclie folgeiid, die in der 
Oongruenz 

g'^ = a (mod. q) 

zu irgend einer gegeii q primen Zahl a gehorende gauze Zabl v den 
Index von a beziiglich der Priinitivwurzel g und sclireibcn abgekiirzi 
v = md..a, Es wird alsdann: 


(4) , (mod. q) , 

und wir finden fur die genannte beliebige Modulsubstitution F micli 
leichter Zwischenreclinung die Congruenzen; 

10'-ind.c:Y= Q' ^ ^ ,55-eiin y EE 0 (mod. q), 

(5) I ^ 

Umd.YS-^^y 1 F= ^y-i) ’ y prim gegeii q 

ist. Fur das eimelne Integral j ergiebt sich daraufhin vermbgc (3) gegeii- 
iiber V das Verlialtm: 

falls V durcli q teilhar, 

Besonders einfach werden diese Formeln fiir ■>? == 1, d. i. fiir ein 
Integral j des Transformationsjoolygons F,+i- die Anzahl ’dieser beson- 
deren Integrale ist nach Pormel (13) p. 52 bez. gleich: 



(V 


g — 13 g-5 gr — 7 g + l 

12 ^ 12 ^ 12 ’ 12 ’ 


je naehdem 5 , 7, 11 (mod. 12) ist. Hier ist j(m) bekanntlich 

ernes unter (q + 1) gleicliberechtigten Integraleu, die einfach ditrch: 




gegeben sind. Die Summe dieser (q + 1) Integrale ist dabei als ein 
uberall endliebes Integral erster Stufe mit einer Constanteu identisch: 


(9) j(co) + j( ^ ) + I- j 


Hieran kniipft sich nun die nachfolgende tJberlegung: Einmal 
smd die Integrale (8) gerade diejenigen, welche auf den rechten Seiten 
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der linearen Transformationen (6) auftreten; fur's zweite aber bemerke 
mail; class sick vermoge der Formel (9) ^(g?) durcli die g ilbrigen IntC” 
grale (8) darstellen lasst. Indem wir zusammenfassen, folgt Yermoge 
einer leichten Zwisclienbetracbtung; class sich die q letden Integrale (8) 
(jegeniiber heliebiger ModulsiibstiUdionen linear substituieren. Auf die so 
entspringenden g-gliedrigen Substitutionen miissen wir aber desbalb 
eingelieii; weil wir gerade durcb ihre weitere Discussion diejenige Dar- 
stellung fiir das Integral j(co | 0) des Transformationspolygons ge- 
wimien werderi; auf die wir scbon im Anfang des Paragrapben Bezug 
nabmen. 

Bei dieser Entwicklung fllhren wir zur Vereinfacbung des Aus- 
drucks der in Rede stehenden g-gliedrigen Substitutionen an Stelle 

der q Integrale j die q neuen Integrale Jq{co>)j 

durcb die lineare Transformation eiii: 

(10) = j (::^) + + • • • + 

deren Determinante von Null verscbieden ist; wie es fur die Umkebr- 
barkeit der Substitution (10) erforderlicb ist. Pilr s = 0 haben wir 
in Jq{co) einfacb das urspriinglicbe Integral — immer von einer 
additiven Constanten abgeseben. Indem man die Transformation (10) 
leicbt invertiert; ergiebt sich als Wulcung der Substitutionen S and T 
auf das System der Integrale Jq, i leichter Zivisclmi- 

rcchmng: 

(S) j; = 

— qJo = ^ Jt, 

i — 0 

q~~l 

— qJ/ = ((? + 1) Jq + ^ CsiJfj 

t=i 

wobei sich in der letzten Formel der Summationsbuclistabe s nur auf 
1; 2; • “ g' — 1 beziebt; die Abklirzung Cst ist gebrauebt in der Be- 
deutung: 

q—i 

Cst = —^ + 

v~l 

Hiervon nun die nachfolgende Anwendung: Wie man sieht, ist 
das einzelne der (g — 1) Integrale Jq-^i eine lineare Com- 

bination getuisser I Integrale | a) bes, g, Integrale j{m ] /3); je nacb- 
dem s ein Rest s — a oder ein Nichtrest 5 = jS von q ist. Wenn 
man nun nacb ganz beliebiger Auswahl von s unter den Zahlen 
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1? 2, • • •; g' — 1 auf die betreffende unter (T) stehende Formeh 

^ (^) = (2 + 1) ^ (c5) 

der Reilie nacb die q Substitutionen 1, 8, . 8^“^^ ausiibt imd alle 

entspringenden q Formeln addiert, so folgt vermoge — — j filr das 
heliebig atisgmdhUe Integral jip) des Transformationspolygons die Dar- 
stelkmg: 

(11) {q + 1) j (ra) = J, (^) + Js (— _|^) J, ’ 

iind gerade um diese Formel war es uns zwecks spaterer Anwendimg 
zu than. Natiirlich koDnen wir die biermit geleistete Darstellimg des 
fraglichen Integrals j{co) vermoge der Integrale j^co | cc)j j(^(x) | den 
weciselnden Werten s = 1, 2, • • •, 2 — 1 entsprecliend nocb in (q — 1) 
nnterschiedenen Arten ausfiiliren. 

Analoge Entwicklungen haben wir jetzt nocb fiir jedes beliebige 
Integral J (co) des Teilungspolygons durcbzufdbren, welches nicht be- 
reits zum Transformationspolygon gehort. Hier besteht dann die Re- 
lation (9) nicbt; znfolge der Formeln (6) werden demnach die Inte- 
grale (8) gegentiber beliebigen Modulsubstitutionen (q -j- 1) ■‘gliedrige 
lineare Substitutionen erleiden. Um fiir die letzteren eine moglicbst 
einfacbe Gestalt zu gewinnen, fiibren wir statt der {q + 1) Integrale 
(8) die nacbfolgenden {q + 1) neuen Integrale ein: 

'^oo(o) ==i(«), 

2*^0 (®) = j (-— ) + i (-A:) + ■ ■ + ) ( 0 ,+“ Ai) ’ 

wobei in der letzten Formel sicli s niir wieder auf die {q — 1) Werte 
1, 2, • • •, g -- 1 bezieht, wabrend ri die im Sinne von (3) zu j{m) 
geborende Einheitswurzel ist. Die Inversion der Formeln (12) liefert 
offenbar: 

03) j {-^i) = Jo(®) + 2 • 

1 

Als Wirlomg der Substitutionen S und T auf die jeM (jemeintcn 
(2 + 1) Integrale J^(«a) bereclinen wir ohne Muhe: 

(^) = j: = B^j, 
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< = 1 

(T) * 2''^" = '^00 + (■>?> s) ^ 

!{=:1 

qj; = ^-ittd.s _f_ (^-1^ J-^ _|_ ^ 

, ^== 1 
wobei in der letzten Pormel 5 = 1, 2, • • ^ — 1 zu nebmen ist. 

Hierbei bat das aucb in der Kreisteilungstlieorie gebraucblicbe Symbol 
(ji^e) die Bedeutung: 

q—X 

(14) (7],s) = ^ 
wabrend der Coefficient Cst gegeben ist durcb: 

(15) Cji 

r = 1 

Hieran kniipft sicb nun wieder die nachfolgende Recbnung: Nacb 
beliebiger Auswabl von s aus dem Intervall 1^2,***,g~l libe man 
auf die zu s gehorende Gleicbung (T) der Reibe nacb die Substitu- 
tionen S , • • • , aus und addiere die gesamten so entspringen- 

den ^ Formeln zusammen. Geben wir dabei von gleich wieder 
zur ursprunglicben Bezeiclinung j (co) zurilcbj so folgt: 

(16) j (oj) = — ’ (i^-i , s) J^{m) + 2 J, ■ 

<=o ' 

Unter den recbts stehenden Integralen gehort aucb nocb Jq zuni 
Teilungspolygon. Um dasselbe zu eliminieren, wablen wir an Stelle 
von s ein zweites Mai die Zabl s so aus^ dass 

verscbieden ist; dies bat keine Schwierigkeit, da ifi nicbt gleicb 1 ist. 
Obne die der Gleicbung (16) analoge Relation fiir s' binzuscbreiben, 
fubren wir zum Zwecke der Elimination von jetzt endlicb das 
Integral ein: 

(17) 

wie man siebt, setzt sicb dasselbe wieder ausschliesslich aus Integralen 
j(<ji) 1 a)y j(co I j3) zusammen, namlicb aus den Integralen j(a} | s) und 
j (co I s'), Mit Hulfe des Integrals (17) aber folgern wir aus (16) fur 
das ursprunglich vorgelegte Integral j{m) des Teilungs^olygons die Dar- 
stellung: 

(18) j(oj) = J,, (-^) + J,, H h C + j!,!) ; 
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eine Formel;, die sich der oben entwickelten Gleichung (11) uiimittelbar 
anscbliesst ; doch ist sie iufolge der zwei Indices 3, s nocli iiiannig- 
fal tiger waHbar^ als (11). Sierdurcli haben nun aucli die in (H) noch 
nicM miterledigten Integrale jico | 0) ihre in AussicU gda/jnii'CHC Bar- 
stelhmg durcli die j((D | a)j j{(D | /3) gefunden. 

Wir haben mit dem Vorstehenden diejenigen gruppentlieoretisclien 
Biitwicklungen liber die Integrale Stufe gegeben, welche sicli an 

die lialbmetacyclischen Untergruppen anscliliessen. Es ware 

2 

jetzt moglich, aiicli noch die ubrigen Untergruppen der Gesamtgruppe 

Gq(qi^^i) der q^^^ Stufe in entsprechender Weise heranzieben. Jedocli 
_ 

haben wir in dieser Richtung liegende Entwicklinigeii im folgenden 
niclit iiotig. 


§ 4. Ein allgememes Bildnngsgesetss fiir die Integrale J(g) | 
j{(o I (i) der Stufe. 

Um ein allgemeines Bildungsgesetz flir die Integrale j zu ge- 
wiimen, bringen wir die in Paragraph 1 gegebene Basis des Teilungs- 
r tnTi 

polygons LI, Po.iii, po,Ji J iu Anwendang. Dies liisst sich ohne 
weiteres zunachst nur fiir Integrale j(c5 ( 0) durchftlhren ; indessen ist 
es gerade imser Ziel, die fragliche Darstellung fiir die Integrale 
j(co I a)j j{G) I |3) unter Beiseitelassung der j (w | 0) durchziibilden, 
und dieserlialb mlissen wir noch eineii Uinweg gehen, uni die Formen 
des Teilungspolygons mit den Integralen j{co | «), j{a) ] ^) in Verbiii- 
dung zu bringen. 

Indem wir zuvorderst unentschieden lassen, ob wir mit einem 
Reste a oder Nichtreste (i zu thun haben, schreiben wir j(a) | v)^ wo 
also V irgend eine Zahl aus der Reihe 1,2, •• -, 2—1 ist. Man 
gehe dann gleich zur entsprechenden Form erster Gattung: 


( 1 ) 


9? (<»! , CO 2 ) = 


djjco I v) 
dB 


imcl suclie dieselbe mit einem solclien Factor zu verseheu, dass das 
Product eine gauze Form des Teilungspolygons wird. Unter unwesent- 
licFei A.bweicliung von der p. 281 befolgten Schreibweise setze man: 

°° [(2m 4- 1) </— 20;]" 

^ (— 1)''^ r 

und verstehe waiter unter (g) den kleinsteii positiven Rest von q mo- 
dulo 4: 
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(g) = 2-(-^). 

Nacli den seinerzeit entwickelten Satzen ist (]/A)^^^ eine game 
Modulform Stufe, deren Verhalten gegeniiber S aus (1) p. 313 
leiclit bereclinet werden kann. Im Anschluss daran zeigt man leiclit, 
dass die Oongruenz = — 2v (mod. g) bei beliebig gewaliltem 

' 2 / = , g — 1 stets durch zwei gauze durch g nicht teilbare 

Zahlen ^ befriedigt werden kann. Wahlen wir aber zwei solclie 
Zalilen ^ gerade als Indices in so wird dieser Aus- 

druck gegeniiber S die Einheitswurzel annehmen. 

Bei dieser Sachlage besitzen wir in eine 

game Form des Teilungspoljgons, uiid zwar von der Dimension 

— 3 j^3 — ("^) * diese Form bringen wir jetzt die in (9) § 1 

gegebene Darstellung vermoge der Basis [1^ ,u, - . •] in Anwendung, 

indem wir dabei g. aus der Zahlreihe 1, 2^ • • g — 1 beliebig aus- 
wahlen. Es ergiebt sich die Darstellung: 

■ tzrl 

(3) Dp 0a (]/A)^^^* g) (co^j (Ug) + gk ~2 POfi h </-+ zpo/ii 7 

wobei unter — h die Gesamtdimension der linken Seite verstanden ist. 

Die hier auftretenden ganzen Formen erster Stufe gky gic-~ 2 ? * • • 
denken wir nun durch g^, dargestellt und wollen ilbrigens; was 
weiterhin sehr wichtig wird, statt g^y g^, die drei Formen: 

( 4 ) 02 = 12 ^ 2 ? 03 ~ 216 ^ 3 , == 3(2 ^~~^^)poju 


gebrauchen. Ds sind ndmlich die EntwicMungscoefficienten in den Po~ 
temreilien fur g^ nach r durchgehends game Zahlen, wdhrend die 
Ent'wicUtmgseoefficienten von gan 00 alilige Verbindungen der Potemen 
von sind. Im letzteren Falle wolle man vor allem gleich noch 
anmerken, dass die PotementwicMung von der von einfach 

dadmrch hergestelU wird, dass man dUrch a^'-' erset 0 t; es ist dies eine 
einfache B^olge der p. 12 unter (3) gegebenen FormeL Unter Gebrauch 
der in (4) eingefiihrten Bezeichnuugen schreiben wir jetzt die in (3) 
gelieferte Darstellung von g){oox 7 ^ 2 ) explicite in der Gestalt: 


“2) 




Dabei bezieht sich die Summe auf alle ganzen, nicht negativen Zahlen 
a, by Cy welche der Bedingung genugen: 

4a + 6b + 2e ^Jcy c < 


unter h die schon in (3) gebrauchte ganze Zahl verstanden. 
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Die hiermit gegebene Entwicklung kebre man nun urn und frage, 
wann uberbaupt die auf der recbten Seite von (5) stebende Verbin- 
clung eine Form erster Gattung Stufe darstellt. Hierzu ist einzig er- 
forderbcb, dass sie in den Spitzen c des Polygons wenigstens je in erster 
Ordnung verscbwindet, und dass wir iibrigens mit einer ganzen Form 
zu tbun baben; die tiberdies nocb zu fordernde Dimension — 2 liegfc 
in (5) unabbangig vou den besonderen Zablwerten Ca,b stets vor. Da 
aber Dp eine Potenz von A ist, wabrend die 0a zufolge ibrer be- 
kannten Productdarstellungen als transformierte ^^’-Nullwerte jedenfalls 
nur in den Spitzen c versehwinden konnen, so wird der Ausdruck (5), 
wie aucb die Oa,b gewablt sein mogen, im Innern des Polygons, d. i. 
abgeseben von den Punkten c, jedenfalls endlich sein. Wir baben also 
nur nocb die Punkte c zu untersuchen und bier diirfen wir uns auf das 
Teilungspolygon bescbranken, da sicb der Ausdruck (5) gegeniiber S 
nur um den Factor andert. 

Das Teilungspolygon bat zweimal Punkte c, deren 

Lage wir uns am leicbtesten vom Transformationspolygon ^^4.1 aus 
deutlicb macben. Letzteres bat zwei Spitzen c und c\ welcbe den 
Punkten co = i 00 und co = 0 entsprecben. Indem wir alsdann auf 
diese Punkte die Substitution U des vorigen Paragrapben wiederbolt 
ausiiben, gewinnen wir die iibrigen Punkte. c/, Cg, c^, . . . , Cg— 3 

des Teilungspolygons. Die Werte von co in diesen gesamten Punkten 
sind oflfenbar: 

q — 3 q — 3 

(6) CO =ioo j T(ioo), U(ioo)f lJT{ioo) , ^ TJ ^ T(ioo). 

Um jetzt den Ausdruck (5) in einem einzelnen dieser Punkte 
c naher zu untersucben, werfe man denselben in ublicher Weise 
vermoge der gerade in Betracbt kommenden Substitution (6) nacli 
G) = ioo, entwickele die recbte Seite von (5) nacb Potenzen von r 
und verlange, dass diese Entwicklung mit einem von Null verschiedenen 
positiven Exponenten beginnt. Handelt es sicb um einen der Punkte 

so ist eine Substitution der Gestalt co'= aus- 
— a 

zuiiben, wobei man zur leicbteren Ausfiibrung dieser Substitution fiir 

den Augenblick wieder an Stelle von in (5) substituiert denke. 

Es gehen alsdann bez. uber in 0a^aj wahrend 

die iibrigen Bestandteile des Ausdrucks (5) unverandert bleiben. Setzen 

wir nun die Reihenentwicklungen ein, so baben wir die Ca^b so zu 

bestimmen, dass eine gewisse Anzabl von Anfangsgliedern fiir die 
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EntwicMung der Summe ^ ausfallt, damit eine von dem Nenner in 

a,b 

(5) etwa lierruhrende Potenz mit negativem Exponenten in ricMiger 
Weise compensiert wird. Wir folgern aus der Natur der Entwick- 
Inngscoefficienten von Qg, Qg, po,fia'-^o sowie aus der Gestalt des von 
poju zu fiilirenden Zusatzfactors leiclit, dass jeder PimJct c der 

Eeihe d, die Zahlen Ga^f, eine gewisse Anmhl linear er 

Y~ 

liomogemr JBedingimgen liefert, deren Goeffieienten in die Gestalt ganm' 
(janzmliUger Fimctionen der Einheitswurzel gehracM werden Mnnen, 
Die einzelnen Punkte c, ... liefern dabei ganz verscbiedene An- 
zahlen soldier Relationen, da die Zay in diesen Punkten in ver- 
schiedener Art verscbwinden. 

Jetzt ist zweitens noch in den Punkten c\ c/, . . . das Ver- 

lialten des unter (5) gegebenen Ausdrucks ^>{ 0 ^ 1 , zu untersucben, 
wobei wir wieder fordern miissen, dass in jedem dieser Punkte die 
Summe auf der recliten Seite von (5) wenigstens in einer um 1 hoheren 
Ordnung verschwindet als Hier kommen denn fiir 

die in Rede stehende Summe neben Qg? 03 Entwicklungsglieder 
von zm Geltung, und diese sind auschliesslich rationale 

Zahlen. Es ergeben sich also, damit wir in (5) eine Form erster 
Gattung liaben, weitere lineare homogene Gleichungen fiir die Ga^b* 
Man bemtrke hierbei wieder^ dass in (4) der Ubergang von po, ^ 
zu durch Zusatz eines Factors bewerkstelligt wurde, der eine 

ganzzahlige ganze Function von ist. Indem wir ja bei Ausiibung 
von Modulsubstitutionen auf zuriickgehen wollten, werden Po- 

tenzen jenes Zusatzfactors 3(2 — a^*' — vortreten^ die nun mit 
in die Goeffieienten unserer neuen linearen Bedingungen fiir die Ga,h 
tibergehen. Also auch Mer sind die Goeffieienten dieser linearen Glei- 
chungen ganzmhlige ganze Functionen von a^, Ubrigens bemerke man 
noch, dass der Ausdruck (8) in alien jetzt fraglichen Punkten c das 
gleiche Verhalten zeigt; die Anfangsglieder der Summe im Ausdruck 
(5) miissen also fiir alle Punkte c\ cf, ... bis zu gleicher Hohe ver- 
schwinden. 

Wenn wir nun die Ga,h den gesamten, jetzt gewonnenen Bedin- 
gungen gemass wahlen, so wird cp{€o^^ mf) sicher eine Form erster 
Gattung sein, und wir gelangen so zugleich zur allgemeinsten Form erster 
Gattung Stufe, die gegenuber 8 den Factor a^ annimmt Die Ga,b 
werden demnach noch X bez. ft linear und homogen vorkommende 
Parameter aufweisen (die willkiirlich bleiben), je nachdem v quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest von g ist. Durch I bez. ft linear -unab- 
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hangige willktirliclie Auswalilen jener Parameter werden wir dann eiii 
System von X bez. ft Integralen j (co [ v) gewinnen konnen. Dass 
wir in iilinliclier Weise auch % Integrale des Teilungspolygons ableiteii 
konnten, ist leicbt evident; doch gehen wir liieraxif nicht naher ein. 


§ 5. Das Prineip der ganzzahligen Entwicklnngseoefficieiiteii bei 
den Integralen j(c3 | cc), j{G) | /3). 

Wenn ancb die Herstellung der Integrale j nacli der ini vorigeii 
Paragraphen bescbriebenen Metliode selbst sclion in niederen Fallen 
g sekr umstandlich ausfallen diirfte, so werden wir doch durcli Fort- 
setzmig der begonnenen Entwicklung zn einem in der Folge iuisserst 
wichtigen Satze gefiihrt. Es gilt n*amlich das Folgende: Das System 

der (A + ft) • Integrale j (o) | ej) , j (m | jS) lasst sicli lei lelieligem 

q stets so wdMen^ dass die Entwiclchmg jedes eimelnen dieser Integrale 
nach Fotenmn von r durchgehends nur gan^^ahlige Goefficienten anf- 
weist Um dies zu zeigen, nehmen wir etwa an, v sei ein Rest a\ fur 
die Nichtreste ist die Entwicklung genau so. Unsere Uberlegung 
besteht dann aus folgenden Scliritten: 

Die Goefficienten Ca,h des vorigen Paragraphen berechnen sicli aus 
den gewonnenen linearen Relationen bis auf X unter ihnen, welche 
willkurlicli bleiben. Der grosseren Gleichmilssigkeit halber schreiben 
wir die letzteren eg, . . in ihnen stellen sick dann alle 
linear und homogen dar mit Goefficienten, die game gavmahlige I\me- 
tionen der Einlieitswur^el sind. Wahlten wir aber statt des an- 
fanglichen den Teilwert so erscheinen die Verhaltnisse nur 

insofern geandert, dass in den eben gemeinten ganzen ganzzahligen 
Functionen durch a^^' ersetzt worden ist. Man kann dies aus der 
Natur der Potenzentwicklungen fur die ^-Teilwerte (cf. p. 12), sowie 
andrerseits aus dem Entwicklungsgange des vorigen Paragraphen olme 
besondere Miibe beweisen. 

Wir entwickeln jetzt cp selbst nach Potenzen von r, und hier liegt 
aller Nachdruck auf dem, was wir schon vorhin fiber die Entwiclduiigs- 
coefficienten von sagten. Andrerseits bemerke man, dass 

0 a, 0 ^ und A lauter gammhlige Entwicklungscoefficienten aufweisen, 
wobei insbesondere als Anfangscoefficient stets 1 auftritt; es folgt da- 
raus, dass auch die reciproken Werte 07S 07^ r entwickelt, 

ausschliesslich ganzzahlige Goefficienten aufweisen werden. Indem 
wir zusammenfassen und nun die eben schon eingefuhrte Benennung 
ffir die unbestimmt bleibenden Ga,h brauchen, kommt fur 
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das allgemeinste zum quadratisclieii Reste v = a gelioreade 9 ^ m.,) 

die Poteozentwicklong: 


( 1 ) £02) = r'l [e, (r | «,■') + . . . + | £,“)]; 

dabei bedeutet | £,«) eine Entwicklung iiacb ganzen positiven 

Poteiizeu von r, deren Coefficienten ganze ganzzalilige Functionen von 

S‘ sind. Als die A zu v = a gehorenden Pornien 90 kbnneu wir so- 

mit diese: 


(2) n(oo„ co^) = Z; = l, 2, . . A 

auswahlen, Entwicklungen, die ubrigens innerhalb der ganzen positiven 
G3“Halbebene convergent sind. 

Jetzt aber denke man sich in der anfanglicben Entwicklnng po ^ 
an Stelle von gewablt, wobei naturlich auch in den C«,;, an Stelle 
von e^‘ die Wurzel si^ treten wird. Wir erlialten dann alle zn v = cc, 
gehorenden (f genau wieder in der Gestalt (1), nur dass sf‘ durch 
ersetzt ist; dabei wird iibrigens keineswegs ein und dasselbe System 
ej, . . ez beide Male die gleiche Form g) darstellen. Man ordne nun 
die einzelnen Coefficienten in 5Pi.(r | «'“) nach Potenzen von 5“ an und 
spalte daraufhin j e'“) in die Summe: 

I £■“) = 5)3/,., o(r) £'“5Pi.,i(r) -j 

wo alsdann die einzelne dieser q Entwicklungen 5)3i,i(r) durchgangig 
ganssahlige Entwicklungscoefficienten aufweisen wird. Die rechte Seite 
von (2) stellte fur alle Zahlen ft == 1, 2, • • •, g - 1 eine Form erster 

Gattung dar; eine Form erster Gattung haben wir also insbesondere 
auch in : 


(3) 




2 ^ 

/i=l 


‘5)3z(r I «/'), 


tmd hkr hat die EnkvicMung da sie sich folgendermassen schreibt: 

(r) = q%,i{r) — 2 5)3,,/ (r) , 

1=0 

o/fenbar selbst wieder tauter gamsahlige Coefficienten. Durch Inversion 
dex q fiir i = 0^1, — 1 zu bildenden Gleich ungen: 

5)3/;,/ = £-‘5)5,(r I £) + £-2'5)3i(r I £®) + f- £-(2-i)''5p,;,(,. I £5-1) 

lasst sich aber 5)3, (y | selbst wieder in der Gestalt: 


q — l 

5)3, (r I £/') £‘'‘5)3;,/(y) 

* = 0 


K 1 0 i 11 - r i 0 k 0 J Modulfiinctionen. II. 
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darstellen;, so dass wir die anfanglicli ausgewahlten I Formeii (2) 
dtirch die lq_ For men: 

(4) £ = ^ = 

ausdrucken konnen. Unter den letzteren Formen werden somit I 
linear -unabliangige enthalten sein; ein seiches System denken wir 
jetzt’in (p^^\ . .e, ausgewahlt^ setzen weiter: 

(5) (pW (cji , ojg) = n 5pw (r) 

und haben den Satz, dass die EntwicMungscoefficienten dieser A linear- 
undbhdngigen Formen erster Gattung tauter game Zahlen sind. Hier- 
mit ist nnsere obige Behauptnng zu einem ersten Teile thatsachlicli 
bewiesen. 

Aber indem wir jetzt des ausfuhrlicheren co^ | a) schreiben^ 

ist weiter zu zeigen, dass auch die durch irgend eine Potenz der in 
(13) p. 565 gewahlten Modulsubstitution U aus 1 a) ent- 

springende Form co^ \ a') stets ganzzahlige Entwicklungscoeffi- 

cienten aufweist. Zu diesem Ende brauchen wir nur noch einmal auf 
die gegebene Herleitung der Formen (5) zuruckzugreifen^ indem wir 
insbesondere die Formel aufschreiben: 


( 6 ) 


(Ug I «) = 




k) 


welche die obige Formel (3) mit (5) § 4 zusammenfasst; hierbei ist 
Ga^b{s^') eine ganze ganzzahlige Function des zugefiigten Argumentes, 
wie aus der friiheren Entwicklung ohne weiteres folgt. tjbt man niin die 

Substitution aus, so kann man durch leichte Umsetzung: 


g — l q^x 

0) Ft ‘ (^'“) = F " ("'“) i-'o. 

— X 

macien, und dabei ist diejenige ganzzahlige Function von 

£f‘, welcbe aus Ga,b{,£^') bei Ersatz von durch hervorgeht. 

Da aber rechter Hand in (7) wieder die Summe iiber p, == 1, • ■ • 
2 1 zu nehmen ist, so wird die Potenzentwichlung dieser Summe 

nach r offenbar wieder ganzzahlige Coefficienten aufweisen. Also hat 
endlich auch: 
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(p {(B^ y 032 CC) — 


durchgehends gammlilige EntwicMungseoefficienten. 


Hiermit ist nun unsere obige Bebauptung iin vollen Umfange 
eingelost, wenn man nocli bemerken will, dass fiir. die Integrale j {m | /3) 
mit Nicbtresten ^ bez. fiir die entsprechenden Formen erster Gattung 
offenbar ein ganz analoger Beweisgang eingeschlagen werden kann. 

Natiirlicb konnen aucb die Integrale jica) des Teilungspolygons so 
ausgewablt werden, dass lauter ganzzahlige Entwicklungscoefficienten 
auftreten. Der Beweis ist bier sogar nocb kiirzer, da fiir die Darstel- 
lung der betreffenden Formen 9 die Basis des Teilungspolygons obne 
weiteres in Anwendung gebracbt werden kann. Wir braucben aber 
in der Folge diese Eigenscbaft der Ganzzabligkeit bei den fraglicben 
Integralen des Teilungspolygons nicbt in Anwendung zu bringen und 
geben bier also auf keine Einzelheiten ein. 


§ 6. Einfiihrung der Entwickl'ongsfnnctionen f(m) und 
Minimalbasen von Integralen j (cu | oj) , j (03 | jS) . '^) 

Von den (A + Formen erster Gattung cp, die wir im 

vorigen Paragraphen auswablten, geben wir jetzt durcb Integration 
zu den Integralen selbst zuriick, und zwar scbreiben wir dabei: 

(1) 2i7tqj{p) = f q)dW. 

Fiir die Entwicklungen der j (co | a) und j {00 | j3) nacb Potenzen von r 
benutzen wir alsdann die nacbfolgende Bezeicbnungsweise: 

(fn) ~ 

ji {(0 I m~K (mod. q) , 

jk(co = ^ (mod. q) , 

wobei m jedesmal alle ganzen positiven, der binzugesetzten Congruenz 
genugenden Zablen zu durchlaufen hat; der Index i bezieht sich dabei 
auf die Zablen 1, 2, . . A und entsprecbend 7^; auf 1, 2, . . . , ft. 

Zufolge der Festsetzung (1) und der Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen sind die ganze Zablen, und wir baben, wie man 

Vergl. liierzu die Note von Hurwitz: ^Uher die GlassemaJilrelationen und 
Modularcorrespondenzen prim^ahliger Stufe^% Leipz. Berickte vom 4. Mai 1885. 

87 
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fV 11 , 

sielit^ die Entwicldimgscoefficienten der Iiitegrale ji(G} \ a) ^ 

ji(m I ... mit dem gleichen i durcli das gemeinsame Symbol 
zusammeiigefasst. Fur alle positiven quadratischen Iteste m von q hahen 
wir damit I mhlentlieoretische Functionen • » “ ; 

defmiertj die fur alle genannten Werte m gan^^alilige Werte beJcommen. 
Ganz Entspreehendes gilt bei den Integralen j(co | /3). Hier liaben 

wir wieder die Coefficienten der Integrale | /3); j/, (co | /S')^ ... 

mit dem gleiclieii Index h in eins zusammeiigefasst luid liaben so g. 
mlilentJieoretisclie Functionen die fur alle qnadraUschen 

Nichtreste m > 0 definiert sind, imd die fur alle diese Argumente durch- 
gdngig gammhlige Werte liaben. 

Man scbreibe jetzt: 

. i 

(3) j[ip 1 «) = ^ ea jk{(o I «), 

t-=i 

indem man unter den e,i ganze Zalilen einer von Null verscliiedeuen 
Determinante verstelit. Die neuen Integrale j/(c3 | k) werdeu dann 
alle bisher namhaft gemacbten Eigenschaften der urspriinglichen teilen. 
Indem wir aber, einem fruhereu Bi’auelie folgend, das System ji(co\a), 

• • • , iz (o 1 a) als eine Basis bezeiehnen, fragt es sich, ob jedes System 
von Integralen j^' {co | a), . . | a), welclies alle bis jetzt aufge- 

ziihlten Eigenschaften imd also insbesondere gangmJilige Entwicklungs- 
functionen ^/(m) aufweist, durch unsere Basis in der Gestalt (3) ver- 
moge ganger Zahlen ea darstellbar ist. 

Hieriiber entscheiden wir vermoge der bei soldier Gelegenheit 
stets eintreteuden Uberlegung uiid weisen zu diesem Zwecke der Basis 


(4) [ii(“ I «)) I «), • • ii(ra I a)] 


zuvorderst eine gewisse Discriminante zu. Man verstehe niimlich 
unter 1, a^, a^, . . . der iteihe nach alle positiven cpiadratischen Keste 
von g und bilde die Matrix mit unendlieh vielen Vertiealreiheu: 


( 5 ) 


^l(«2), • • • 


^^1); . . . 


Nach den Elementen der Determinantentheorie ist leicht evident, dass 
jedenfalls nicht alle unendlieh vielen A-gliedrigen Unterdeterminanten 
der Matrix (5) verschwinden konnen; in diesem Dalle waren niimlich 
die Integrale der Basis (4) von einander linear -abhangig. Ben grossten 
gemeinsamen Teller oiler k-glkdrigert Unterdeterminanten der Matrix (5) 
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tenennen %v%t mm als Biscriminante der Basis (4) und ie^ekhnen sie filr 
den AngenUick dnrch B^p. 

Es ist nun jedenfalls B^ eine yon Null verscbieclene ganze Zahl, 
die wir als positiv annelimen konnen, Man seize dann den Fall, es 
sei > 1^ und benenne mit p einen von 1 verscliiedenen Primteiler 
von B^. Man wird annehmen diirfen, dass die Blemente der ersten 
Horizoiitalreilie in (5) niclit samtlich durck teilbar sind; man wiirde 
sonst ^^(co I cc) durch p'~^ji{co | a) ersetzen konnen. Andrerseiis aber 
sind alle 4-gliedrigen Unterdeterminanten von (5) durch p teilbar; 
denn p teilt die Discriminante Indem man nimmt, 

seize man^ es seien bereiis alle {y l)-gliedrigen Unterdeterminanten 
der Matrix: 


( 6 ) 






durch p teilbar, wahrend sick dock eine i^-gliedrige Determinante, aus 
den V ersten Reiken (5) entnommen, vorfinden mag, die prim gegen 
p ist. Die letztere Determinante mag die Verticalreihen mit den Argu- 
menten a.;„j aufweisen; nack den voraufgekenden Satzen 

ist llbrigens v wenigstens gleick 1 and kockstens gleick (2 — 1), wie 
wir schon angaben. 

Man bilde jetzt endlich die Matrix: 


i'l 


i/’l («.•„) 


(«4)> • 




• • J i^r + l (f'!;,.) 


und benenne die ^'-gliedrigen Unterdeterminanten derselben, immer 
abwechselnd mit positivem und negativem Zeicken versekeii, durch 
^27 • • - 7 dabei soil ei ans (7) durck Auslassung der Hori- 

zontalreike kervorgeken. Hier ist denn nach dem, was voraiifgeht^ Cvj^i 
sieher eine gegen p prime game ZaJd, 

Da zufolge unserer Annahme alle (y + l)-gliedrigen Unterdeter- 
niinanten von (6) durch p teilbar sind, so wird, wie man leickt liber- 
blickt, ftir alle positiven quadratischen Reste m von q die Oongruenz 
besteken : 

(8) Cl (m) + C 2 tlj 2 (m) + • • * + er+i tv+i (ni) = 0, (mod. p), 

Weil hier nun prim gegen p ist, so konnen wir eine ganze 

Zahl Co finden, welche die Oongruenz CoCv+i=l (mod. p) befriedigt. 
Schreibt man alsdann endlich CoC^ = (s/, so ergiebt sick die Oongruenz: 
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(9) + H er'ipvim) + ee 0 (mod.|}) 

fiir alle positiven Reste m von q. Also wird ancli noch das Integral: 

... (o) I «)+... + (co I O') + (co I oj) 

>+i(g} 1 a) ^ 

eine ftir alle m gan^mhlige Entwicldungsfunction ^,'+1 aufweiseii. 
Indem wir aber an Stelle von >+i in unsere Basis (4) ein- 

Miren, wild die so geanderte Basis die Discriminante : p besitzen. 
Burch wiederholte Anwendung dieses Schlussverfahrens %vird man schliess- 
lich 0 u einer Basis (4) von der Biscriminante d, i m eimr Minimal- 
basis gelangen Mnnen, 

Liegt eine Minimalbasis von Integralen j (05 ] a) vor^ so kbniien 
wir offenbar stets eine endliclie Reibe von Null verschiedener 2-glied- 
riger Unterdeterminanten der Matrix (5) auswahlen, die einen gemein- 
samen Teiler > 1 nicbt mebr aufweisen. Man halte diesen Satz filr 
eine spatere Anwendung fest. 

Die Minimalbasis (4) ist jetzt insoweit bestimmt, dass %mr mir 
noch eine Substitution (3) mit gammhligen ea der Beterminante eins, 

I I == ausuben durfen. Indessen selien wir davon ab, bier nocli 
eine besondere Auswabl zu treffen. 

Dass tibrigens im Palle der Integrale j(co | vollig analoge 
Eiitwicklungen gelten, braucben wir kaum noch liinznzusetzen. 

§ 7. Aritlimetiscli© Definition der foei q = 1 nnd g = IL 

Das allgemeine Ibinar© Entwicklungsprincip. 

Im Bisberigen haben wir auf functionentheoretischem Wege fur 
die Primzablstufe q gewisse (A + /Lt) Entwicklungsfunctionen 
%k{§) als existierend erkannt. Wir werden jetzt der Frage naber 
treten, ob es moglicb ist, diese zahlentbeoretischen Punctionen 
%k{§) ancb in einer directen und also arifhmetischen Art zu definiereii. 
Hier geben uns nun in der That die Entwicklungen im Kap. 3 des 
vorigen Abschnittes eine Reibe allgemeiner Ansatze. Aber wir werden 
vermoge derselben docb nur fiir die niedersten Stufenzahlen die (A + 
aritbmetiscben Punctionen fi, %k erscbopfend erklaren konnen, wah- 
rend bei den hbberen Stufen die genannten Ansatze des vorigen Ab- 
scbnitts obne weiteres nicbt ausreicben. 

Indem wir einen inductiven Weg geben, handeln wir zuvorderst 
von der siebenten Stufe, wo wir auf sehr bekannte Verbaltnisse zuriick- 
kommen. Integrale des Teilungspolygons existieren hier noch nicbt, 
da letzteres fiir q = 7 das Gescblecbt Null bat; vielmehr kominen hier 
nacb p. 393 nur die drei Integrale j^(co | 1), | 2), j^((D \ 4) in 



583 


VI, 3. Die Integrals erster Gattung der Congruenzgruppen. 

Betracht, Wir haben also nur ewe zalilentheoretische Function 
wobei wir den unteren Index 1 beibebalten, urn Verwechslungen mit 
clem Symbol f(t)i) im sonst gebrancblicben Sinne von I p. 460 Formel 
(2) zu meiden. 

Wenn wir uns direct an die Bezeichnungen von p. 393 anschliessen 
sollen, so werden wir die fraglicLen drei Integrate j (co | a) in der 
Gestalt geben: 

( 1 ) 14i7tj(c3 \u)—J g-iadw. 

Als Anfangsterme der Reibenentwicklungen haben wir dann : 


( 2 ) 


j(m I 1) = — -I » H- -jV rV + • • • , 

j(05 1 2) = I- A — -I >4 _ 4- 4 , 

i(co I 4) = — I- A 4- + • • ■ • 


Nattirlich handelt es sich hier um eine Minimalbasis ; denn die Matrix 
(5) § 6 wird fiir den gegenwartigen Fall nnr eine Horizontalreihe auf- 
weisen and^ wie man aus (2) sieht, wird z. B. fiir m = 1 oder 2 

direct gleicli 1. 

Hier wird nun unsere Aufgabe sein^ das allgemeine arithmetiscJie 
BildiingsgeseU von aufzudecken, und zu diesem Ende miissen wir 

auf die Formel (2) p. 393 zuruckgehen. Indem wir in dieselbe: 


2 ^ 


n = y 


substituieren, kommt iiacli leicliter Zwischenreclinung: 


(3) 


i ^ xr 


a;^ -f- 7 
28 


x = y (mod. 2) 
x = 4za^ (mod, 7). 

Ordnen wir jetzt nach ansteigenden Potenzen von r um und schreiben 


in gewolinter Weise: 


(4) 


m 

j{p 1 a) = 2^ m^a (mod. 7), 


so ergiebt eine kurze Zwiscbenbetrachtung die folgende einfacbe Defi- 
nition der zahlentbeoretisclien Function Es ist gegeben 

durch die Simme: 

(5) = i (f) a?, 

leBogen auf .alle Darstellungen von 4 m durch die ganBmhlige Undre qua- 
dratische Form: 

(6) 4:m ccr 1 

Weitere Bedingungen treten bier nicbt hinzii; denn die erste Con- 
gruenz (3) ist bei (6)^ wie man siebt, obne weiteres erfiilli Von der 
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anderen Oongruenz (3), namlich = (mod. 7), aber liaben wir 
abgeseheii; nelimen vielmehr in ( 6 ) neben = + immer auch 
X — — 4a^: dies ist dann in (5) durcb Aufnalime des Legeiidre’schen 

Zeichens imd durcb Zusatz des Factors -I- (gegentiber (3)) com- 

pensiert. — Hiermit ist die siebente Stufe bereits erledigt"^**). 

Das Geschleclit der Hauptcongruenzgruppe elfter Stufe war 26^ 
iiud das Teilungspolygon dieser Stufe hat jp = 1 5 Mer also haben ivir 
funf Fimdionen Aber der ebeii bei n — 1 benutzte An- 

satz (4) p. 563 liefert uns nur erst eine eiiizige dieser Functionen: 
Es gehort namlich uiiter den drei zu ^ = 11 gehorenden <e;j;-Systemen 
nur das in ( 1 ) p. 403 gegebene im absoluten Sinne zur elften. Stufe; 
wir gewinnen also auf dem bezeichneten Wege nur erst eine Reilie 
von fiinf Integralen | 1 ), j^{p | 3), . . j^(jD | 4), wahrend die 
iibrigen vier Eeihen noch unbekannt bleiben. Indem wir die Betrach- 
tung der 21 iibrigen Integrale auf den folgenden Paragraphen ver- 
schieben, machen wir hier nur erst folgende Angaben: Das Bilduiigs- 
gesetz der fraglichen fiinf Integrale 

. . m 

(7) j,{c3 1 «) (“Od. 11), 

ist demjenigen der drei Integrale Stufe (4) genau analog. Ohne die 
Rechnung noch einmal aufiihrlich abzuleiteU; geben wir gleicli an: 
E$ ist fur g = 11: 

( 8 ) = \ ill) 

sumnnert iiber alle Darstelhaigen von 4 m durch die (janssahldje bindrc 
quadratische Form: 

(9) Am — 

vermoge gamer positiver Oder negativer Zahlcn x, y **). 

Die in den beiden Fallen g = 7, 11 damit erbaltenen Resuitate 
konnen wir sogleieb fiir beliebige Stufenzahlen q der Gestalt (4 h + 3 ) 
verallgenieinern. Indem wir z. B. an die unter (3) p. 355 gegebeneu 
Systeme der ankniipfen, werden wir fiir die Primzahlstufe q gleich 
eine Reihe zahlentheoretischer Functionen ip, %m der Gestalt § 

gewinnen, summiert iiber alle Darstellungeu von m in der Gestalt 

*) Siehe ubrigens wegen 2 = 7 die Arbeit von Hurwitz: jTbcr lidationen 
gwischen Classenanmhhn bindrer guadratischer Formen u. s. w." Math, Ann. 
Bd. 25 p. 183 ff. (1884). 

**) Vergl. die Note von Hurwitz „tner Bdationen u. s. 'w“ in den Loipzigor 
Beiichten vom 15. December 1884. 
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m = wo eine ganzzahlige binare qiiadratisclie Form 

der Determinaiite — ^ ist. Die Anzahl der auf diesem Wege fiir die 
(p Stufe zu gewinnenden Function er %kOn) ist nacb friilieren 

Satzen gleich der Anzahl ambiger Classen der Determinante D = — cj 
verniehrt iim die halbe Anzahl der iibrigen Formclassen dieser Deter- 
minante. Hierbei ist xibrigenSj wie auch friiher^ die Moglichkeit nicht 
ausgeschlossen, dass einige dieser Formclassen durch identisches Ver- 
schwinden der zugehorigen Functionen ip, % ausfallenj oder dass zwei 
verschiedene Formclassen das namliche ^ bez. % liefern. Die einzelne 
Formclasse liefert natlirlich ein oder je nachdem im Sinne der 
Einteilung der Formen in Geschlechter jene Classe beziiglich g den 
Cliarakter -}“ 1 oder — 1 bekommt. 

Indem bier dem Bildnngsgesetz der zahlentheoretischen Functionen 
jedesmal eine tindre quadratische Form zu Grunde liegt, wollen wir 
von einem bindren EnhvicIcUmgsprincip der Integrale erster Gattung 
sprechen. Offenbar fiihrt der Ansatz: 

j= J Sad'S 

stets zu diesem Bildnngsgesetz, mogen wir eine Primzahlstufe haben 
oder eine zusammengesetzte. Wir fiihren gleich an , dass das binare 
Entwicklungsprincip ausser bei g = 7 aucli noch fiir die Stufen 6 
uud 8 zu den gesamten Integralen erster Gattung fiihrt, woriiber wir 
weiter iiiiten noch kurz Bericht erstatten. Hoher hinauf aber gewinnen 
wir ans dem binaren Princip die Integrale j immer nur erst teilweise, 
wie wir eben bereits bei q = 11 kennen lernten. Wir werden jetzt 
iiachsehen, welches das Bildnngsgesetz fiir die rlickstandigen Integrale 
elfter Stufe isi 


§ 8. Die rlickstandigen Bntwicklnngsfunctionen 'ipi, %k der elften 
Stufe. Das allgemeine quaternare Entwicklungsprincip, 


Neben dem im vorigen Paragraphen benutzten Ansatze zur Bil- 
clung von Integralen j batten wir in § 2 unter (5) noch einen zweiten 
Ansatz in Vorschlag gebracht, der sich auf die Integration quadra- 
tischer Verbindungen von ganzen Modnlformen erster Stufe griindete. 
Hier bei ^ = 11 konnen wir zu diesem Ende das aus (7) p. 332 ent- 
springende Modulsystem der 


( 1 ) 



^ 264 


brauchen, wobei wir als Summationsbedingungen die nachfolgendeii 
anziuiicrken haben: 
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(2) i = 5a (mod. 11), | ^ + 1 (mod. 6). 

Diese sechs J^duln A^,, A,, Ag, . . . werden freilich erst durch Multipli- 
cation mit y A zu Moduln elfter Stufe normiert; aber man sieht, dass 
die quadratisclien Verbindungen ka^a', auf die alleiu es bier an- 
kommt, obne weiteres absolut zur elften Stufe gelioreu. Zum Zwecke 
der weiterhin folgenden Erechnungen sefareiben wir bier gleicb einige 
Anfangsglieder der uacb ansteigenden Potenzen vou r aiigeordneteu 
Reihen auf: 


Aq 

2 5 r 

1, 

(1- 


r- 

-f 

-f F 

+ 


A, 

2 It 


(1- 

-r + 

x- 

^3 

+ • • 

•), 


As 

2 7 C 

00^ 


(* 

— 

2^ 


•X* • • . 

), 



2 7 t 

1 5 

r^- 

(1- 

— r — 





■), 


As 

2 7 t 

"2 

fA 

(- 

1 -f * 

-f-2r^ 

+ F 

+ • 


A4 

2 7 t 

COg 

^,2 2 

(- 

1 -f r 

+ 

— 

- ^*3 __j_ ^ ^ 



Unsere secbs Moduln A« liefern 21 quadratiscbe Verbindungen AaA„ , 
und indem aus den weiter folgenden Entwicklnngen leicbt bervorgeben 
vvird, dass diese 21 Verbindungen von einander linear -unabbiingig 

sind, finden wir alle 21 noch fehlenden Integrale elfter Stufe in der 
Gestalt: 

(^) fk^Aa'd^. 

Unter den damit gewonnenen 21 Integralen .stebt zuniicbst das- 
jenige des Teilungspolygons, namlicb: 

(5) 88 i%j (cu I 0) = J A„^ d ® , 

fur sicb. Es lasst sieb dieses Integral aucb als das elliptische Inte- 
gral des Transformationspolygons auffassen, und in dieser Eigeuscbaft 
batten wir es bereits oben (p. 435) zu benutzen gebabt. Natiirlicli 
ist es^ eines unter zwolf gleicbberecbtigten Integralen, welcb’ letztere 
wir samtlicli aus den 21 Integralen (4) zusammensetzen konnen. 

Indem man nur die Anfangsterme in (3) zu Paaren mit einander 
multipbciert, wird evident, dass die 20 noch feblenden Integrale zur 
Halfte Intepale j{a) | «) sind, zur andern Halfte Integrale j(a | /?). 
Da aber die Integrale (7) des vorigen Paragraphen zu den j(<o ) «) 
geborten, so Jiahm wir fur g = 11 drei mhlmtlmretische Functionen 
tmd mei Functionen 
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Wir wenden uns nun zuvorderst zur Betrachtung der beiden 
Punctionen ^2 ^3 baben zu diesem Zwecke zu sclireiben: 


( 6 ) 


I 22i7cj^{(D 1 «) = J" d(x) y 
I 22i7tj^(ci> \ a) — Aoa'^ dm , 


walirend wir natiirlicb andrerseits fiir diese beiden Reiben zu je fiiiif 
Integralen die Bezeicbnungen: 


(7) 


/ / \ 

j^{ca 1 a) }-ii, m = « (mod. 11 ) , 

. m 

1 «) m ~ « (mod. 11 ), 


beibebalten. 

Zur aritbmetischeii Definition unserer neuen zahlentbeoretischen 
Punctionen 'il;^ mtissen wir auf 


( 8 ) A . A ..-^)’ 2'(-0 


2 ^ 264 


zuriickgeben und unter Obacbt auf die ini Einzelfall stattfindenden 
Summationsbedingungen nacb ansteigenden Potenzen von r umordnen. 
Dahei werden ivir und augenscJieinlicli im Anschluss an alle 

Darstellungen von 24m in der quatern'dren Form: 

(9) 24m = ^ + 11^2 ^ 11^2 


durch ungerade, gegen 3 ^rinie Zahlen defmieren hdben, 

Durcb Zeicbenwecbsel der darstellenden Zablen gewinnen wir von 
einem Quadrupel g;, tJj # aus deren gleicb sech^ehn\ aber wir wollen 
unter den sechzebn so gemeinteii Darstellungen jeweils nur eine eiii- 
zelne durch die nachfolgende Vorscbrift fixieren: Da es sicb in (9) 
fiir 21^2 und um quadratiscbe Reste m bandelt, so kann keine der 
Zahlen g durcb 11 teilbar sein; wdlilen %vir also die Vor^eichen von 
I und S so, dass sie selbst quadratische Beste von 11 sindl Die Vor- 
zeichen von t] und fi* sollen dann so bestimmt werden, dass einmal | 
und andrerseits § und ^ mod. 3 einander congruent sind. Dadurcb 
bleiben wir zugleicb mit den urspriinglichen Summationsbedingungen 
( 2 ) in Ubereinstimmung. 

Hiernacb gelten nun die Erklarungen: Fur nehme man nur 

diejenigen Darstellungen (9), hei welchen | und J modulo 11 congruent 
ausf alien; %(m) bedeutet die Anmhl solcher Darstellungen, bei denen die 
Summe der vier darstellenden Zahlen durch 4 teilbar ist, vermindert um 
die Anmhl der ilbrigen Darstellungen (9) dieser Art. Andrerseits nehme 
man alle Darstellungen (9), bei denen § und g modulo 11 incon- 
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gruent sind; da ist dann wieder die An^alil oiler Darstellungen 

dieser Art mil | + g + ^ + = 0 (.mod, 4), vermindert um die Anmhl 

der iibrigen Darstellungen. Wir mussten liier aber statt schreiben, 
weil uamlicli jecle der beiclen Darstellungen (§, und (5; g) 

bei der eben bezeicbneten Abzablung besonders gezablt wtirde^ wabreiid 
docli bei (6) nur eine von ihnen zur Geltung kommt. — 

Es eriibrigt, in entsprecliender Weise die beiden Ent wield iiiigs- 
functionen Xi(jn) und % 2 (m) zu discutieren. Hier liaben wir zii setzen: 

I 4ii7tj^((D I /3) = /‘AoA_i}p-^aT, 

( 10 ) . 

[ 22i%j.2{p I /3) == J A_4p':« A-D/^-tr^w ; 

sowie andrerseits: 


( 11 ) 


i.(« ! P) - 2' ’■"> 

, . rn 

I = ^ rii, 


m ~ p (niod. 1 1) . 


Die aritlimetische Definition von % 2 (^) schliesst sicli sebr eng 
an die fiber die gemachten Angaben an. Da jetzt m Nichtrest ist? 
so werden sich unter den Darstellungen (9) auch solclie findeu; bei 
denen eine der Zalilen g durch 11 teilbar ist. Dock scJdiessen wir 
mmachst solche Darstellungen von 24m in der quaterndren Form (9); 
hei denen § oder g Multiplum von 11 isty aus und fixieren die Yormchen 
der ly I y riy %' lei den ilhrig bleilenden Darstellungen genau nach der 
vorliin gegelenen Vorselirift Wie man dann leicht ins einzelne verfolgt^ 
wird 2%^(gn) gleich der Anmhl derjenigen unter den fraglichen DarsteD 
lungmiy lei denen + = 0 (mod. 4) wird, vermindert um 

die Anmhl der ulrigen Darstellungen, 

Es bleibt endlich nur nocli die aritlimetiscbe Definition von %x{m) 
zu geben librig, und hier handelt es sich um alle diejenigen Dar- 
stellungen eines Niehtrestes m in der Gestalt (9), lei denen eine der 
Zalilen I, g ein Vielfaches von 11 ist Jetzt passen die obigen Fest- 
setzungen fiber die Vorzeichen nicht mehr vollstandig: wir setzen etwa 
fest, dass die durch 11 teilbare unter den Zahlen I, § positiv genommen 
werden soil, waJirend -wir im ulrigen an den obigen Bestimmungen fest- 
halten. Die Function 2%i(m) ist demnachst wieder genau wie bislicr 
als Different Bweier Anmhlen von Darstellungen zu definieren. — 

Im Anschluss hieran liesse sich fibrigens leicht auch die Ent™ 
wicklungsfuuction des elliptischen Integrals j{co | 0) — und zwar in 
besonders einfacher Weise — definieren. Wir gehen hierauf indessen 
nicht mehr besonders ein und gedenken nur noch kurz der Verall- 
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gemeinerung der gefundenen Gesetze, Zo abnlichen Verbaltnissen 
gelangen wir offenbar stets von den Ausatzen (5) p. 563 aus und ge- 
winnen solcbergestalt im Anschluss an das binare des vorigen Para- 
graplien ein quaterndres EittwicUungspincip fiir die Integrale der Con- 
gruenzgriippen. Dasselbe basiert im Einzelfalle aiif Darstellungen des 
Reihenexponenten m in Gestalt einer quaternaren quadratisclien Pormj 
und zwar entsprechend einer Gleicliung: 

( 12 ) = + 

wo f und f zwei binare Barmen sind. Die ganze Zahl 6 war vorhin 
gleicli 24; sie kann aber je nach den gebrauchten Modulsystemen 
aucli nocli eiuige andere Werte bedeuten und wird insbesondere gleicli 
\ wenn wir von den Modulsystemen (2) p. 355 ausgehen. 

§ 9. Angabe einiger Resultat© iiber die Integral© niederer 
zusammengesetzter Stufenzahlen. 

Das binare und das qiiaternare Entwicklungsprincip, wie wir die- 
selben vorsteliend kennen lernten, reichen aucli noch fur die iiberall 
endlichen Integrale der Stufen 6, 8, 9 aus. Wir nehmen aber auf die 
Integrale dieser Stufen hier um so lieber gleicli Bezug, als wir 
einige von ihnen weiterhin gelegentlich zu gebrauchen haben. 

Die Hauptcongruenzgruppe sechster Stufe hat p == 1^ mid das 
zugehorige elliptisclie Integral erster Gattung liaben wir in Bd. I 
p. 690 bereits angegeben; es hatte die Gestalt: 

( 1 ) j(c3)=fyAd^. 

Indem wir andrerseits explicit© entwickeln: 

m ■ 

(2) j(a,) = ^ ^ r^, m = l (mod. 6), 

werden wir die Bedeutung der arithmetischen Function sechster Stufe 
%(ni) entweder aus (3) p. 374 oder aber vermoge der Darstellung 
|/A^== aus (5) p. 374 und (4) p. 377 durch Multiplication 

ableiten. Wir finden^ was wir hier natiirlich nicht noch eingehend 
ausreclinen; die nachfolgende Definition: Es ist: 

( 3 ) = 

summiert uber alle Darstellungen von m in der Gestalt: 

(4) m = 

vermoge irgend welclier ganger ZaMen rj, Als Anfangsglieder be- 
rechnet man daraufhin: 
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^5) j (to) = + ■ ■ ■ • 

Bei der achten Stufe liat man erstlicli die ansgezeichnete liyper- 
elliptische vom Geschlechte p = 2, die wir in I p. 652 auffanden. 
Die teiden zugehorigen iiberall endlichen Integrale finden wii durcli 
Integration der in (7) p. 378 gegebenen Moduln und sclireiben, 

wie gewohnt: 

( 6 ) 


y - J- (mod. 8) . 




JDi6 61716 1)61 di6T GrfUjOjOd 0ljCllt6T otufh Cttlf t'i 6t6)td'6 £j(xlhlc}%thtO^ Cll'ScJiC 
Function ist m definieren durch: 






(7) ' = 

suMwieH iibeT cdlc ganz^cdiUgcn FctTstellungen von m in den hutch cn Ij ot tn . 

(8) m = 

Die Anfangsglieder der Reihenentwickluiigeii fiir iiiisere b'eideii Iiite- 
grale sind dabei nacli (7) p. 378: 

• 1 1 -0. 
h = - 

h = ■“ A + A + • 


( 9 ) 


- r V 4- . 


Aber wir liaben bei der achten Stufe noch eine zweite zalileii- 
theoretische Function, und bei dieser tritt, an Stelle der eben zur 
Geltung gekommenen quadratischen Form (1,0,2), die Form (1,0,4) 
in Kraft. In der That haben wir ja nocli die drei Integrale j der 
aiisgemchneten achter Stufe zu betracliten, denen wir auf (Jrund 
der Angaben von p. 30 die Gestalt verleihen: 


( 10 ) 


^i7tj^((Q)= j 


8Mj^(co) = J 

VfrA9.,,w, 

8inj^{p) = / 

Vs tA 


Bei der Entwicklimg dieser Integrale nach ansteigenden Potenzen von 
r werden wir auf die eine zur fgg gehbrende Entwicklungsfunction 
gefiihrt: 


*) Es sind diese Integrale in kistorischer Bezieliung insofem intereeaant, ale 
sie die ersten Beispiele sind, an denen Hr. Hurwitz seine neuon I^rincipien der 
Theorie der Modularcorrespondenzen durchfuhrte ; siebe die Note ^^Zur Theorie 
der Modular gleichungen^^ in den Gottinger Nacbrichten vom ii. November 1883. 
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( 11 ) %(«*)= 1 

summiert iiber alle Barstellungen von m in der Gestalt: 

(12) m = 1^ 4:rf 

durch game ZaMen Man hat dann fur die drei in Rede stehenden 

Integrale die Darstellnngen: 

m — 1 , . m 

(13) ■ = 2 2 (— ^ ' «» = 1 (mo<l- 4) • 

Bei den gesamten Integralen j der neunten Stufe, sowie bei einigen 
Integralen j der zehnten Stufe kommt ausschliesslich das quaternare 
Entwicklungsprincip in Betracht, 

Die Hauptcongruenzgruppe neunter Stufe gehorte zum Geschlechte 
p _ ^j 2 d ein voiles Modulsystem batten wir nach pag. 31 in den 
vier dritten Teilwerten Die zehn quadratischen Yerbindungen 

derselben liefern, mit ]/A multipliciert, die zehn Formen erster Gat- 
tung, und also gewinnen wir die fraglichen Integrale in der Gestalt: 

(14) j (ca) = f 6 x 1 ^ f/A dm. 

Von hier aus zeigt man leicht, dass dem qnaternaren Entwicklungs- 
princip im vorliegenden Palle Darstellnngen der Exponenten m in der 
Gestalt: 

(15) = 

zu Grunde liegen. Wir geken indessen auf das Naliere hier nicht ein. 

Bei der zeknten Stufe gedenken wir nur kurz der ausgezeich- 
neten welcke zu einer hyperelliptischen Mnfulirte, und zwar 

vom Geschlecht j? == 5. Die fiinf Integrale j dieser Ti^o stellten wir 
kereits einmal in I p. 655 dar. Aber wir gewinnen einen directeren 
Einblick in das Bildungsgesetz dieser Integrale, wenn wir an das 
p. 389 studierte System der ankniipfen. Die seeks qmdratisdhen 
Yerbindungen dieser drei JKoduln liefern sundchst seeks Integrale: 

(16) j=jAaAa-dm, 

zwiseben denen aber infolge der Identitat -[- A^ Ag == 0 eine liueare 
Kelation besteht. Nach. (1) p. 388 wird die eine hier in Betracht 
kommende zahlentheoretische Function %(ni) durcli Anzahlen von Dar- 
stellungen des Exponenten m vermoge der Gleichung: 
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(17) 2m — ^ 

zu defiuiereii seiu. Docli gelien wir darauf wicder uiclii naliGr eiu 
und scUiessen hier uberhaupt imsere Untersuchmig uber die Bilduugs- 
gesetze der Integrale erster Gattung j ab. 


§ 10. Weitere Fragestellnngen iiber die Integrale erster Gattung. 

Zum Selilusse des vorliegendeii Kapitels bcricliten wir nocb kurz 
fiber ein paar weitere Problemstellungeu, die man an die betracliteten 
Integrale erster Gattung anschliessen wird. 

Im Voraufgehenden baben wir allentbalben von additivcn Con- 
stantm abgeseben, welche bei Ausubung einer Modulsubstitution zu 
eiuem Integrale ^(k>) liinzutreten. Es ist natfirlicb, dass niaii der 
Untersuchung gerade aucli die Wendung auf diese additiven Constanten 
geben kann, was dann zu der Betrachtung der Feriodeneigmschafien 
nnserer Integrale j^co) hinfuhrt. Einige Beispiele mussen binreiclien, 
nm den Cbarakter der in dieser Eiclitung liegenden Ei-.twitikluisgiui 
zu kennzeichnen. 

Indem wir jetzt fur die secbste Stufe des geuauereii sclircilxui: 

£») 

(1) j(c!)) =J‘'yA dTo, 

i CO 

liaben wir, wie man leiclit bemerkt, fiir dieses Integral gegeniiber S 
imd T das Verlialten anzumerken: 

0 

3 {co + 1) = — pV(ra), :}iy^ = ~:iip) +J d;i((x)), 

i 00 
y i7t 

Q in selir gewohnter Weise als 3*® Einlieitswurzel e gebrauclit. Der 
Wert der Integrationsconstanten in der zweiten miter diesen Foriuein 
ist niclit oline weiteres angebbar. Wir werden demnacli, imi nnserc 
Formeln zu vereinfaclien, statt j{m) das Integral %i(p) venndge der 
Gleicbung: 

(2) j{co) == u{p) • J djip) 

ico * 

einfiiliren. Dieses Integral sechster Stufe w(co) migt dann giyimuher S 
und T das Verlialten: 

(3) u{m + 1) = — Q^u{m ) , = — u{(d) + L 

Durcli Combination lernt man das Verhalten von m gegeiiuber einer 
beliebigen Modulsubstitution keunen; offenbar hat man: 



VI, 3. Die Integrals erster Gattung der Congruenzgruppen. 


593 


(4) U (^2 + 1) i ; 

WO a und & ganze Zahlen sind. AIs additive Constante treten liier 
also aus dritten EinlieitswurBeln gebildete ganse complexe Zahlen himu. 

Ein Paar primitiver Perioden fiir das elliptische Gebilde sechster 
Stufe wird hierriacli diireli p, 1 geliefert. Es liegt also der dqiiian- 
liarmoniscJie Fall vor, was wir aucli sclion aus I p. 686 wissen. Wie 
librigens die arith metis die Abhangigkeit der ganzen Zabl (a + &p) 
von der gerade ausgeiibten Modulsubstitution direct zu definieren sein 
mag, ist zur Zeit durcliaus eine offene Prage*'^*'). 

Fiir die aclite Stufe scbeint erwalinenswerb, dass die drei Integrale 
j{cLi) der Vqq einzeln genommen elliptisch sind. Man findet namlidi, 
wie wir niclit nalier ausfiilirenj dass das einzelne dieser Integrale zu 
einer Dntergruppe des Gesclilechtes p = 1 geliort. Gegeniiber einer 
beliebigen Substitution dieser r 24 zeigt daun j(co) das Verbalten: 

(5) j' =j^ a + ib, 

wo a und 6 wieder ganze Zalilen sind. Es entspringt daraus das Re- 
sultat: Die FldcJie Fqq Idsst sicli durch vierfache Uherlagerung einer ellip- 
tischen Fldche von harmonischem DoppelverJidltnis herstelle^i. 

Audi die hyperelliptisdie r48 lasst sicb leicbt erledigen. Wir 
merken betreffs derselben nur an, dass die Moduln der F^^ im Sinne 
von p. 528 aritJimetisch dem Zalilgebiete der achten Einlieitsiviir^eln an- 
geJwren. 

Verweilen wir etwa nodi einen Augenblick bei den drei Integralen 
ii? ^ 2 ? ^4 siebenten Stufe, um insbesondere das in I p. 706 vor- 
laufig angegebene Periodensdiema der Normalintegrale abzuleiten. 
Die r^68 zufolge ihres Polygons Fig. 86 in I p. 370 sieben er- 
zeugende Substitutionen Vq^ . . Vqj wobei sich eine, z. B. v^j durcb die 
iibrigen ausdriicken lasst. Den sechs Substitutionen V 2 , Vq ent- 
spreclien nun sects primitive Periodenwege auf der geschlossenen. 
Pliicbe Gescbleclites p = 3. Versehen wir die drei ja mit 

einem solclien gemeinsamen Factor, dass ji(vQ{o)) gleich 
wird, so andert sicb das einzelne ja bei Ausiibung von v^j , . Vq um 
die Betrage s\ . . in irgend einer bestimmten Reibenfolge; a ist 

2 ITt 

dabei im gewolinten Sinne fiir e gebraucbt. Es ist dieses Verbalten 

^■) Die bezuglicken Entwicklungen des Herausgebers in den Mathem. Ann. 
Bd. 30 p. 348 fiibren die bier vorliegende Prage nnr anf ibre einfacbste Gestalt 
zuriick. Vergl. iibrigen s wegen der Abbildung der Modulteiliing vermoge der 
Function w(co) die 1. c. pag. 364 ff. gegebene ausfubrlicbe Untersucliung des Her- 
ausgebers. 

Kloin-l^ricko, Modulfunctionen. IX. 
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der in Rede stehenden Integrale eine einfaclie Folge des Umstandes, 
dass einmal gegeniiber S den Factor annimmt (cf. p. 583), wall- 
rend andrerseits die Substitutionen ans durcli wicderliolte 

Transformation vermoge S hervorgeben. Neliinen wir nocli liinzii, 
wie die letztbin immer durcli U bezeiclinete Modulsiibstitution (13) 
p. 565 aiif die wirkt, so kommt nach leicliter Zwisclienbetraclitung 
das Resultat: Gegeniiber einer beliebigen Substdiition der nehmen 
die drei Integrale ja als simdtane Perioden die drei conjugierten ganmt 
comgdexen Zalilen aus siebenten EmJieitsivur^eln: 

( 6 ) \a^+h,e^^^ 

an; die h sind bier als von a unabbangige gauze rationale Zahleii zu 
denken. 

Man findet solchergestalt jeder modulo 7 mit 1 congruenten Mp- 
dulsubstitution drei conjugierte Zablen (6) eiiideutig zugeordiiet, und 
wir konnen auf Grund dieses Ergebnisses eine Bezielmng berstellen 
zwiscben den gruppentbeoretische'n Fragen der Modultbeoric and jener 
allgemeinen Zablentbeorie, wie sie insbesondere durcli Urn. Dedekind 
im letzten Supplement seines oft genannteii Werkes diircbgefijhrt ist. 
Hier im speciellen kommt der Kreisteilungskorper siebenten Grades 
zur Geltung. Dabei ist das BMiidament aller sich bier anscliliesseudea 
Untersucbungeii der Umstand, dass der Combination rnveier Opcrationen 
der r^gg die Addition der m beiden Substitutionen gchbrendeih Zalilen 
(6) gegenilbertriU. BieserJidlh entspricht jedem System ginmer Zahlen (G), 
das sich bei Addition und Subtraction seiner Zalilen reproducicrtj insbe- 
sondere also jedem Ideale des fraglichen Xreisteilnngskbrpers cine Unler- 
gruppe der f^gg, welche wir durcli Biickgang von den hesilgtichen Zahlen 
(6) m den mgchbrigen Alodidsuhstitiitioncn gewhvncn. Allc so zu ge- 
winiienden Gruppen sind natiirlicb Untergruppeii der und gelidren 
im Sinne von I p. 362 der siebenten Classe an; aber wir gewinnen 
auf diesem Wege nocli keineswegs die gesamten Untergruppeii der 
bezeicbneten Art. Denn alle diese Untergruppeii entbalteu genieinsam 
jene ausgezeicbnete Untergruppe vom Index oo, deren siuutliclui Sub- 
stitutionen die ja vollig unverandert lassen, d. i. oline dass nocli addi- 
tive Constante zutreten; die biermit gewonnene Gruppe ist aber nocli 
keineswegs mit der in I p. 359 durcli r{ 7 } bezeicbneten Gruppe iden- 
tiscb, vielmebr ist letztere in jener selbst erst wieder eine Untergruppe 
vom Index oo ^). 

•■*') Vergl. beziiglicli der im Texte angeregteri Frage auch die Arbeit des 
Herausgebers ,,Vber ausgezeiclmcte Uniergmppen in der Gnqipc der elliplkchen 
Modulfunctionen^‘ Math. Ann, Bd. 31 (1887). 
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Das in I p. 706 angegebene Periodenscbema der Normalintegrale 
siebenter Stufe entspringt nun einfacb so: Die eben betracbteten Inte- 
gral baben, insofern wir den erzeugenden Substitutionen ^ Vq 

sects primitive Periodenwege zuordnen, ziinachst das Schema: 



7 

^2? 


K 

h, 

h 

ii 


^ 7 




£5 

h 


^ 7 

8 

* ; 


£^ 

k 


^7 

8 ^ 

8 ^ 

^ 7 


£« 


Um von tier aus drei Normalintegrale fur die gerade ausgewahlte 
Zerschneidung der zu gewiunen, haben wir zu schreiben: 

(7) + (£S- _ 4- 1 _ 

Die leichte Umreelinung des eben angefuhrten Schemas vermoge dieser 
Gleichungen (7) ergiebt dann gerade das in I p. 706 angefuhrte 
Periodenscbema. Wir haben insbesondere im Anschluss an den damals 
schon angefuhrten Zahlwert der Periode r etwa das Schlussresultat: Das 
su q = 1 gelidrende Gebilde des GescTileehies p = 3 Idsst sicli durcli mehr- 
fache TJherdecItung einer solchen elliptischen Flache Jierstellen, deren „redu- 

cierter“ Periodenquotient — ^ ist, deren absolute Invariante J also 
nach den p. 200 unter (15) gewonnenen BesuUaten: 

ist 


Man kann hoffen, dass die hiermit eutwickelten Ansatze bei spaterer 
Durchfuhrung zu beziehungsreichen Ergebnissen fiihren werden. In- 
dessen weisen diese Gegenstande tiber unsere tier vorliegenden Ziele 
weit hinaus. Es muss genligen^ dass wir fur die Theorie der Integrate 
j von Primzahlstufe ein allgemeines Schema gewonnen haben , und 
dass wir wenigstens in den niederen Fallen die directe arithmetische 
Definition der zahlentheoretischen Functionen und % erschopfend 
haben geben konnen. Dies ist zumal alles, was wir bei der nun fol- 
geiiden Theorie der Modularcorrespondenzen gebrauchen werden. 
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Specielle Tlieorie der Modularcorrespondenzeii Ordiiioig eiiier 

l)eliel)igeii Stiife. 

Es sind nun alle Vorbereitungen getroffen, urn unsere eigentliche 
Aufgabe; namlicli die Darstellung der Theorie der Modularcorrespoii- 
denzeu, zu beliandeln. Wir besprachen oben (p. 154 ff.) die sogenannten 
Modulargleichmgen in irmtionaler Form und batten damals bereits auf 
die allgexneinen Auffassnngsweisen einer Theorie der Modularcorre- 
spondenzen Bezug genommen, innerhalb welcher jene Modularglei- 
chungen ilire naturgemasse Erklarung fanden. Hier ist es indes ein- 
facher, die damaligen functionentlieoretiscben Gesichtspunkte vorerst zu 
meiden und statt dessen an die allgemeinen Grundlagen der Transfor- 
mationstlieorie anzukniipfen, wie aie iin Kapitel des Ab- 
schnittes (p. 84 ff.) entworfen warden. Indein dies sogleicli in § 1 
geschehen soli, gewinnen wir auf diesem Wege eine vollig allgeineine 
Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen. 

Unsere wesentlicbe Aufgabe wird naturlicli die sein, dass wir die 
Modularcorrespondenzen in die allgeineine Correspondenztheorie des 
vorletzten Kapitels einordnen. Wir treffen hier geradezu auf das 
interessanteste Beispiel zur Erlauterung jener allgemeinen Theorie luid 
werden jetzt dem Gange der damaligen allgemeinen Entwicklung genau 
folgen. In diesem Sinne haben wir erstlich die Integralrclationen klar- 
zustellen, wie sie fiir die Integrale j den Modularcorrespondenzen ent- 
sprechen, und diesem Zwecke dienten die Vorbereitungen des vorigen 
Kapitels. Wir haben andrerseits die Modularcorrespondenzen vermoge 
der Primform darmstellcn^ so wie endlicli aus diesen Darstellungen die 
Anmhl der Coinciden^en der einzelnen Correspondenz abzuzahlen. 

Die allgemeine Idee der Modularcorrespondenzen wurde von Hrn. 
Klein in der Programmnote ^,Zur Theorie der eniptischcn Modulfunc- 
tionen'' (Math. Ann. Bd. 17, 1879) entwickelt. Die Durchfiihrung, ins- 
besondere auf Grundlage der Integrale j/, wurde dann von Hrn. Hur- 
witz gegeben. Wie wir schon p. 590 anfiihrten, waren es die Modular- 
correspondenzen der Vqq acUer Stufe, bei denen Hurwitz seine Methoden 
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zueist anwandte. Bald darauf zog derselbe aucli die Correspondenzen 
Aev sielenten Stufe in Betraclit*) und gab sodann in den Leipziger 
Bericbten voni 4. Mai 1885 einen ersten Entwurf fiir eine allgemeine 
Tbeorie dei’ Modularcorrespondenzen einer heliehigen JPrinizcihlstufe. Bis 
zu diesem Punkte sollen denn auch die Uberlegungen des vorliegenden 
Kapitels gefuhrt werden, wobei uns zur Erlauterung der bei beliebiger 
Primzahlstufe q eintretenden Yerbaltnisse immer der Fall (^=11 
dienen mag. 

Hr. Hurwitz trug sicli gelegentlich mit der Idee, selbst eine 
ausfuhi'liche Darstellung seiner Tbeorie der ModularcorrespondeDzen zu 
veroffentlicben; jedocli wurde er hiervon durch seine weitergehenden 
Uiitersuchuugen liber algebraische Functionen abgelenkt. Mocbte die 
vorliegende Beliandlung der Modularcorrespondenzen, welche Yom 
Flerausgeber lierriilirt, in etwas jenem nicbt zur Durchf Lib rung ge- 
langten Plane entsprechen. 

§ 1. Definition der Modularcorrespondenzen Ordnung. Irredu- 
cibilitat, Inversibilitat und Monodromiegruppe derselben. 

Es sei n irgend eine ganze positive Zahl > 1 und co ein beliebiger 
Punkt der positiven Halbebene. Diesem DtinMe co soli alsdann der Pimlct 
a)' = nco corres])ondieren, der als solcber nafcurlicb wieder der positiven 
Halbebene angeborfc. Die so begrundete ein- eindeutige Correspondenz 
zwiscben zwei Punkten co und co' der positiven Halbebene setzen wir 
nun gleicb in Bezieliung mit dem regiddren Polygon irgend einer 
ausgemchneten Congnicn^gritppe r«, deren Skife gegen die Ordnung n 
relativ prim ist 

Man ubertrage namiicli die Correspondenz co'—ncD aiif Grand 
der bekannten 1-oo-deutigen Beziehung zwiscben der Halbebene und 
der gesclilossenen Fldche F^i auf die letztere. Einem ersten Punkte co 
entspricbt dabei ein gewisser Punkt x der Plache F^c, und diesem 
correspondiert zunacbst der durch no eindeutig bestimmte Punkt y 
der Flache. Aber wir werden sogleich fragen, welclie Lagen der 
Punkt y anzunehmen vermag, falls x gesclilossene Wege auf der Flache 
Ff.^ beschreibt. Solchen Wegen entsprechen in der co- Halbebene die 
Ubergange von co zu den beziiglicb aquivalenten Punkten t’i(co), 
«; 2 (co), •••. Dnter alien zugeordneten Punkten nviip), nv<^(c:)), • • • 
sind aber zufolge p. 105 if. im ganzen ^(^^) beziiglicb der inaqui- 
valente, wo wir dieses Symbol ^(n) im Augenblick wieder in der 

Uher Melationen zwisclien ClassenanzaMen bindrer giiadratischer Formen 
von negativer Peterminantej Math. Ann. Bd. 25 (1884). 
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friilieren Bedeutung von I p. 460 Formel (2) gebrauclien. Diese 
Puckte konnen wir wie friiher durcli die Reprasentanten : 

(1) ^o(^)? •••? 

eines zum Schema gehorenden Reprasentaiitensystems der 

charakterisieren. Lassen wir jetzt dem Punkte der gesclilossenen 
J), niclit nur die eine Stelle y, welche Bq{co) = nG) zngeliort, sondern 
gleich alle ij} Stellen 2/o; 2/u • • • ; Argnmenten (1) 

zugeordnet siiid, correspondieren , so warden bei gesclilossenen Wegeo 
des X diese Stellen y in einander ubergehen. Die hiermit getvonnene 
jjj-deiitige Correspondent mf der FldcJie soli mm for tan als einc Mo- 
didarcorrespondent Ordnung der henannt tverdoh 

Es ist vor alien Dingen evident, dass unscre 3dodidar correspondent 
alien Anforderimgen genugt, die wir seiner teit (p. 523 w. /.) an eine alge- 
hraische Correspondent auf einer Biemann'’ schen Fliiche siellten. Die 
Abliangigkeit zwischen den Stellen x, y ist durcli eiii analytisclies 
Gesetz begriindet, namlich durcli co'=ncOj und es eritsprecheii alien 
Punkten x ausnahmslos je mit x bewegliche Punkte y. Es ist 

demnacli gestattet, alle Resultate des vorletzten Kapitels aiif die Mo- 
dularcorrespondenzen in Anwendung zu bringen. — 

Nach den frilheren Regeln liber die ft unterscliiedenen Kepnisen- 
tantensysteme einer ausgezeichneten Congruenzgruppe ist ilbrigens 
evident, dass wir mit einer ersten gleich ft Modidanxorrespondenten der 
fraglichen Art auf der Fldche F^^ nehen einander m bctrachten halen, 
Der tibergang zu diesen (ft — 1) neuen Correspondenzen von jener 
ersten ans ist in bekannter Weise dadurcli zu bewerkstelligen, dass 
wir die Punkte iJq, y^/j—i nicht wie eben dein Punkte son- 

dern einem der (ft 1) auf mit x aquivalenten Punkte zuordnen. 
Andrerseifs aher erreichen wir genau dasselbe, wenn ivir den Fankt x 
festhalten nnd diesem nach einander alle ft Systeme tu je y) Funkicn y 
tiiordnenj loie sie den ft unterschiedenen Bepirdsentantcnsystcnien Ord- 
ming der 

( 2 ) •••, ('*=1, 2, 

ttigehoren. Die einzelne unter diesen ft, durcli die Transformationen 
der endlichen Gruppe in einander tiberfulirbaren, Correspondenzen 

ist dann durcb das Schema des zugehorigen Reprasentanten- 

systems eindeutig festzulegen. 

Wenn man die einzelne unserer ft Correspondenzen im Same der 
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Gleichungstheorie discutieren will, so liegt das Problem vor, bei ge- 
gebener Stelle x die correspondierenden Stellen y zu berecbnen. 
Bei der Behandlung dieser Aufgabe tritt rma die bereits oben (p. 156) 
erwabnte Ubereinstimmimg der Modularcorrespondenzen mit den Mo- 
dulargleicliangen in alien wesentlicben Pnnkten in Evidenz: 

Es ist namlicb erstlicli der Qmd unseres Problems, namlicli 
derselbe wie bei der Modulargleicbung von der gleichen Ordnung n. 

Um zweitens die Monoclromiegnippe des aufgeworfenen Problems 
festzustellen, miissen wir die Permutationen der Stellen y sammeln, 
welche durcli gescblossene Wege der Stelle x auf der F^c erzielt werden 
konnen, Der letzte Cursivsatz. p. 107 ergiebt bier unmittelbar das 
Resultat, dass die Gruppe dieser Permutationen mit der Gnippe der 
Wlod'idargleiclmng (cf. p. 53) lioloedriscli isomorpli ist. Wir werden die 
Correspondenz insbesondere als eine irreducibele bezeicbnen, da jene 
Permutationsgruppe bekanntlicb transitiv ist. 

Endlicb miissen wir die einzeliie Modularcorrespondenz invertieren. 
Indem wir aber die Inversion an einem der g, Reprasentantensysteme 
(2) ausfiihren, wird in wieder ein Reprasen- 

tantensystem Ordnung der entspringen, nur nicht notwendig 
eben jenes System, von dem wir gerade ausgingen. Hier treten viel- 
mebr jene Betrachtungen ein, denen wir mit Ausfiihrlicbkeit bei den 
Modulargleichungen bolierer Stufe (p. 122 ff.) nacbgingen. Es ergiebt 
sich demgemass: Die g Modularcorrespondenzen Ordnung der r« 
sind 'ijj^f-deutig und gelien bei Inversion teils in sich selbst uber, teils 
permutieren sie sich zu Paaren. 

In Grad, Monodromiegruppe und Inversibilitdt sahen wir aber 
seinerzeit die clrei wesentlicben Eigenschaften der Modulargleicbungen; 
und also stimmen in der That die Modularcorrespondenzen mit jenen 
in alien wesentlicben Punkten iiberein. 

Es ist hier endlicb besonders wicbtig, fiir den Pall, dass n qua- 
dratische Teller besitzt, aucb nocb die enveiterte Transformation beran- 
zuzieben, diese Ausdrucksweise im Sinne von p. 48 gebraucbi Ibr 
entsprecbend vereinen wir alle diejenigen Oorrespondenzen der von 

gleichem Schema, welche sich auf die Ordnungen beziehen, wo tr der 

Reibe nacb alle quadratischen Teller von n zu durchlaufen bat. Der 
Grad der so entspringenden Correspondenz ist nacb p. 47 gleicb d>(n), 
d. i. gleicb der Teilersumme von n*, wir werden sie fortan scblecbtweg 
als eine redncibele Modularcorrespondenz n^^"^ Ordnung der bezeicbnen. 
Ftir die ausMirlichen Recbnungen bietet die Betracbtung der reduci- 
belen Oorrespondenzen an Stelle der irreducibelen alle jene Vorteile, 
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die wir bei entsprecliender Gelegenheit im vorletzten Abschnitt, nam- 
licb bei den Modulargleiclmngen und ihren Classenzalilrelationeii kennen 
lernten. Wir werclen demgemass auch liier zumeist niir mit den redu- 
cibeleu Correspoiidenzen der erweiterten Transformation Ordnung 
arbeiten. 


§ 2. Der Integralansatz fiir die Modnlareorrespondenzen 
sechster Stnfe. 

1st das Gescblecht der Null, so fiilirt der allgemeiiie Ansatz 
des vorigen Paragraphen zu den Modulargleicliungen des vierteii Ab~ 
schnittes ziiruck, wie wir scbon friiher p. 156 angaben. Der iiiederste, 
liier bei den Modularcorrespondenzen specifiscli in Betraclit koniineride, 
Fall ist also derjenige der Hauptcongruenzgruppe sechstcr Strife 
welche zum Gesclileclite jp = 1 gebort. 

Jeder Correspondenz ordneten wir im vorletzten Kapitel eiii System 
von jp Integralrelationen: 

cc p 

( 1 ) ^ jiiVr) = ^ ^ihjk{x) + 

r=l Z;=l 

zu, wobei die j als Normaliutegrale gedaclit waren. Es wird unsere 
wesentlicbste Aufgabe sein, diese Relationen fur die einzelne Modular- 
correspondenz tliatsacblicb zu bereclinen. Dabei wollen wir iibrigens 
kein besonderes Gewiclit darauf legen, dass die j aucli wirklicli immer 
als ein System von Normaliutegrale n gewalilt sind; wir nelunen diese 
Integrale vielmelir immer gleich so an, wie sie vom vorigen Kapitel 
geliefert werden. Die Folge ist natilrlich, dass wir die Integralrela- 
tionen nicht unmittelbar in der in (1) gedachten Gestalt erreiclien, 
sondern dass wir vielmelir im allgemeinen nur p linear -unabliangige 
Verbindungen der Relationen (1) gewinnen. Ftir unsere sji’ateren 
Zweeke ist dies indessen gleichgliltig, wie wir noeli selien werden. 

Die Methode, welche in den niederen Fallen zur Kenntnis der 
Relationen (1) fiihrt, illustrieren wir nun am Beispiele der wie 
folgt. Man nehme gleich die reducibele Correspondenz der Ord- 

nung vor und zwar diejenige vom Schema J), wobei iiaturlich 

die Ordnung h als ungerade uud relativ prim gegeu 3 gewilblt sein 
soli. Indem wir die Betraehtung von der Flilche in das Polygon 
zuriickverlegen, liefere der Punkt x die Stelle a, die (i>(n) durcli°die 
reducibele Correspondenz zugewiesenen Punkte « aber (rehen fiber in 
die 0(w) Stellen: 
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( 2 ) 


-D r \ jr ® jr • 

Bk{p) = Vjc j , F/c : 


(B,, 0 \ 

\ 0, D,~-V 


cles Fundamentalpolygons, die letztei'en Bezeiclinungen dabei im Sinne 
der p. 108 getroffeneii Yerabredung gebraiichi Da p = 1 ist, so 
kommt niir eine einzige Tntegralrelation (1) zur Geltung^ wobei man 
gleicli nocb beacbten wolle, dass zufolge der Congruenz n = 
(mod. 6) die Substitution FI stets der angeliort. Es gilt dem- 
gemass der Ansatz: 


( 3 ) 


/.■=u 


== ajip) + &, 


und unsere Aufgabe ist, die Constanten a und h zu bestimmen, was 
durcli Einsetzaug der Potenzentwicklung (2) p. 589 in den Ansatz (3) 
zu geschehen bat. 

Zufolge der eben citierten Formel (2) p. 589 wird j (i oo) == 0. 
Indem wir also co = i oo in (3) eintragen^ entspringt erstlich b = 0, 
Aber weit wesentlicber ist es, dass wir die Constants a bereclinen, 
und zu diesem Eude tragen wir erstlich in die linke Seite von (3) 
die eben wiederholt genannte Potenzentwicklung ein; wir finden dabei: 


(4) 


2^ 




2 2^ 

k ' ij; + 1 


X ('»') 


2 m ' 7t\ Bj, 


m' A J. 


Es sei hierbei erlaubt, in (2) p. 589 den Summationsbuchstaben m 
nicht nur die Zahlen m = 6 /i 1; sondern auch in — 6 h — 1 durcli- 
laufen zu lasson; diese Anderung gegeniiber der ursprunglichen Sum- 
mationsbedingung ist nur eine ausserliche, da zufolge (3) p. 589 %(m) 
fiir alle Zahlen 6 A — 1 mit Null identisch ist. In (4) haben wir 
iibrigens m' statt m gebraucht, um den Buchstaben m sogleich dispo- 
nibel zu haben. 

Die rechte Seite von (4) wolle man nun nach ansteigenden Po- 
tenzen von r uinordnen und setze zu diesem Zwecke: 


Zufolge der rechten Seite der Identitat (3) wird m in der fertig um- 
geordneten Reihe (4) nur noch gan^mhlige Werte darbieten. Dieses 
ist auch aus der rechten Seite von (4) leicht zur Evidenz zu bringen, 
wenn man beachten will, dass bei stehenden m'j Ak^ Bk die Zahl Bk 
jedesmal die Werte 0, 1, . . — 1 anzunehmen hat. Ak als Teiler 

von n werde durch d bezeichnet, worauf: 
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( 6 ) 


nin ^ji 


wird. 

(7) 


Die reclite Seite der Formel (4) aber liefert jetzt: 

%in7ti ^ m 

e ^ ; 

VI i) B 


V V V 

inn ^ \ / 


m soli bier alle positiveii, gegeii 6 primen Zahlen durelilaofen; bei 
stehendem m muss d alle Teller voii n durclilaufeu, fiir welclie m' ganz- 
zalilig aasfallt; eudlich ist bei stehenden m, d die Zahl B ilber das 
Interyall 0^ 1 zu summieren. 

Aber diese letzte Siimme, namlich die iiber ist leiclit aus- 
zufiihren. Sei namlich der grosste Teller von d, der prim gegeii 
m ist, so wird^ da docli m' ganzzahlig ist, nd~^ durcli d^^ teilbar 
sein. Man hat demnach: 



, ^ =0 oder = ™, 

() 


je naclidem d^ > 1 oder d^ = 1 ist. Damit gewinnen wir ans (7): 


( 8 ) 



0 ) 4 - 6 Bj, 



WO sicli hei stehendem m die Summe iiber d anf alle (jemeinsanien Teller 
der beiden Zahlen m und n bezieht. 

Die Formel (3) liefert nun, wenn wir auch noch reclits die lleiben- 
entwicklung eintragen: 


(9) 


2 


a 


2 


<(•■1 

IB 


als eine identiscli besteheDde Gleichung; eben dieserhiilb eiitspriugt 
dureh V ergleieh der Coefficienten gleich holier Potenzen das Ergebnis: 

() 

wo wir jetzt zur Bestimmung von a den Wert w = 1 eintragen 
wollen. Bs folgt dabei einfach a = %(n) und librigens nebenbei das 
bemerkenswerte mUmtheoretische Resultat: 


(10) *(»);t(„)_2’4l(=l‘); 

()■ 

summiert iiler alle gemeinsamen Teller der heiden positiven Zahlen m 
und n, die gegen 6 prim sind. 

Indem wir nun aber den durch die vorstehende Entwicklung in 
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Erfalirung gebracliten Wert a = %(n) in den Integralansatz seclister 
Stufe (3) eintragen, entspringt das nachfolgende Ergebnis: Die fur die 

Modularcorres^ondens seclister Stufe Ordnung vom Schema 
charaMerisHsclie Integralrelation lautet: 


( 11 ) 


^j(Ri.(co)) = xin)j(co), 

k 


ivo die ganse Zalil %{n) die in (3) p. 589 angegebene JBedeutung hat. 
Wir liaben liier also ^^geivbhnliche^^ Correspondenmi von der Wertiglceit 
x{n). Die letztere ist insbesondere stets dann gleicb Null, wenn 
n = Qh — 1 ist: aber auch unter den Fallen n = 6/z + 1 sind viele, 
welclie '%(n) = 0 aufweisen. Indessen untersuclien wir dies Eier nicbt 
naher, begniigen uns vielmelir mit der naclifolgenden, immittelbar 
zu zielienclen, Folgerung: Ist %(n) = 0^ so sind offenhar alle 72 mi 
dicsem n gehorende Corresponden^en Wertiglceitscorrespondenmi; dagegen 
gilt dies- bei solclien Ordnungen n, welclie %{n) ^ 0 hdben, nur vom dritten 
Teif d. i, von 24 unter jenen 12 Correspondenmi. Bei den ubrigen 
2*24 Eelatioiien (11) tritt rechter Hand eine complexe dritte Einbeits- 
wurzel als Factor binzu, was mit den beziiglichen allgemeinen An- 
gabeii des vorletzten Kapitels bei Riicbsiclit auf das aquianbarmo- 
niscbe Doppelverbaltnis unserer Flacbe Gescbleclites j) = 1 

ill Ubereinstimmung ist. 


§ 3. Die Integralrelationen fiir die Modularcorrespondenzen 
siebenter Stnfe'^'). 

Die eben zur secbsten Stufe gegebenen Entwicklungen sind typiscb 
fur alle jene ausgezeicbneten Oongruenzgruppen bei denen nur eine 
einzelne aritbmetiscbe Entwieblungsfunction %{m) oder ilj(m) auftritt. 
Dies gilt abgesehen von der Stufe 6 aucb nocb von den Stufen 7 und 
9^ dagegen nicbt mehr von der Hauptcongruenzgruppe der Stufen 8 
und 10. Bei der aebten Stufe baben wir zwei Entwicklungsfunctionen, 
die zu den ausgezeicbneten Gruppen r 48 und geboren; wir werden 
also erst wieder analoge Verhaltnisse wie bei n = 6 erbalten, wenn 
wir die oder einzeln bebandeln. Bei der zehnten Stufe fanden 
wir bis jetzt iiberhaupt nur erst die Entwieblungsfunction x(m) der 
von der Hauptcongruenzgruppe versebiedenen die Bildungsgesetze 

der ubrigen Integrale dieser Stufe blieben im vorigen Kapitel un- 
bekannt. 

Sielie hierzu die in der Einleitung genannte Arbeit von Hurwitz im 
< 25 ten Annalenbande. 
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Aus dem gesamten hiermit bezeichneten Bereicli derjenigen Falle^ 
die sicli nacli Art des vorigen Paragraphen beliandeln lassen^ sollen 
bier nur die m g 1 geMrende figg imd die odder Stufe unter- 
sucht werden; wir werdeii namlich nur an diese Gruppen bei uuseren 
ferneren Uberlegungen ausfiihrliclier ankniipfen. 

Indem wir mit q = 1 beginnen, wiililen wir n prim gegen 7 and 
nebmen die erweiterte Transformation Ordniing init dem Schema 

(o^ l)’ dann in gewobnter Weise zu setzen: 


( 1 ) 




Fiir die drei Integrale siebenter Stufe benutzen wir die in (1) und 
(2) p. 583 getroffene particulare Auswahl und baben alsdann die 
in den Relationen: 


(2) 2 ^ i «) = + 2 ^cyj (co I y) 


explicite zu berechnen. 

Zu diesem Ende lasse man vorab eine vereinfacbende Massregel 
eintreten. Man trage namlich die Ausdriicke (1) fur J4 in (2) ein 
und benutze das Verhalten der j gegentiber F/,; man bat dann: 


( 3 ) 







r)- 


Jetzt ilbe man die Substitution S aus, wodiircb die linke Seite der 
letzten Gleichung, uuter Aufnahme gleich nillior zu bestimuiender 
ganzer Zalilen e* iibergeht in: 




A/^co + 7 JS^, -f {Ai^ — C..-D,,) 


D,. 


-'>!«)■ 


Damit wir wieder zura Schema zuriiekgelailgen, ratisH Cr iin 

einzelnen Gliede dieser Summe so bestimmt werden, dass — Ckih. 
durcli 7 teilbar wird; dies liefert: 

Ck Bk = Ak, Bk I)\ — 11 (mod. 7), 

so dass die linke Seite von (3) gegentiber S den Factor aunimmt. 

Indem aber die recbte Seite von (3) gegentiber S das gleichu 
Verhalten zeigen, d. b. auch den Factor annehmen muss, werden 

erstlicb fiir einen quadratischen Nichtrest n von 7 alle Coefficienten 
TCay in (3) jedenfalls mit Null identisch sein. mussen. Merkeu wir 
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uns demnacli als erstes Resultat: 1st die Ordnung n cjiiadratischer 
Nichtrest von 7 ^ so laiiten die drei Integralrelationen tmserer Corre- 
spondens: 

^ (n) 1 

( 4 ) = 

^-=0 

(wo die 7ta -anbestimint bleiben mogen). Hier lidhen ivir also mit einer 
getvdhnlichen Correspondent der Wertigleit Nidi tu tliun, mid es teigen 
dann, wie man aus deu friiberen Satzen leicbt schliesst^ immer gleicli 
olle 168 Correspondenmi dieser Ordnung die gleiehe Eigenart. 

1st bingegen n quadratisclier Best von 7, so wird unter den drei 
Coefficienten TCa^i, n:a, 4 . auf der recliten Seite von (3) moglicber- 

weise derjenige von Null versehieden sein, deren zweiter Index y = na 
(mod. 7) ist; die beiden anderen werden jedoch sicher verschwinden. 
Indem wir die additive Constante im Augenblick ganz bei Seite lassen, 
liaben wir sonacb den Ansatz: 


( 5 ) 


k 


. 1), 


D 


'2 = Caj (cj I n a) . 


Es ist nunmelir dieser Ansatz (5) naher zn discutieren^ und solcbes 
gescliiebt in der friiberen Weise durcb Eintragung der Eeibenent- 
wicklungen (4) p. 583 fiir nnsere Integrate ; wir treffen hierbei auf 
eine Entwicklung^ die derjenigen des vorigen Paragraphen genau 
analog ist. 

Erstlich liefert die linke Seite von (5) den Ausdruck: 


( 6 ) 


.Amumi qjl 




Hier schreiben wir nun wieder: 


JD, 


' = Ak = 8^ 


so dass wir umgekebrt erhalten: 


mDi. 


m 


ni n ^k 


d * 


A ' ^k 

Durcb Eintragung in (6) nimmt dieser Ausdruck die Gestalt an: 

V! 'Sn Mn , (mn\ 
mn^\ 

•m t) B 


c r V 


wobei betreffs der Summationsbedingangen Wort fur Wort dasselbe 
gilt, wie in Formel (7) § 2. Die Summation uber B lasst sicli denn 
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auet hier wieder leicM ausfuhren, und wir gewinnen als explicite Ge- 
stalt der Formel (5) die nachfolgende : 



Die Coeffieientenvergleichung ergiebt gerade wie im vorigen Paragra- 
phen so aucb jetzt fur die eine arithmetiscbe Function siebenter 
Stufe das Gesetz: 


( 8 ) 


f (m) Ip (n) 

a 


summiert iiber alle gemeinsamen Teiler 6 von m und n, und wir finden 
somit im speeiellen fiir den Fall relativ primer m, n die Regel: 

ip(rn^'tp(ii) = tp(mn). 

Vor allem aber ergiebt die gerade beendete Recbnung fiir die in 
(5) mit Ca bezeielinete Constante den Wert und damit entapringt 

das Resultat: 1st der Transformationsgrad n quadra tischcr Best von 7, 
so lauten die mm ausgewdhlten Schema gchdrenden J-nkgraiyclalioneu: 

cf>(n)--l 

(9) ^ j (Bk (co) I «) = 3Ea (m) ■ j{co\ n a). 

k^Q 


Bei einer spateren Gelegenheit werdeii wir zu untersiichen habeii, 
fiir welche Reste n die Zalil mit Null identisch ist. Hebeu wir 
gleicb jetzt hervor, dass in diesen Fallen versclmindender 'ipiii) alle 168 
Corresjponden^en getvdhnliche sind, tind mar von der Wcrtiglceit Null, 
1st ip^n) nicht gleich Null, so wMen wir eine der Bedinguiig: 

= (mod. 7) 


geniigeude Substitution aus und ilben dieselbe auf die drei Relationen 
(9) aus. Solchergestalt werden wir linker Hand vom Sebetua zu 


( 10 ) 



gefiibrt, und dieseni besonderen Schema entspricht dann bei der Wir- 
kung von V auf j{p | na) das System der Integralrelationen: 

(11) '^j{Bk{p) I a) = 3r„ -j- ip(^n)-j{co \ a). 

k 

Nur mm Schema (10) gehort somit bei ’tp(n)^0 eine gewohnliche Corre- 
sponden 0 j und mar von der Wertiglceit — alle 167 anderen Corre- 
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spondenmi sind mm singiddre, was mit der scJion p. 556 erJcannien 
singuldren Natnr unserer FldcJie vereinlar ist, Zum Beweise 

liat man nur zu beaclitenj dass einzig die mod. 7 mit 1 congruenten 
Substitutionen alle drei Integrale j (co | a) bis auf additive Const ante 
in sicli uberfiihren. 


§ 4. Mitteilung der Integralrelationen fiir die znr Vqq actiter 
Stufe gebbrenden Correspondenzen. 


Unter den ausgezeicbneten Congruenzgruppen acJiter Stufe beriick- 
sicbtigen wir, wie scbon gesagt, nur die Gruppe welche alle mit 


io, i) Q 3) 


mod, 8 congruenten Modulsubstitutionen entbalt. 


Diese Gruppe ist vom Geschlechte ^9 = 3 , und es geliort zu ihr als 
Normalcurve der g) die durch (2) p. 29 gegebene Curve vierter Ord- 
nung. Die spatere Betracbtung der Modularcorrespondenzen auf dieser 
veranlasst uns, sclion bier die Integralrelationen zusammenzustellen, 
welche zu den Correspondenzen der gehoreii. Es wird gestattet 
sein, die Beweise dieser Relationen der Kurze lialber zu uberspringen; 
in der That gestalten . sich dieselben durchaus gerade so, wie eben 
bei ^ = 7. 

Die drei Integrale jg der Tgc sind p. 591 angegeben worden, 

und ihre eine Entwicklungsfunction x(}i) wurde dortselbst unter (13) 
im Anschluss an die binare quadratische Form (1, 0, 4) definiert. 
Der Transformationsgrad n hat hier nur der einen Bedingung zu ge- 
niigen, eine ungerade Zahl vorzustellen, und die einfachste Gestalt des 


zum Schema 



gehorenden Reprasentantensy stems ist nach den 


beziiglichen allgemeinen Regeln gegeben durch: 


( 1 ) 


It (cu) = 


A(o + ^B 
D ’ 


wo die Zahlen A, B, D immer wieder den bekannten Bedingungen: 
(2) AD = Uj 0^B<D 

zu geniigen haben. Natiirlich benutzen wir nach wie vor die erwei- 
terte Transformation Ordnung. Ahnlich wie bei n = 6 beziehen 
wir hier iibrigens die Entwicklungsfunction x{n) auf alle ungeraden 
positiven Zahlen n, Fiir die Zahlen n = 4:}i — 1 wird dann x 00, 
stets mit Null identisch sein, da Zahlen dieser Gestalt durch die ganz- 
zahlige binare Form (1, 0, 4) nicht darstellbar sind. 

Die Integralrelationen fur die Ordnung unter Benutmng des 
llcprdsentantensystems (1) lauten nun einfach: 
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- (- 1)"^ »(«) -i.W. 

n — 1 

(3) 2'i> - (- K«) •i.W. 

2'i>(^--)= *(»)•.»(»)■ 

Additive Constante treten bei der hiermit gewalilten Gestalt uiiserer 
Eelationen nicht auf, da fur 03 = ^00 immer beide Seiten der Glei- 
cbungen zugleicli verscliwinden. Wann gewolmliclie uiul wann singu- 
lare Correspondenzen vorliegen, wird man nun ans (3) leitdit ablescn 
konneD; wenn man noch das Verbalten der jij ja, jt] gegenilber den 
96 inaquivalenteii Substitutionen beriicksicbtigt. Merken wir etwa ins- 
besondere gleich an, dass filr n = 4h + 3 stets (jeivolmlielic Chrrcspon- 
denBen der Wertiglieit Null vorliegen, 

§ 5. Primformdarstellung und Coincidenizenanzahl der Modnlar™ 
correspondenzen im Palle einer einzelnen Entwicklnngsfiinction, boi 

g =: 7 erlantert. 

Die Darstellung der Modularcorrespondenzen seclister^ siebenter 
und acbter Stufe durcli die Priniform soli bier nicht iiu volleii Uni- 
fange geleistet werdeu. Da es sicli vielmelir in alien drei .Fallen uin 
ganz abnliche Betrachtungen liandelt; so geniige die Bespreclnuig d(js 
Falles 2 = 7 . 

Man setze erstlicli vorans, dass die Ordnung n der Transformation 
quadratischer Best von 7 sei, und walile iibrigens fiir die erweiterte 
Transformation ein der Bedingung: 

(1) i?o = i?i = • ■ • = Pu„-, =- (1^’' ’ (mod. 7) 

gentigendes Reprasentantensystein. Die zugelibrigen Integralrelationen 
lauten dann, wie wir im vorletzten Paragraphen fanden : 

(2) ^ j {Bt (co) 1 a) = 3i;« + (n) • j (« | a), 

k 

wo die eine bei 2 = 7 auftretende Entwicldungsfanctioii ist. Die 
Bnmformdarstellung der vorlxegenden Modularcorrespondenz lasst sicli 
bier nacb der allgeineinen Vorschrift p. 535 ff. obne weiteres leisten*’^*'). 

*) Man bemerke dabei vielleiclit noch, dass die Formeln (2) unmiitelbar fiii- 
die Normalintegrale in Grultigkeit bleibeix, wenn wir nnr entsprecbend niodi- 
ficiert denken. Es ist dies eine einfache Folge des XJmstandes, dass auf der 
rechten Seite von (2) der Coefficient des Integrals j{co | a) von a unabliilngig iat. 
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Sind m und m' zwei variabele Punkte des Polygons walirend 

man unter coq und cOq zwei specielle Lagen dieser Punkte verstehi, so 
bilde man den Primformqnotienten: 


(3) F(o, co'Ioq, 



P(<jo',ta)P(<a/, Oq) 
P(c£)o',£o)P(a>',CBo) 



■P(“ (“o' > (“o)) 

-P(“o'> -BiW) -P(“'^-Bi("o)V 


Es liefert alsdann nach dm citierten allgemeinm Erortenmgen (p. 536) 
F{(o, ra' I cjq, co^) in Ahlicingiglceit jedes der vier FunMe m, a, coq, o^' 
eine algcbraiscJie Modulfunction siebenter Stufe, und es wird inshesondere 
diirch die Gleichung: 

(4) F{c3, (o' 1 £Oo, ©,;) = 0 

tmsere Correspondem in der friiher ausfuhrlicli cIiaraMerisierton Weise 
dargestelU. 

Die iibrigen 167 fiir die vorliegende Ordnung bestehenden Corre- 
spondenzen sind nun von den Pormeln (3)^ (4) aus nacb den friiberen 
Satzen leicbt mit zu erledigen. Indem wir Vi ein System mod. 7 io- 
congruenter Modulsubstitutionen durchlaufen lassen^ baben wir fiir das 
einzelne Vi zu sclireiben: 


F{Vi{(o), o' I* Viio^), coq) == Fiip, co' i Oq), 


im die mgcliorige Correspondent durcli NullseUen von Fiip, o | 
darmstellen. Explicite baben wir also, indem wir • 

(5) = = Q J) (mod. 7) 

setzen, fiir die Modulfunction Fi die Primformdarstellung: 

Flip, o' \ coqj coq) = 

(6) ) ^ r P(a,', F,(a,))P(a);, F ,(«,„)) -| -VM j-j ,B<ikco,)) 

L-P(»o',UW)-P(“'^i^iK))J 11 p(co„',jeW(»))P((o',sW(co<,))‘ 


Man bemerke, wie sicb die biermit gegebene Darstellung der Oorre- 
spondenzen siebenter Stufe in die allgemeinen Ansatze von p. 550 ff. 
subsumiert. Fiir jedes der 168 Schemata (5) baben wir eine be- 
sondere Correspondenz zur „Minimalbasis“ im Sinne von p. 549 aus- 
gewablt, und zwar nur eine, dem Umstande entsprecbend, dass 
wir bei gf = nur eine aritbmetische Function baben. Die ans- 
gewdhlte Correspondent ist dber einfacli die mm Schema (5) gehorende 
Correspondem erster Ordnung: o — V'i(cj)^ d. K die m Vi gehorende 
Transformation der Fldche Fjq^ in sich. 

Der Fall eines quadratischen Nichtrestes n subsumiert sicb un- 
mittelbar unter den allgemeinen Ansatz (6), indem jetzt stets (?^) = 0 

lvleiiL*iri''icke, Modulfuuctioueu. IL 39 
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ist. Die Function Fi((Dj (o' 1 (Oq? ^o) demnacli jetzt einfacli die 
GesMt: 


(7) Fi(a, co' I fijo; “o') 


4‘) (co)) P(co,\ (co„)) 


Die Coincidefim^anmlil bei den Modiilarcorrespondenzeii Stufe 
ist in alien Fallen ,^gewolinliclier^^ Correspondenzen einfach imch. der 
Cayley-BrilTscben Formel (9) p. 539 anzugeben; letztere Formel 
findet also unmittelbare Anwendung fur alle Nichtreste n irnd unter 
den Resten n stets beim Sclieaia (1). Wir konnen sagen^, dass es sicli 
in alien diesen Fallen um die Wertigkeit — liaiidelt, iusoferii 
ja fiir die Nichtreste n die Function verscliwindet. Da die das 
Geschleclit jp = 3 besitzt, so specificiert sicli die Angabe a + /3 + 2pw 
fur die Coincidenzenanzahl v liier zu: 


(8) 1 / = 2 cb (oi) — (n). 

Indessen erfordert diese Formel in dem speciellen Falle einer rein 
quadratisclien Ordnung n eine Erganzung. Hier wollen wir namlicli 
bei der erweiterten Transformation, gerade wie aucli friiker in der 
Theorie der Modulargleichungen, den Reprasentanten der Transfor- 
mation erster Ordnung ausschalten. Indem tvir an dicscr lUassnahme 
auch in der Folge ^vieder festhaltenj wird es sick im fraglkhen Ansnahnie- 
falle %m eine (0 — Correspondent der W(TUgkeU 
— 1 handeln; in der That fallt jetzt auf der rechten und 
linken Seite jeder Relation (2) ein einzelnes Glied j (co | a) aus. Die 
Cayley - BrilTsclie Formel liefert demnach jetzt: 

(9) a; = 2 0 (^) - 2 — 6 (^) -- 1] = 2 O {n) — G (n) + 4. 

Um beide Formeln (8) und (9) in eins ziisammenzuzichen, verstehen 
wir unter £» nach friilierem Brauche die 1, falls n ein reines Quadrat 
ist, anderenfalLs aber die Null. Als Resultat konimt alsdann: Die 
CoincidemenantaM v ist im Falle eines NicJdresles n, sowie im Falle 
eines Bestes leim Schema (1) gegeben dureh: 

( 10 ) V = 2<i>{n) — 6 {%) + 4 Bn- 

Jetzt sind noch die 167 Correspondenzen (6) im Falle eines Eestes 
n rtickstandig, und hier konnen wir einfach in der zugelukigen Pune- 
tion Fi{(Dj CO I coqj coq ) die beiden Punkte co, co' ziir Coincidenz brin- 
gen, um (bei constant gedachten co^, cOo') in JP,.(co, co | co^, co^) eine 
algebraische Modulfunction yon co zu gewinnen. Durch Abzilhlung 
der Null- und Unstetigkeitspunkte gewinnt man dann in bekannter 
tiberlegung (p. 539) die jetzt gesuchte Zahl v. Man wird gegen- 
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liber der eben eitierten Entwicklung bier nur die eine Aiiderung be- 
merkeB; dass die Auzabl der Nullpunkte von Vticof) auf dem 

Polygon P\gg nicbt unmittelbar angegeben werden kaiin. Nennen wir 
diese im Augenblick nocli unbekannte Zabl so folgt im Falls eines 
Bestes n fitr ein von (1) verschiedenes Schema (5) als Coincidemen- 
ansahl: 

( 11 ) V — 2^(gi) — 2ip^(n) + 

Die Anzabl h aber ist^ wie man jetzt endlicb bemerken wolle, als 
Zahi der Nullpunkte von P(ce), Vt(a))) niclits anderes als die Coinci- 
denzenanzahl der Correspondenz o' = Vi(co) oder (um es mit der 
friilieren Bezeicbnung zu belegen) niclits anderes als die Anmhl der 
Fixpiinlde der Transformation Vi der -^168 in sich. Nach bekannten 
Satzen aus Bd. I hat man also ohne weiteres die Resnltate; Es ist: 

(12) “ = 4, 2, 3, 0, 

je nachdem die Summe von a und d lei der SulsUtntion Vi leB. der Be- 
dingung : 

a ^ ziz zh zh (mod. 7) 

genilgt 

An die hiermit fiir g = 1 vollstandig geleistete Bestimmung der 
Anzabl v knupfen wir im nachstfolgenden Kapitel wieder an. 

§ 6. Ansatz fiir die Integralrelationen der j {co \ a) ^ j (o j /3) bei 
den Modtilarcorrespondenzen einer beliebigen PrimzaMstufe q*). 

Der elementare Cbarakter der voraufgehenden Betrachtungen be- 
rubte auf dem Umstande, dass in den bisber erledigten Fallen jeweils 
nur eine zablentheoretiscbe Bntwicklungsfunction in Betracbt kam, 
Wird die Anzabl dieser Functionen > 1, wie scbon bei q= 11, wo 
wir deren filnf haben, so miissen wir bei der Aufstellimg der Integral- 
relationen indirect verfabren. Indem wir das hiermit gemeinte Ver- 
fabren sogleicb im allgemeinen Falle q (den wir im vorigen Kapitel 
vorbereiteten) skizzieren wollen, geniigt es, wenn wir dabei allein die 
Integrale j (m \ a) und j (o | /3) in Betracbt zielien. In der That 
werden wir bei den spateren Anwendungen (§ 9) die Integrale j (o | 0) 
des Teilungspolygons durcb ein indirectes Scblussverfabren gleicb selbst 
mit erledigen, wobei uns die bezuglichen Entwicklungen des vorigen 
Kapitels (p. 566 ff.) zu statten kommen sollen. 

Des besseren Uberblicks halber senden wir voraus, dass in den 

Man vergl. bier die Note von Hurwitz in den Leipziger Bericbten vom 
4. Mai 1886, anf welcbe wir scbon wiederbolt Bezug nabmen. 
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uachstfolgenclen Formeln e, g, h als Summationsbuchstaben ge- 
braucht werdeii solleii, und zwar sollen sicli dieselben aiif die Bereiclie 
bezielien : 


e, f= 1, 2, • ■ ;i; g,}i = 1, 2, ■ ■ ■ , (i. 


Die Zahlen 1, g baben wir dabei im Sinne des vorigeii Kapitels bei- 
belialteriy wo fiir jedeu quadratisclien Rest a insgesamt X Integrale 
1 (x) ausgewablt warden imd fur jedeii Niclitrest p Integrale 
1 i^)- 

Indem wir jetzt bei vorgegebener Ordnung n der erwcitertcn 


/ 0 \ 

Transformation am Schema ^ j wie bisher festhalten und dann in 

Bq, . ein zugehoriges Repnisentanten system bilden^ ist unsere 

Aufgabe, die Integralsiimmen: 


cjy — l • 

(1) I ' 2 I 

*:=.0 k =0 

durch die urspriinglichen p Integrale g*'”' Stufe linear ammdriicken. Hier- 
bei haben wir zur Abkiirzung <) statt <t>(n) gescbrieben, und es ist 
fiir jede in Betracht kommende Combination c, sowie fiir jede Com- 
bination g, f eine Summe (1) zu bilden. 

Urn die gedachten Integralrelationen wirklicli zu gewinnon, tlbe 
man erstlich auf w in (1) die Substitution S aus und beriicksicditigo 
dabei die offenbar zutreffende Congruenz: 

Es ergiebt sich hieraus leicbt, dass die erste Summo (I) gegenuber S 
den Factor £«“ annimmt, die zweite aber den Factor jene erste 
Summe ist also in denjenigen X bez. g Integraleu linear darstellbar, 
welche eben diesen Factor gegenuber 8 aufnehmen, und die zweite 
Summe (1) entsprechend in den g bez. X Integralen vom Factor . 
Wie man sieht, tritt bier die Fallunterscbeidung ein^ ob n qnadra- 
tischer Rest oder Nicbtrest von g ist. In der That werden wir gleicli 
explicite sondern und haben als die zu discutierenden Ausatze: 

I. im Falh eines guadratischen Restcs n von g: 
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11. im Falle eines qiiadratisclien Niclitrestes n von q: 

^ je(Rk(co) I a) = ^ \ n a), 

k=o ;^==l 

<?>— 1 

^ h iRk{<a) |. ^) = ^ dgf{n)jj-{(a \n§). 

^ A' = 0 /=! 

Hierzu gleich die nachfolgenden Erlauterungen: Erstlicli sollten 
wir bei diesen Ansatzen strenge genommen allentlialbeii recliter Hand 
additive Constante hinzunelimen-, aber dieselben sind, wie friiber^ als 
unwesentlicli urn der einfaclien Schreibweise der Formeln wilien stets 
ausgelassen. Ferner: Die Coefficienten a, d auf den recbten 

Seiten von (2) imd (3) werden natiirlicli mit wecbselndem n andere 
und andere Werte darbieten; in diesem Sinne baben wir sie in (2) 
und (3) gleicb als Funetionen der Ordnung n gescbrieben^ wobei 
dann natiirlich Funetionen a(n) und b(n) nur fiir Reste, Funetionen 
c{n) und d(n) nur fur Niebtreste n in Betracbt kommen. Es ist 
aber sebr zu betonen, dass in der eimelnen imserer Formeln {2), (3) 
die ZaJilwerte a be 0 . by Cy d imablidngig sind von dem besonderen Beste 
a be 0 . dem besonderen Nichtreste Dies siebt man leiebt ein, wenn 
man auf das co der einzelnen Formel (2)^ (3) die sebon p. 565 ein- 
gefiibrte Substitution U ausiibt und dabei die leiebt zu verificierende 
Oongruenz : 



in Betraebt ziebt. Man bat also (immer unter Gebraucb des einmal 
ausgewablten Sebemas) beim einzelnen Reste n insgesamt 2? Coeffi- 
cienten aef und g? Coefficienten bguy dagegen bei einem Nichtreste n 
im ganzen Aft Coefficienten Ceu und ebenso viele dg/. 

Zur naheren Untersuebung der in Eede stehenden Coefficienten 
schreibe man jetzt explicite: 




“ + 2 ^k\ 
'^k ) 


Vk-. 


( ^k, 0 \ 

V 0, 


und trage demnachst die im vorigen Kapitel p. 579 gegebenen Potenz- 
entwicklungen fiir unsere Integrale ein. Indem wir dann immer nach 
ansteigenden Potenzen linker Hand umordnen, tritt eine Rechnung ein, 
wie wir sie in den voraufgehenden Paragrapken ofter durchgefahrt 
haben; z. B. fiir die erste Reike (2) finden wir linker Hand in der 
nack ansteigenden Potenzen von r geordneten Entwicklung den Coeffi- 

m 

cienten der Potenz in der typiseken Gestalt: 


rARNFRiE INSTITUTE 
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^ d 

WO sicli die Summe auf die gemeinsaBien Teller d von m und n be- 
zieht. Der Vergleich der Ooeffieieiiten gleiclier Potenzen reclits und 
links ergiebt alsdann in nnseren vier Fallen (2); (3) die Resultate: 

= ^ a^fin) t/(tn), (^) = + 1, (“) = + 1, 

/=i 

= 2 hh (n) %h(m) , (^‘) = + 1 , ('^) ■= — 1 , 

h^i 

= 2 W 5^" W’ © = - 

7i=:l 

- 2 <»./(«)’»’/(’«). © - - 1' (© “ + '- 

/=1 

wobei die fiir den einzelnen dieser Falle charakteristisclien Legendre- 
sclien Zeichen immer gleich rechter Hand angefilgt sind. Diese Por- 
meln sollen uns nun znr Bestimmung der b, c, d das Fundament 
abgeben. 

Zuvorderst folgert man aus (2) und (3) vermbge der linearen 
Unabhangigkeit der Integrale j((o | a), j{co ] /3) leiclit, dass die aef{n) 
etc, eindeutige aritJimetiseJie Fimctionen von n sind. Uni aber liber diese 
Functionen Genaueres anzugeben, benutzen wir nun den Umstand, dass 
die linken Seiten der Gleicliungen (4) durcligeliends symmetriscli von 
m und n abliangen. Also wird aucb z. B. in der ersten Formel (4), 
wo m und n zugleicli quadratisclie Reste von q sind, die recliter Hand 
steliende Summe iliren Wert bei Vertauscliung von m und % niclit 
iindern. Ein Gleiclies gilt auch. fiir die dritte Formel (4), in welclier 
m und n gleichfalls ini quadratisclien Charakter modulo q ilberein* 
stimmen; wir baben also die Ergebnusse: 

1 i 

Ft ««/(«») fur © == + 1; £■) = + 1 , 

/=! /=! 

2 W (^^0 =2 <^eh (m) (w) ^ fur 0) = ~ 1 , Q == — 1 . 

Stimmen aber m und n in iliren quadratisclien Cliarakteren mod. q 
nicbt iiberein, so liefern in analoger Art die zweite und vierte Re- 
lation (4), mit einander combiniert, das Resultat: 
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^ X 

(^.) ^ ’ (f ) = “ 1- 

A = 1 /=1 ^ 

Jetzt bilde man die erste Relation (5) bei einem einzelnen vor- 
gelegten Reste n nnd bei stehend gedaebtem e, indem man fiir m der 
Reibe nacb X specielle Reste mg, mx eintragi Die letzteren 
kbnnen wir nacb p. 580 so gewablt denken, dass die ;i-gliedrige De- 
.terminante [ | einen von Null verscbiedenen Wert bat. Die 

damit bei stebendem e fiir jeden Rest n gewonnenen I Gleicbungen 
fassen wir als solcbe fiir die X unbekannten Grossen (XezQ^) 

auf. Unser Gleicbuugssjstem hat eine von Null verscbiedene Deter- 
minante, und die rechten Seiten sind ersicbtlicb lineare homogene Ver- 
bindungen der X von n abhangenden Functionen 

von n unabhangigen, durch die Auswabl der m^, m^, . . mx fest be- 
stimmten, Coefficienten. Durch Auflosung des fraglicben Gleicbungs- 
sy stems finden wir das sebr wichtige Ergebnis: ' Es ist aef{n) eine 
lineare liomogene Function der X Werte 

(7) == 

mit Coefficienten agf, die von n undbhdngig sind. 

Es konnte scbeinen, dass die X Coefficienten vielleicht noch 
von den particular ausgewablten X Resten mj abbangig sein mocbten. 
Fs sind indessen die a^f) , . . a^e} gewisse X lei der Stufe fur steJiende 
Combination (ef) eindeutig bestimmte Grossen. Konnten wir namlicb 
die Function aef(n) fiir alle positiven Reste n noch durcb ein zweites 
Zahlsystem a^f) , . . a^e) ebenfalls in der Gestalt (7) darstellen, so gabe 
es augenscbeinlich ein System nicbt durcbgebends verscbwindender 
Zahlen ai, welches der Gleichung 

+ * • * + ccx'ilJxin) = 0 


fiir jeden Rest n geniigte. Damit aber waren offenbaj: die X Integrale 
ji(a} I a)^ . , . ^ jx(co I ct) linear - abbangig. 

Die ilbrigen Relationen (5), (6) ziehen wir nun zu vollig analogem 
Gebraucbe heran. Indem wir msammenfassen , ergeben sicli die Far- 
stellungen: 

I “ a^e)'^i(n) + + ■ • • + cif)7px(n), 

\ 'bgk{n) == + ^fltpiin) + ■ • ■ + ^fltpxin) , 


sowie ents^rechend fur die c, d: 

\ dgf{n) = Sfjxtin) + dffliin) + • • • + Sf)x^(n). 
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Dabei beziehen sich natiirlich die Formeln (8) auf die Reste n, die 
Formeln (9) auf die Nicbtreste. Vherdll ahcf sincl die Coefficienten- 
systeme a, /3, y, S mn n malMngig tind eindeutig lesUmmt. Wie mau 
sie zu bestiinmeii Termag, werden wir iiu ulicbsteii Piuagiaplien am 
Beispiele g = 11 betrackten. 

§ 7. Wirkliclie Aufstellung der Integralrelationen fiir q — 11. 

Bei der Hauptcongrnenzgruppe elfter Stufe farideii wir im vorigen 
Kapitel im ganzen /■««/■ Eutwicklungsfunctionen, drei fiir die Reste n, 
uamlich ■ip^{n), und zwei, XaOO? Nicht- 

reste. Die aritkmetiseke. Definition dieser Functionen wurde im 
vorigen Kapitel vollstandig geleistet. Wir wolleu von den dort ge- 
gebecen Regeln aus zum Zweclte der weiter folgenden Reclintingen 
fiir niedere Argumente n eine Tabelle fur die zugekorigen Werte 
der ifj % anlegen: 


n 


A 


n 

Xi 


1 

— 1 

1 

0 

2 

0 

— 1 

3 

1 

1 

- 1 

6 

1 

0 

4 

*2 

0 

1 

7 

- 1 

0 

6 

3 

1 

0 

8 

--- 1 

1 

9 

2 

0 

— 1 

10 

0 

— 1 

12 

— 2 

-2 

0 

13 

1 

1 

14 

0 

0 

2 

17 

- 2 

1 

15 

- 3 

1 

— 1 

18 

1 

1 

16 

— 4 

— 2 

— 1 

19 

2 

2 

20 

- 6 

0 

1 

21 

1 

2 

23 

9 

1 

__ 1 

24 

_ 2 

2 

2^ 

_ 4 

— 4 

0 

28 

0 

2 

26 

0 

— 2 

- 3 

29 

(.Ti 

o 

3 

27 

- 5' 

- 1 

3 

30 

1 

0 

31 

5 

1 

3 

32 

3 

1 

34 

0 

— 2 

3 

35 

— 1 

0 

36 

— 4 

-2 

- 1 

39 

0 

_ 2 

37 

— 7 

- 1 

2 

40 

— 1 

1 

38 

0 

4 

- 2 

41 

— 3 

- 1 

42 

0 

1 

— 4 

0 

43 

- 1 

_ 2 


Unsere Aufgabe ist nun, fiir den Fall q == 11 die Relationen (S), 
(9) § 6 explicite zn bereclinen. Zu diesem Eride specialisieren wir 



VI, 4. Die Modularcorrespondenzea hoherer Stnfe. 617 

zuvorderst die erste Relation (4) § 6 fur 2== H; es ergiebt sieb: 

(1) + aes(n) di>e (^) . 

d 

Hier substituiere man der Reihe nacli die drei quadratischen Reste 
m = 3^ 5 und findet unter Benutzung der vorstehenden Tabelle das 

Gleicbungssystem : 

— -j- «e2(>^) == ipe^n), 

(^) ? 

3 aei(n) + a ,3 (m) = ^ 8 ipe (^) ■ 

Durcli Auflosang dieses Gleicbungssystems findet man Ausdriicke der 
aef{n) durcli die aber freilicb nocli niclit diejenigen Darstellungen 
( 8 ) § 6 , um welclie es sich eigentlich bandeln soil. Immerhin be.- 
nutzen wir dock die zunacbst fur die aef(n) erbaltenen Formeln, um 
fiir die drei ersten in Betracbt kommenden Zahleu 7 i = 3, 4 die 

zugeliorigen Werte der neun Function en zu bereclinen; man 

findet: 

1 ^11 ^12 = 0; ^13 =* Oj 

<^ 2 l = 0 , ^22 = 1 ; <^23 == 0 , 

= 0^ ^32 = 0; (^33 = Ij 

i ^11 ^12 t^j^3 ===== Oj 

fiir n = 5 I <^21 = 0, <222 == 1, ^23 = — 2, 

{ = Oj C?32 = 1; <^33 == 0, 

= — 2 , ^12 = 0 , <^i 3 = 0, 

fiir n = 4: I a-si = 0, <^22 == 0, ^23 = 2, 

• %1 %2 1 ; ^33 ^ * 

Nunmehr ziehe man auch die erste Formel (5) § 6 beran und 
setze in derselben, indem wir sie vielleicht zunacbst fiir e = 1 spe- 
cialisieren, ftir m nacb einander die Werte 1 , 3, 4 ein. Wenn wir 
die eben gefundenen Zahlwerte der aef sowie die Werte der be- 
riicksicbtigen^ entspringen solcbergestalt die drei Gleicbungen; 

(2) I -f aii(w) + a^^{n) — a^^{n) = — 

I 2 «!! (n) + Oi 3 (w) = — 2■tp^ (n) . 

Die Auflosung derselben ergiebt die gewiinscbten Ausdriicke fiir die 
drei Functionen Die iibrigen seeks ae^(n) erledigen sich in 



618 


VI, 4. Die Modularcorrespondenzen hdlierer Stufe, 


derselben Art, und wir gewinnen so als die Unearen homogenen Aits- 
drucke der neun arithmetischen Ftmctionen aef{n) in den drei tpein): 

I ais(n) = 0, ats(n) = 0, 

(3) a^iCn) =0, ftzsW = == 

( agi(w) = 0, as^(n) = ts(n), a^^{n) = 

Fiir die quadratischen Reste n kommen ausserdem noch, wie wir 
wissen, vier arithmetische Functioneii Ighin) in Betracht, die wir jetzt 
nock in ^^(n) darzustellen haben. Die Rechnung gestaltefc sicli infolge 
der Minderzahl der 6 noch einfacher, als soeben bei den a, mid man 
erJidlt als die Unearen Ausdruclce der vier bgh(n) durch die i’e(n): 

I ^ 11 W “ “ ^3(^0 

I \^{n)==2ip^{n), Z'22(w) = j/iaW + ^!)C»)- 

Die Integralrelationen sellst warden daraufhin nnfer BcihehaUmg 
[n 0\ 

des Schemas (^q’ Falle eines quadratischen licstcs n die Gestalt 

darbieten: 


^ I a) = — • ji (m I na), 

k 

^h{^k{co) I «) == ^2 'hip I | na)^ 

k 

(5) <j jzi^kico) I «) == ^3 'j^i^ I • jii{(x> I na)^ 

k 

^ ji(Rk(co) \ ^) . jj(co I n(}) + I U^), 

k 

I /3) = 2^3 ■j^{ca I n/3) + + f.^) .g^(a) | n(i). 

k 

Wollen wir aber lieber unter R* ein Repriiseutanten system 11“» Stufo 

vom Schema Q ^ verstehen, so hat man hier nach bekanntcn Biitzen 

nichts weiter zu thun, als in (5) rechter Fland auf co eine Modulsub- 
stitution V auszuuben, welche mod. 11 der Bedingung 



geniigt. — Das Argument n der iPe haben wir in (5) der Kiirze halber 
allenthalben fortgelasseii. 

Im Falle eines (juadratisclien NichtTestes n treffen wir auf ganz 
ahnliche Verhaltnisse, und wir fuhren hier die Rechnungen nicht nocli 
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einmal ausfillirlicli durcli. Vielmelir geniige die Angabe des fertigen 
Resultates: Die Integralrelationen elfter Stufe haben im Falle eines qua- 

fn 0\ 

dmtischen Nielitresies n von 11 nnter BeibeJialtung des Schemas 
die Gestalt: 


( 6 ) 


■ ^ I a) = 0, 

k 

I «) = 4^1 ■ j,(<a I na) -1- 2^2 ‘isC® I na) , 

k 

I a) ■= 2^2 •ii(c’ I na) + (2%^ + x^) ■ h(p i na), 

■ "^hi^kico) \^)=%, -hip I n^) + X2 -isC® I 

k 


I ^j^(Ekico) \ p) = x2 -hi^^ \ m/3) + (2Zi + %:) •is(® I M/S). . 

Natiirlicli reprasentiert tier infolge der wechselnden Werte ^ jedes 
Gleicbungsystem (5), (6) im ganzen 25 Integralrelationen. 


§ 8. Vorbemerkungen ziir Auswahl einer Basis von Correspondenzen 
fiir eine beliebige Primzahlstufe q. 

Indem wir zu den Oorrespondenzen einer beliebigen Stufenzahl q 
zurtickkeliren, gilt es, anf Grundlage des vorletzteii Paragrapten die 
Primformdarstellung jener Oorrespondenzen zu ermoglichen. Wir 
liaben hierbei einfach .die Principien der Hurwitz'schen Oorrespondenz- 
tlieorie in Anwendung zu bringen, Um genau nacli den beZiiglicben 
Vorschriften zu verfaliren, batten wir uns fiir die Plache 

2 

eine Mioimalbasis von Oorrespondenzen zu bilden, in welcher wir her- 
naeb jede etwa vorzulegende Modularcorrespondenz nach der allge- 
meinen Formel (3) p. 551 wiirden darstellen konnen. Jedoch wollen 
wir liier, den particularen ftir uns vorliegenden Verbaltnissen Eecb- 
nung tragend, in etwas von jenem allgemeinen Programm abweichen. 
Erstlicb wollen wir der zu Grunde zu legenden Basis von Corre- 

spondenzen niclit irgend welcbe auf der esistierende Oorre- 

2 

spondenzen einreihen (fiber die wir ja dock nicbts wissen), sondern 
wdhlen m diesem Zwech eimig Modularcorrespondemsen Stufe ver- 
scMedener Ordmmgen n aus. Dies hat dann freilich^ wie wir noch sehen 
werdeUy den Nachteil, dass wir solchergestalt im allgemeinen nicht 
auf eine MinimalXmAs treffenj dock ist dieser Umstand weiterhin nicht 
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von Belang, (In der That batten wir auch bei der allgemeiueii Theorie 
nicht durchaus eine Minimalbasis gebrauclien milssen.) 

Des weiteren trennen wir aucli hier die Palle qimdratischer Reste 
n von den Niclitresten; wir werden ndmlicJi zioei Basen atmvdMen^ 
deren erste fur die Beste, deren andere fur die NicJitreste n in Kraft 
Men soil Es trifft sicli hierbei, dass wir in jenem Falle gerade X 
Correspondenzen^ in diesem aber ft zu einer Basis vereinen niussen, 
X und ft in der bislier immer gebraiichlichen Bedeutung gemeini 
Dies widerstreitet niir sclieinbar clem Umstande, dass die soiist immer 
mit t bezeiclinete Anzalil linear -imabliangiger Correspondenzeii auf 
der Flache eine festbestimmte ist. Die Saclilage ist eiufecli 

2 

die^ dass fur die Darstellung der Modularcorrespondenzen mit (|uadrar 
tischem Rest n bereits eine Basis von X unabhaugigen Correspoii- 
denzen ausreicht. Dabei ist also siclier X < t; aber es wird gar nicht 
behauptet^ dass X (oder entsprecliend ft im Falle der Ni(ditre8te n) 
den Maximalbetrag t etwa wirklicli erreieht. 

Indem wir hier iibrigens Correspond enzen verschiedenener Ord- 
nungen n zu einer Basis zusaromenstellen wollen, milssen wir vorab 
noch eine Bemerkung ilber die Auswalil der Iteprasridanlen.^^^^^ 

Stufe voraussenden. Mogen die beiden Ordniingen n und n' im qua- 
dratischen Charakter mod. q ubereinstimmen, so sollen die beiden zu- 

gehorigen Schemata und einander mod. q congruent 

heissen, falls die Bedingung: 

(1) a iV : G id' ^ a :h : c : rf, (mod. q) 

erfiillt ist. Naturlich konnen wir diese Proportion auch in vier einzelne 
Congruenzen spalten, indem wir die ganze Zahl: 

(2) 31 = + ]/^, (mod. (jr) 

einfiihren; dann n'amlich haben wir zufolge der Congruenzen: 

ad — hc~n, ad' — V e' E= n ^ (mod, q) 
an Stelle von (1) offenbar die vier Congruenzen: 

(3) a' = Tta, uth, e d' ^ jcd, (mod. q) 


zu setzen. 


Unsere Verabredung erlaubt uns ersichtlich, die 



Schemata der Ordnung n auf die Schemata der Ordmmg n ivechselweise 
eindeutig m tedehen, indem wir eben immer congruente Schemata 
einander zuordnen. Und nun wird es hernach unsere Massnahme sein, 
dass wir fur die Re,^te n gewisse X Correspondenzen von mod, q con- 
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gnienten Scliemen zur Basis zusammenstelleii; wie wir daiin em Gleiclies 
weiterliin aucli fiir die Niclitreste n ausfiiliren werden. 

Zum Vorstelienden sei etwa nocli bemerkt^ dass im Falle zweier 
quadratischen Keste n' insbesondere n ^ 1 (mod. genommen 
werden mag. Als die unterscbiedenen Schemata fiir die Ordnung n 
konnen wir dann einfach die mod. q iiicongruenten Modulsubstitutionen 
ansprechen; auf diese letzteren also werden wir fiir jeden Rest n ver- 
moge (1) Oder. (3) die zugehorigen Schemata eindeutig bezielien. 


§ 9. Bildnng einer Basis von Correspondenzen fiir den Fall eines 
qnadratisehen Bestes . 

Um auf Grand der vorstehend entwickelten Verabrediingen zu- 
vorderst fiir die quadratischen Beste n eine Basis von Correspondenzen 
zusammenzusetzen, verstehen wir nnter n und n' zwei unterschiedene 

fn 0\ 

Reste von q. Fiir n gelten unter Zugrundelegung des Schemas 
die (2 + ^) • Integralrelationen: 


( 1 ) 


Cj) — 1 


^ I a) = ^ a,f(n)jj {(0 1 na) + const., 

/.•=0 /=1 

jgiRiico) I = 2 'b 9 h{n)jk{a) I + const., 


wo wir rechter Hand des ausfiihrlichen die additiven Constanten hinzu- 
gesetzt haben. In ganz entsprechender Weise finden wir fiir die Ord- 

/ 0 \ 

ni'ing n unter Gebrauch des Schemas py Relationen: 


( 2 ) 




^ {a) 1 a) =2’ I + const., 

/==! 

C/)' ~ 1 JLl 

I «'/3)+ const., 


wobei zur Abkiirzung O' fiir c|>(«') geschrieben ist. 

Vermoge der Verabredung des Torigen Paragrapben wolle man 
deinnacbst von B'k zu einem neuen Reprasentantensystem. R^ gehen, 
dessen Scbema eben im Sinne jener Verabredung' mit dem in (1) vor- 


*) Vergl. hier und fiir die nachstfolgenden Paragrapben allenthalben die 
wiederbolt genannte Note von Hurwitz in den Leipz. Bericbten vom 4. Mai 1885. 
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[Vi 0\ 

liegenden Schema mod, q congruent ist. Zu diesem Ende 

haben wir zu setzen: 

(3) K = U((d) = ^ ^ %^(Dj (mod. f). 

Schreiben wir namlich nun U, so wird offenbar: 



Bei der bekannten Wirkung der soeben eingefiihrten Substitution U 
anf nnsere Integrate j (co | a), j((n | ergiebt sicb aus (2): 

( , 

I ^ je{S,i{a) I c) ^ ae/(n')jf (a \ «a) + const., 



Der Erfolg ist ersicMlich cler, dass in je stvei cinander enbprcchendm 
Belationen (1) und (4) rechter Hand Integrale stclien, die gegenuher 8 
das gleiche VerJialten seigen. 

■ Zur Fortsetzung unserer Entwicklung iiehmen wir nuumelir fur n 
der Reihe nach die I unter.sehiedejien quadratisclien Reste Hj, n.,, ■ nx 
und bilden fiir sie alle jedesmal das System der Integralrolationen (4); 
die A Reprasentantensysteme schreiben wir dabei kurz 
wahrend 0^, • •, 0;i die beztigliehen Teilersummen seiu sollen. Fiir jedo 
Combination e, a bez. p, § haben wir somit I Integralrolationen; 
denen wir die zugehorige Relation (1) als (A + 1)*“ anreihen. Es ist 
dann unser Ziel, die zu den Ordnungen . .,nx gehoronden Oorre- 

spondenzen zur Basis ein fiir alle Mai fest auszuwillilen, urn in ihr 
die Correspondenz des beliebigen, anfanglicli ausgcwahltcn Restes n 
darzustellen. 

Zu diesem Ende seien Oi gewisse A, noch nicht naher 

bestimmte, Oonstante; wir wollen dann zur einzelnen Relation (1) die 
A zugeordneten Relationen der Ordnungen Jh; ‘ bez. mit 0^, - ■, ax 
multipliciert, hinzuaddieren. Linker Hand werden wir solchergewtalt 
die Ausdriicke erhalten: 


( 5 ) 


1 ‘I>x-l 

I a) + ■■ + (ix | «), 

I »=» A.-=0 S 

2 I I ,3) + . . + ax^Wi^^iox) I (i), 

i'=o kti 


'^je(Rk(<x>) I a) + (;i 2 
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wahrend sich aus den reeliten ' Seiten der Relationen (1) und (4) als 
Werte dieser (A + fi) . Ausdracke die folgenden ergeben: 


z 

const. + 

/=! 1 

- -1 
%(«) + ^ 0;aej{nf) 

i = l 

jLl 

const, -f- ^Jh{(a 1 nf) ■ 

h=i 

r 

hh{n) + ^0ilgx{n,) 
■i=l 


( 6 ) 


Nunmehr war das vresentlicbste Resultat des § 6, dass die aJn\ 
hneare Combinationen der ^it von 

« unabbaagigen Coeffieienten sind. Tragen wir daraufhin in (6) die 

rcSlich: 


+ 2 “ 2 “i/ ( w + 2 (”“•) } > 

V.OO + ^ (?,• 6,;, («„•) = 2 («) i>k («,•) ) . 

Wenn roan hiernacb die Constanten so bestinimen kann, dass 

die X uleicliungen: 


(8) 


<^1 ti («i) + <?2 4’i (jh) + • • • + (nx) = — («) ^ 

+ ■ • • + Oxip^inx) = - 


<5’i^2(Mi) + G^Tpx{n^ + 0xi>i{nx) = — 


erfullt Sind, so werden sieb die (4 + ^ Ausdrucke (6) durchweg 

auf ihre ersten constanten Glieder zusammenziehen. 

Die Zablen sind nun dnreh das Gleicliungssystem (8) <ye- 

rade eindeutig bestimmt, falls wir nur die 4 Reste n, so aL. 

wanlten, dass die 4-gliedrige Determinante: 


(^) I) = \ ipkind I 

einen von Null verschiedenen Wert hat. Nach p. 580 hat eine der- 
artige Auswahl der n^, • m keinerlei Scliwierigkeit, tmd wir ftnden 
darmifhm lei jedem Reste n fur die 0 gewisse I linear e Functionen von 

wolei die Ooefficienten dieser Functionen von n 
unahJiangige rationale Zahlen mit dem Generalrnmner JD sind insofern 
doch bei der fruher getroffenen Auswahl der I «) die dnrch- 
gehends ganze Zahlen darstellen. Par die somit bestimmten 0 „.., 0 x, 
die also lei jedem particuldren n selbst rationale Bruclie mit dem’ Nenner 
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D vorsteUen, werden die Ausdrucke (5) mit Oonstauten identisch; ver- 
sieU man demgemass mter j{cd) dne beliebige lineare Combination ans 

den + Integralen j (ra | «), j (c 3 | /3), so wird fur dieses In- 

tegral j (oj) ufid fur unsere rationalen Zahlen G die Melafion gclten : 

<Jj — 1 c7>, — 1 

(10) Vi(i?i:(c3)) + -j Gx^j{Bk\<x))) = coust. 

Die (n -f 1) liier zur Geltuiig kommeiideu Reprasentaxiteijisysteiiie 

waren Her zunaclist so ausgewalilt^ class sie alle mod. (j mit 

congruent waren. Indem wir aber jetzt in (10) aiif ai eiiie beliebige 
Modulsubstitution ausiiben;, wird evident, dass diese Itelation atich fur 

/J J \ *Tr\/i\ /a, h\ , , , 


B = : 


hestelien Ueibt, wohei 


d/ 


(mod. q) 


unkrs(Med(m(m' Sche- 


mata Shife ist 

Es bleibt uns endlich noch zu beweisen iibrig, dass die Relation 
(10) unter der Bedingung (11) aucli fur die silmtlichen Integrale des 
Teilungspolygons giiltig bleibt; und urn diese Aufgabe jetzt leiclit er- 
ledigen zu konnen, batten wir seinerzeit diese Integrale ,/(g) | 0) in der 
charakteristischen Gestalt (11) p. 570,bez. (18) p. 571 durch Combi- 
nationen von Integralen j{m 1 a), j(G) ] dargestellL Unter Aul- 
nabme einer ganzen Zalil v bilden wir uns von den ReprUsentanlcn- 
systemen (11) aus die neuen System'e: 

(12) , = 

wobei zufolge (11) offenbar fiir jede gauze Zabl v die Bedingung 
B EE: ^ B^^^ J (mod. q) 

erfullt ist. Dann gilt nach dem gerade erlialtenen Resultate: 


X 


fur jedes aus j(co \ a), j(co \ §) combinierte Integral j(<o). ludem wir 
, aber dieses j{(a) zwecbruassig wahlen, konnen wir das einzeloe Inte- 
gral j(® I 0) des TeiluDgspolygous zufolge der citierten Entwicklungeu 
in der Gestalt: 


j (o) I 0) — j (-^) + j + ■■• + // (- 
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darstelien. Der rechten Seite dieser Gleiclmiig folgend, iielime man 
nunmehr in (13j der Keihe nach v — 0, g — 1 nnd addiere alle 

so entspringenclen q Relationen zu einander. Das Eesultat zeigt^ dass 
die Gleichung (10) aucli fiir das in Rede stehende Integral j {(q 1 0) 
giiltig bleibt. Mit den aus ( 8 ) su berechnenden mtionalen Zahlen 
(32 ist also unter der Voraussef^ung von ( 11 ) die delation (10) 
unterscMedslos fiir jedes Integral erster Gattung Stitfe giiltig, 

Durcli die'Relationen ( 10 ) ist fiir die nacb den allgemeinen Vor- 
schriften von p. 550 u, f. zu leistende Darstellung der anfanglicb lier- 
ausgegriffenen Modularcorrespondenz Ordnung in der festgewahlten 
Basis m der Grand gelegt. Nur bestelit, wie wir scbon 

im vorigen Paragraphen andeuteten, gegen jenen allgemeinen Ansatz 
hier die Abweichung, dass die Char alter e der Modidarcorresgonden^ 
^^ter Ordnung j n*amlicli die Zahlen 6^, nicht ganzzahlig sind^ 

sondern allgemein zu reden nur erst rationale Brilche mit dem ge* 
meinsamen Nenner D vorstellen. Aber wenn wir hier etwa nach 
Art von p. 545 ff. den Reductionsprocess der Oorrespondenzen- Basis 
nx auf eine Minimalbasis zur Ausubung bringen wollten, so 
wiirden wir dabei den ausschliesslichen Gebrauch von Modularcorre- 
spondenzen aufgeben mussen. Andrerseits liegt im Gebrauch nicht- 
ganzzahliger Charaktere fiir die weiterhin beabsichtigte Abzahlung der 
Coincidenzen gar kein Hindernis. 

Sollen wir die vorstehenden Entwicklungen am Beispiel q = 11 
illustrieren, so wird es sich wesentlich urn die hier eintretende spe- 
cielle Gestalt des Gleichungssystems ( 8 ) drehen. Indem A == 3 wird, 
nehmen wir etwa % = 3, = 31, % == 5 und haben damit auf 

Grnmd der Tabelle p. 616 fur 6^^ <? 2 , <5^ die Gleichungen: 

I (Jj + 5 ©2 + 3 03 = — -iplin), 

(14) I + 02 + ^3 = — ■ 

Die Determinante dieses Systems berechnet sich zu D = 4, und man 
gewinnt durch Auflosung von (14) die nachfolgenden Werte: 

I 4 6^ = *-[- 2 ^3 7 

(15) 14(52-=:+ — — 2^3, 

I 4<5'3 = — 4^1 + 8^2 + 4^3* 

Die Argumente n der ^ 2 ? ^3 haben wir hier der Kiirze halber 
nicht mit aufgeschrieben. 

K. 1 (i i n - P r i c k e , Moclulfmictionen. II. 


40 
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§ 10. BMung ©iner Basis von Correspondenzen fiir den Fall eines 

Nichtrestes n von 

1st n quadratischer Nichtresf von so verfahren wir Scliritt fiir 
Schritt genau so wie im vorigen Paragraplieii. Es wird geiitlgeii^ 
wenn wir hier das Eesultat zusammenfassen: Man willile irgend welclie 
unterscBiedene Nichtreste von q aus, namlich die Jedodi 

der Bedingung genxigen sollen, dass die /^--gliedrige Determinante: 

(1) = I M I 

einen von Null versehiedenen Wert hat. Mit Hiilfe dieser ft Niclit- 
reste bilde man die ft linearen Gleichungen: 

' + '^ 2 Zi(m 2 ) H 1- = — %iin), 

( 2 ) 

■^ixM + -j h 1^/, 

Hier sind natiirlieh immer X^'■ f* Entwicklungsl'uiictiouen 

der Integrale Stufe j (oj | /3), und wir verstehen iinter n i rgend 
eine beliebige Ordnung, die einen Niclitrest von q darstellt. 

Die ft so eingeftihrten Zahlen Xf, lassen sicb infolge der 

Bedingung E^O aus (2) eindeutig bereehnen, und stvar jmdet man 
fur die v lineare homogene Veriindtmgen von (n) , . . , (n) mU 
mmerischen, von n unahhdngigen, Cocfficienten, die rationale Zahkn mit 
dem gemeinsamen Nenner E vorstellen. Ptir jeden Wert n, der Nicht- 
rest von q und naturlich positiv ist, stellen also die x,, sclbat 

rationale Eriiche mit dem gemeinsamen Nenner E vor-^ alles das folgert 
man unmittelbar aus dem Omstandej dass die zaldentheoiHitisclieu 
Functionen %{g%) fur alle in Betracht kommenden Werte n selbst ganz- 
zahlige Werte aufweisen. 

Wir setzen nun fiir das Eeprasentantensystem Oi-dnung t/'"'' 
Stufe das beliebig auszuwahlende Schema und mbgcn (iiainer 

\ il/ 

unter Benutzung der erweiterten Transformation) die 0(ji) EepnLscn- 
tanten Eq, haben. Die Systems Ej*), JiW fur die 

Ordnungen n^, n^ sollen dann so gewahlt sein, dass im Sinne des 
vorletzten Paragraphen die Congruenz: 

(8) -!! = E« = ... = E-) = (2‘), 

besteht. Fiir jedes Integral j(aj) erstcr Gattung 2 ‘» Blufc isl alsdann 
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unter Gebraucli der vorhestimniien mtiondlen JBriiche , ru die Glei- 

clmng: 

(4) ^j(_Bk{oo')) + -i h = const. 

A' = 0 k=0 k=0 

imdbJidngig von cd in GilUiglceit. In den durch Fifp^ dar- 

gestellten g Modularcorrespondenzen der Ordnungen na haben 

wir damit eine Basis gewonnen^ welclie zur Darstellung der Corre- 
spondenzen aller ubrigen Nicbtrest-Ordnungen n geeignet ersclieint. — 
Um Vorstehendes wieder speciell fiir g = 11 durcbzuMiren^ setzen 
wir etwa — 6, 2. Man findet dann niit Hiilfe der Tabelle 

p. 616 oline weiteres: 

(5) TTi = — XiW, = 

SO dass bier im speciellen die Determinante E = 1 wird. 


§ 11. Darstellung aller Modularcorrespondenzen Stufe vermoge 
der Primform in den X bez. g Correspondenzen der Basis. 


Auf Grand der Ergebnisse der voraufgehenden Paragraphen ist 
jetzt die Darstellung der Modularcorrespondenzen im Sinne der p. 550 IF. 
entwickelten Regeln sofort zu leisten. 

Indem wieder erstlich die Ordnung n quadratisciwr Rest von g sei^ 
bilden wir uns gerade wie in (4) p. 549 fiir diese Ordnung n den 
Primformquotienten : 


cZ>- 


( 1 ) 


Q{co, CO I Oo, <»o') 






Hierbei sind co^ cd zwei variabele Punkte der Flaehe D ) und 


coq sind specielle Lagen dieser Punkte cu, co': wegen der Auswabl 
der Reprasentantensysteme aber bebalten wir bier und in der Folge 
alle, Bestimmungen der beiden vorigen Paragraphen bei. Die Modular- 
correspondenz Ordnung von dem in (1) zu Grimde gelegten 


Schema konnen wir jetzt durch die Gleichung: 

\ c , d' 


(2) Q(c 5, o' 1 GJo, ®o') = 0 

rein darstellen. 

Um indessen unsere Correspondenz in der friiheren Weise mit 
Hiilfe der X Correspondenzen der ansgesuchten Basis und einer hinzu- 
tretenden algebraisehen Function darzustellen, fiihren wir nach Art der 
Formel (1) die I speciellen Primformquotienten ein: 

40 « 
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(3) Q,(«, 1 «,«, 0,;) (., = 1, . ., A). 

Dann ist es eine Folge der fiir jedes Integral j der Stufe giiltigen 
Relation (10) p. 624^ dass die durcli: 

(4) F{(d, m I 0^, O = 


definierte Function, in Ahhdngiglmt jedes ihrer vier Argumente co, mj 
^ 0 ? ^ 0 ^ gedeutet, eine algelraisclie Modulfunction vorstellL Hierbei 
sind die Exponenten JD, . . zufolge des vorletzten Paragraphen 

durcbgehends ganM Zalilen. Durcb Auflosung der Gleicliuiig (4) 
nach Q ergiebt sicb: 


( 5 ) 


Q^(a), co' I coq) = 


F{a), m' I G)o, co^j) ^ 


Wir konnen demnach (durcb Nullsetzen der recliten Seite voii (5)) 
die vorgelegte Correspondenz Ordnung^ rmr erst D-fach gcmliU, 
durcb algebraiscbe Functionen und die Qx darstelleii, sofern 

wir docb bier ilberall bei gamzdhligeyi Expoiienteu der Qx blei- 

ben wollen. Um indessen unter Beibebaltung ausscbliesslicli ganZ" 
zaMiger Exponenten fiir die erste Potenz von Q eine Darstellung zii 
bringen, werden wir etwa die zu Grunde zu legende Basis von fast 
gewahlten Correspondenzen erweitern. Indem wir jj (co | a), . . , jx(io | a) 
im Sinne von p. 582 als -MmimaZbasis gewablt denken, konnen wir 
eine endlicbe Anzahl von^ sagen wir, v Systemen zu je I (juadratiscben 
Resten nx derart bestimmen, dass die zugeliorigen Detenni- 

nanten |'*^'A(n/)|, die wir D,D', nennen mogen, lautcr nicht- 

verscbwindende ganze Zablen ohne einen von 1 verschkdmen gmicinr 
samen Teller sind. Lag bisher in Formel (5) das erste; System 
.,,nx der Basis QJ zu Grunde, so mbgen wir dasselbe nun 

der Reibe nacb durcb die iibrigen (x/ — 1) Systeme mit; den Deiermb 
nanten D, ersetzen. Vom Primfonuquotienteu Q der vor- 

gelegten Correspondenz Ordnung werden wir dann dirr Reiln^ nacb 
die Potenzen: 

( 6 ) 

darstellen, und zwar immer in der Gestalt (5) mit Ilulfc 
Exponenten JD0ij D0i, Jetzt giebt es luicli deii El()iiu!iit(!ii der 

Zablentbeorie ein System von v gangen Zalilen t, t', . ti’’ 0^ welclie 

der Bedingung: 

tD + t'JD' -| p i(>'-i)D(>'-i) == 1 

genfigen. Wenn man daraufhin die auf die Potenzen (G) vou Q ITih- 
renden Formeln (5), bez. if-mal, il'-mal, . . geuommoii, mit einandm' 
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multipliciert, so ivird offenbar am Schlusse Q selbst vennittelst ausschliess- 
Uch gan^saliliger Exjgonenten durch geivisse Xv specielle Priniform- 
quotienten Q/, .. und ilbrigens eine algehraiscJw Function 

darstelTbar $ein, 

Niclit anders verfahren wir im Falle eines quadratiscJien Nicht- 
restes n. Wir bilden uns bier wieder die Primformquotieiiten (1) und (3), 
nennen dieselben jedoch zur bessern Unterscheidung min H (g3,g3' | £Dq,coq')j 
(d I (Dqj (Dq)j •*. Dabei soil H zn der beliebig vorgelegten Nicbt- 
rest-Ordnung n geboren, jedocb zn den speciellen Ord- 

nungen der ausgewablten Basis. Unter Aufnabme der Be- 

zeicbnungen des vorigen Paragraphen baben wir alsdann in 

(7) F{g)^ m 1 coq, (Dq) = • • • H/'V 


eine von vier Punkten der Placbe abbangende algebraisclie Function^ 
worauf wir nun wieder umgekebrt fiir den unsere Correspondenz dar- 
stellenden Ausdruck H in jP und Hj , . . , die Gestalt : 


( 8 ) 




®o') = 


F{co, Q>' I COq, COqO 

H 


gewinnen. — Auf eine (iibrigens genau wie soeben bei den Eesten n 
zu vollziebende) Erweiterung der Basis bebufs Darstellung der ersten 
Potenz von H geben wir bier nicbt mebr ein, wie wir denn aucb weiter- 
bin stets an die Formeln (5) und (8) anknupfen werden. 

Zum Scbluss mbgen die Formeln (5) und (8) fiir den Fall ^=11 
bier fertig hergesetzt werden, was nach den beziiglicben Ergebnissen 
der beiden vorangebenden Paragrapben unmittelbar gescbeben kann. 
Man findet im Falle eines Bestes n: 


(9) 

( x )' I 

8 

o 

8 

T 

und fiir 

einen Nichtrest n 


(10) 

H (m, G)' 1 

1 

o 

a 

o 

a 


£ 0 ' 1 0 ) 0 , COq) 

4 = 0-3 («) 

7i(«) ^ 


wobei wir die beiden in Betracbt kommenden algebraischen Functio- 
nen F nocb durch untere Indices + 1 ausdrucklicb als verscbieden 
charakterisierten. Auf der rechten Seite der Formel (9) wolle man 
an Stelle von 46^, 4<5'2, 40^ die expliciten Werte dieser Ausdriicke 
durcb gesetzt denken, wie sie in den Formeln 

(15) p. 625 gegeben sind. — 

Wie in der allgemeinen Correspondenztheorie, so werden aucb 
bier die Formeln (5) und (8) naturlicb ibre wesentlicbe Bedeutung 
verlieren, falls n eine der speciellen Zablen nz bez. 

wird. Hier namlicb wird, falls z. B. n = % sein sollte, das Gleichungs- 
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system (8) p. 623 die Losungen == — 1, < 5^2 = ^3 = • • • ===== 0 lie- 
fern; damit zielit sich die Gleichung (5) auf die Gestalt = Qj zu- 
sammen. Diese Gleichung ist aber als eine Identitiit anzusehen^ in- 
sofern die nrspriinglichen Definitionen von Q. iind durcli die 
Primform (Pormeln (1) und (3)) einfach identiscli sind. 

§ 12. ^ AbzaMiing der Coincidenzen bei den Modular- 
eorrespondenzen Stufe. 

Die hauptsachliche Anwendung der Formeln des vorigen Para- 
graphen soli nim darin bestelien, dass wir aus ihnen die (Joinculeiimi- 
anmJilen Vi{n) der Modularcorrespondenzen bestiinmen wollen. Der 
iintere Index i bei Vi{n) soli sich auf das Schema beziehen, welches 

ausgewahlt wurde; i hat also das Intervall 1, 2, •••, 2111 durcli- 

laufen. Unsere vorgelegte Aufgabe ist ubrigens direct durcli Speciali- 
sation der allgemeinen Uberlegung von p. 550 (f. filr die hier vor- 
liegenden Verlialtnisse zu leisten, und der endgiiltige Ausdruck^ den 
wir fur ableiten wollen, wird sich unter die allgemeiue Ilur- 

witz'sche Correspondenzformel (8) p. 554 subsumieren. 

Wenn wir in den Pormeln ( 1 ), (3), (4) etc. des vorigen Para- 
graphen co' mit m identisch setzen, so ist imnier auf den Ausnalune- 
fall aehtzugeben, dass ein einzelner, gerade vorliegender Ausdruclv iiacli 
der Substitution 05 ' = 05 vielleicht identisch verschwindcjt. Dies tritt 
filr die in Betracht kommenden Primformproducte aher mir dauii eiu, 
wenn die Ordmmg n ein reincs Quadrat ist, und tvcnn mi (jleicher Zeit 

das Schema 

Geltung kommende Transformation erster Orduung irnmer eiiicn imd 
nur einen Factor T{co', o). 

Bei dieser Sachlage ist es zwar niclit unbediugt notwendig, aber 
es bringt doch eine wesentliche Erleichterung der Uberlegung mit sicli, 
wenn wir unter die I quadratischen Reste %, m unserer Basis 
ein reines Quadrat nicht aufgenommen denken. Die Substitution co' — m 
liefert dann von dem fiir das Glied der Basis gebildeten Priinforin- 
quotienten co' \ co^, co^^) aus eine nicht identisch verschwindende 
Function von co, welche sich nattirlich bei Beschreibung von Perioden- 

wegen auf der Flaelie urn Exponentialfactoren andert. Filr 

2 

diese Function ergiebt sich als Anzahl einfaclier Nullpunktc auf der 

Flache, vermindert um die Anzahl einfaclier TJnstetigkeitspunktc^ der 
Betrag; 


vorliegt; hier liefert in der That die mit zur 
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Vi{e) — 

insofem wir ja hier in der That mit einer <l5-<1>-dentigen Correspon- 
denz zii thun haben. — Diese zuvorderst filr die quadratischen Reste 
n gedachte Uberlegung wird man auf die Nichtreste ohne weiteres 
iibertragen; bier tritt iibrigens der Annahmefall eines nach der Sub- 
stitution m — m identisch verschwindenden Primfactors gar nicht auf. 
Sei jetzt erstlich n quadratisclier Best und liege^ sofern n ein 


reines Quadrat ist, doch das Schema 



nicht voT, 


Dann liefert 


die in ( 4 ) § 11 gebildete Function F nach der Substitution co' = g) 
eine eindeutige Modulfunction Stufe von co^ und filr diese ist die 
Anzahl der Nullpuukte auf der Flache gleich derjenigen der Unstetig- 
keitspunkte. Dieses letztere Resultat kleidet sich bei der Gestalt der 
rechten Seite der Form el (4) p. 628 in die Pormel: 


(1) Divi{n) — 2 cD^z)] + I>y 0ein) [v,(n,) - 2 0 {n,)] = 0. 


Hat man aber zweitens mit dem Ausnahmefalle eines rein qua- 


dratisclien n heim Schema 


(Vn, 0 \ 
\ 0 , Yn) 


zu thun, so beziehe man v{n) 


auf diejenige (<h — l)-deutige Correspondenz, welche nach Ausschal- 
tung der Transformation erster Ordnung iibrig bleibt. Im Ausdruck 
(1) § 11 nehme man jetzt den betreffenden Factor des Zahler, B{(d\ co), 
heraus, der nach der Substitution m' — o dco mit dem Differential 
dJ® identisch wird. Dagegen darf man im Nenner die beiden auf die 
erste Ordnung beziiglichen Primfactoren beibehalten, da diese in der 
That nicht identisch verschwinden, Fiir den solchergestalt vorgerich- 
teten Ausdruck wird dann auf der Flache: 


( 2 ) 


v{n) — 2 0(m) + 


der tiberschuss der Anzabl einfacher Nullpuukte liber diejenige ein- 
facher Unstetigkeitspunkte sein. Man wolle bei der Berechnung des 
Betrages (2) nur beachten, dass jetzt die in den Punkten c der Flache 
festliegenden Unstetigkeitspunkte der beiden auf die Ordnung 1 be- 
zuglichen Primfactoren des Nenners nicht mehr durch entsprechende 
Unstetigkeiten des Zahlers compensiert werden; Ton diesem Umstande 
riihrt das dritte Glied im Ausdruck (2) her. Auf der anderen Seite 
bemerke man, dass die Function F{oo, <o' \ (Dq, cjo ) nach Substitution 
co' = C 3 -\- da und Division mit eine (im allgemeinen von Null 
und cx) verschiedene) algebraisehe Modulform g*®'" Stufe liefert, fiir welche 
nach dem Wertigkeitssatze (p. 363) die Differenz der Anzahl einfacher 
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Null- mid Uiistetigkeitspunkte auf der Fliiche 

wir namlicli niit der Dimension — 2D m den , oy^j zu tlimi liaben. 
Indem wir also zusammenfasseH; liaben wir im vorliegenden Aiisnahiiie- 
falle die Delation : 

(3) I)[v(n) ~20(n)] + — 


; 0 («)] + 0e («) [v (Ws) — 2<p ('«)] = B • 


Unter Benutzung der Pormel fiir das Geschleclit p der Ha«ptcongn,i- 
enzgruppe Stufe (cf. Formel (6) p. 564) schreibt sicli Qbrigens 
die rechte Seite der letzten Gleichung in die iiocli ctwas einfachere 
Gestalt D • (2p — 2) urn. 

Die Formeln (1) und (3) lassen sich durcb B lieben, und wir 
wollen sie ubrigens durcb Aufnahme des schon liautig g(!braucliteu 
Symbols s„ in einen einzigeii Ausdruck zusammeuzielieii. Dabei soil 

/T/m 0 \ 

£„ = 1 sein, falls das Schema ^ y-j und ein rein rpiadratisclies 

n vorliegt; in alien ubrigen Fallen sei £,, = 0. Man hat aMmm im 
Falle eines quadratischen Ilestes n fiir die hoim Schema einlrctendc 
Qoincidemenansdhl Vi(n) den Aiisdruch: 


i 

(4) vi{n) = 2 <i>(n) ^e{n) [v;(Wc) — 2 cK««)l + ' (“i' "" • 

= 1 


Fiir die Nichtreste n geben wir die Recliiiung nicht iiocli eiunial 
ausftlhrlicli; es geniigt bier vielmelir die Angabe des llesultates: 


( 5 ) Vi(n) = 2 cb(w) t,j{n) {vi{n,j) — 2 c|>(«y)i, 

!/=l 

welches sich in der That dem Ergebnisse (4) aufe iuimitten)a,rste a.u- 
schliesst. 

Zwecks weiterer Entwicklung der Formeln (4), (5) Ijemerke man 
erstlich^ dass sich die , . . . ^ (;;i (n) als honiogDiK^ lineare Fnno 
tionen von mit von n unabhringig<Mi Coeriicienten 

aus (8) p. 623 bestiimnten; zudem waren die numerisclien, W(‘:rte dies(‘r 
letzteren Coefficienten rationale Brliche mil dem (/enicins<(nirn Ncnner />. 
Diese Ausdriicke fiir die <?«(n) substifcuiere man nun in (4)^ wodurch 
diese Gleichung offenbar die neue Gestalt anninimt; 

(6) Vi(n) = 2(i>(n) + H j- SaiJx(:n) + (2p — 2)e«. 

Dabei sind die 1 beim Schema auftretenden Coefficienten .s*a? - • 
Sa, wie man sieht, rationale Briiche, deren Generalnemier InichstonH 
gleich D ist. In ganz entsprechender Weise gewinnen wir von (5) 
aus fiir die Nichtreste n die Pormel; 
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( 7 ) Vi(n) = + • • * + 

und liier sind die Coefficienten t wieder rationale Briiclie, deren General- 
nenner gleich E oder gleicli einem Teller dieser ganzen Zahl ist. 

Auf Grand friilierer Eesultate konnen wir nun liber die hier auf- 
getretenen Coefficienten s, t mehr aussagen^ als aus der zunaclist vor- 
aufgelienden TJberlegung liervorgeht. Sie sind ersflich hei gegebenen q 
tmd i eindeiitig lestinimt Es gilt namlicli z. B. die Formel ( 6 ) fiir alle 
quadratisclien Reste n > 0 , und zwar, wie man sicli leicbt iiberzeugtj 
unter Einschluss der 1 Reste ^ welcte wir der Basis zu 

Grunde legten. Sollten wir nun gleichfalls fiir alle Reste n neben ( 6 ) 
aucli noch die Gleicliung: 

Vi{n) = H 1~ Saipx{n) + (2p — 2) 

fill* das Schema haben mit einem Coefficienten system 5 / 1 ,.., welches 
nicht durchweg mit demjenigen der Gleichung ( 6 ) ' iibereinstimmt, so 
wiirde die fiir alle Reste n bestehende Gleichung: 

(5/1 — Sii)'iljj^(n) + ( 5/2 — 5/2)^2(^) + * * • + (5a — 5/2)^;i(n) 

offenbar eine lineare Abhangigkeit zwisehen den I Integralen je(c() | a) 
im Gefolge haben. — In derselben Weise zeigt man die eindeutige 
Bestimmtheit der Coefficienten tjg. 

Bei dieser Sachlage werden wir zu genau denselben Coefficienten 
5/e; tiff gelangen, wenn wir an Stelle der in §§ 9, 10 ausgesuchten 
Basen von irgend welchen anderen ausgingen, die sich vielleicht auf 
die Reste , n{ und die Nichtreste beziehen. Mogen 

dabei die Deter minanten D, E der bisherigen Entwicklung durch D' 
und E' ersetzt erscheinen, so werden die Nenner der rationalen Briiche 
Sic und tig oflFenbar auch Teller von D' und E' sein. Nun konnten 
wir aber z. B. die Integrale jeip | a) so gewahlt denken^ dass eine 
begrenzte Anzahl solcher Deter minanten D', angebbar 

war, welche einen alien gemeinsamen Teller > 1 nicht mehr aufweisen 
(cf. p. 582). Halten wir an der damit gemeinten Auswahl der j{co | a), 
sowie dann auch der j{(X) | fest, so kommt, wenn wir alles zusammen- 
fassen sollen, das Resultat: Die Coincidenmianmlilen Vi(n) der Modular- 
correspondenm% Stufe gestaUen fur die quadratischen Beste n die 
DarstelUmg: 

(8) Vi{n) = 2di>(n) + + ' * ’ + -f — 2) , 

so^vie andrerseits fur die quadratischen Nichtreste: 

(9) Vi (n) = 2 O (jz) + ia (w) H 1- ^, 7 , %,« (») ; 

dahei sind die s und t ganzc Zahlen, die von q und i eindeutig ah- 
hdngcM, aber von n unabhiingig sind. 
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Man sieht; wie sich die Gleichungen (8) und (9) unter die allge- 
meine Hurwitz^sche Correspondenzformel (8) p. 554 sabsumieren; dabei 
spielen nun insbesondeie die gauzen Zahlen •••? ^^00 bez. die 

die Eolle der Chardktere der Modularcorrespoiidenz 
^ter Ordnung, die wir in der citierten allgemeinen Formel durcli 
% 2 j . . .j bezeicbnet batten. 


Die numeriscben Werte der ganzen Zahlen Sj t konnte man aiif 
dem Wege der bisherigeu Entwicklung^ nanilich von den (\)n'e{sf>()U" 
denzen der speciell gewahlten Ordnungen bez. 

aus, bestimmen wollen. Solclies wiirde aber eine explicite Betracli- 
tung jener speciellen Correspondenzen notig machen. Wir ziehen dem- 
nach vor^ die explicite Bestinimung der ganzen Zahlen t liier im- 
erledigt zu lassen, indem wir namlich im niichsten Kapitel ein indirectes 
Verfahren zur Bestinimung der t kennen lernen wcrden. Dasselbe 
soil insbesondere am Specialfall cj = 11 durchgefilhrt werdcii^ der auch 
bisher immer schon zur Erlauterung der allgemeinen tjberlegungen 
diente. 



Filnftes Kapitel. 

Die ClasseiizaUrelatioiieii einer beliebigeii Primzalilstufe, 
iiiit besonderen Ausfttlirungen fiir q=l und 11. 

Als iiiteressanteste Anwendung der Theorie der Modularcorre- 
wpondenzen geben wir bier die Ableitimg der Classenzablrelationen 
hoherer Stufe, denen das vorliegende funfte Kapitel gewidmet ist. 
Was die GescMebte dieser Relationen angebt, so baben wir nns ein- 
facb auf die Angaben zu bezieben, welcbe in dieseni Betracbt oben 
(p. 202 u. f.) gemacbt wurden. Wir bemerkten dort insbesondere, dass 
die aritJimetiscJie Bestimmung der Coincidenzenanzabl v(n) von Hrn. 
Gierster bereits im Falle einer beliebigen Primzablstufe q geleistet 
war. Aber die functionentbeoretiscbe Abzablung war Hrn. Gierster 
endgiiltig nur erst in jenen Fallen gelungen, wo eine Correspondenz 
auf einer blacbe des Gescblecbtes p = 0^ d. i. eine lAodulargleicliung 
vorlag. In den- Fallen p > 0 kommen eben jene aritbmetiscben Fune- 
tionen x^(n) ins Spiel, von denen Hr. Gierster nur erst zwei 

Einzelbeispiele (cf. p. 204) auf inductivem Wege hatte gewinnen 
konnen. Hier war es gerade die Theorie der Integrale erster Gattung, 
durch welche Hr. Hurwitz die wahre Quelle und die allgemeine 
Definitionsweise jener Fuuctionen aufdeckte, wahrend er andrerseits 
durch seine Oorrespondenztheorie den naturlichen Gedankengang auf- 
wies, Kraft dessen die notwendige Glieder in die 

Classenzahlrelationen eingehen miissen. 

Man wird sagen diirfen^ dass die Theorie der Classenzahlrelationen 
in Richtung des ursprtinglichen, von Kronecker gegebenen Ansatzes 
durch die Entwicklungen von Hrn. Hurwitz im wesentlichen zum 
Abschluss gebracht ist. KroneckeFs Art, aus den Jacobi^schen Mo- 
dulargleichungen Classenzahlrelationen abzuleiten, erschien ja der Ver- 
allgemeinerung auf Modulargleichungen hoherer Stufen und auf Mo- 
dularcorrespondenzen ohne weiteres fahig. Indem aber Hr. Hurwitz 
die Mittel gab, alle Modularcorrespondenzen, welche bei der Haupt- 
coiigruenzgruppe irgend einer Stufe auftreten, systematisch zu be- 
liandeln, lasst sich die Transformationstheorie als Quelle von Classen- 
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zahlrelationen auch. Yollig erschopfen. Insbesondere werden z. B. bei 
den Stnfen q — 1, 11, 13, wo noch Hauptmoduln existieren, alle ver- 
moge der letzteren gewonnenen Gierster'schen Relationen (cf. p. 203) 
durch. lineare Combination jener Classenzahlrelationen herstellbar sein, 
welche man von den Correspondenzen der bezilgliclien Hauptcongruenz- 
gruppen aus gewinnen kanm Denn indem wir die durch eine einzeliie 
solche Modulargleichung gegebene Punktcorrespondenz gleich auf der 
Flache der ziigehorigen Hauptcongruenzgruppe interpretieren, liaben 
wir ersichtlich das Aggregat einer Reihe zugehoriger ModularcoiTe- 
spondenzen, wenn wir an der Pormulierung der letzteren genau im 
Sinne des vorigen Kapitels festhalten sollen. 

Diese allgemeinen Bemerkungen beziehen sich natiirlich auf die 
Gesamtheit aller Stufen, und also auch auf die ziisammengesetzten ; 
aber wir miissen bei den folgenden Ausfiihrungen durchaus die (lurch 
die voraufgehenden Kapitel gegebene Beschrankung auf Priinzahl- 
stufen 2 innehalten. Uberdies setzt die endgiiltige Aiifstelluug der 
Classenzahlrelationen zumal voraus, dass wir fiir die Punctionen 
%{n) auch eine unmittelbar zugangliche arithmetische Definition besitzeii; 
und solches haben wir erschopfend nur bei g = 7 und 2 = 11 leisten 
konnen. Die Bestimmung der am Schluss des vorigen Kapitels mit 
Sie und tig bezeichneten ganzen Zahlen werden wir somit, wie sclion 
damals in Aussicht genommen, nur bei 2 = 11 durchfiihren. 

Wir wollen vorab gleich angeben, dass die arithiuetische Bestim- 
mung der Coincidenzenanzahl v(n), welches die wesentliclie Aufgabe 
des vorliegenden Kapitels ist, sich im allgemeinen Palle (j Schritt fiir 
Schritt in derselben Art erledigen lasst, wie im Palle ^ = 5, den wir 
bereits friiher (p. 205 £F.) behandelten. 

Endlich sei noch ausdriicklich bemerkt, dass die Theorie der 
Classenzahlrelationen fiir uns nur als eine ^,Anwen(lung^^ der Modular- 
correspondenzen in Betracht komini Wir konnen demnacli die in Redo 
stehende Theorie in keiner Weise erschopfend behandelu und umssen 
insbesondere jene rein arithmetischen Beweismethoden einzelner niede- 
rer Classenzahlrelationen unbesprochen lassen, welche von Lion ville'’^’) 
und andrerseits von Kronecker* **) '-^') herruhrem Nur sei noch betont, 
dass die Entwicklungen des Textes in ihrer Richtung viel weitertragend 
sind als zumal der eben erwahnte Ansatz KroneckePs, welch' letztorer 

*) Vergl. Liouville’s Journal, b6x. II, Bd. 12 p. 98, Bd. U p. 1 11, ikl 14 
p. 2, 7, 8, 262, sowie die allgemeineren Auseinandersetziingon in Bd. B bin 8 
ebenda, insbesondere die Bemerkungen in Bd. 7, p. 44 

**) Siebe die schon p. 203 genannte Abhandlung jf Ubcr bilincuTe IfoTtnoh wit 
vier Variabelen^^ Abhandlungen der Berliner Akademie von 1884. 
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in der That a. a. 0. die Theorie der Classenzahlrelationen auf solche 
Stufenzahlen eingeschrankt wissen will, welche Potenzen von 2 sind. — 


§ 1. Vorbereitende Satze fiir die arithmetisciie Bestimmuiig der 
Goiii.cideiizeiianzah.len Vi(n). 

Fiir die Modularcorrespondenz Ordnung Stufe vom 
Schema sollte Vi(}z) die Anzalil der Coincidenzen sein. Wir konneii 
dieseii Betrag Vi{n) als Gesamtzahl einfacher Nullpiinkte von 

<^--1 

( 1 ) 

k=0 


auf der Flache definieren; dock haben wir dabei nur jene 

Nullpimkte zu zahleii, welche durch Coincidenz der beiden Argumente 
im eiuzelnen Primfactor (1) entstehen, wahrend die in den Punkten 
c der Flache ein fiir alle Mai festliegenden Nullpunkte der einzelnen 
Primform (1) ausser Betracht bleiben. In (1) bedeutet natiirlich 
ein Reprasentantensystem vom Schema: 


(2) (mod. 2 ), 


welches wieder fiir erweiterte Transformation zu bilden ist. Nur soil, 
wie wir schon festsetzten, bei einem rein quadratischen n im Falle des 


Schemas 



der eine, Transformation erster Ordnung dar- 


stellende, Reprasentaut ausgeschlossen bleiben*, wir deuteten dies in 
(1) durch einen oberen Index am Productzeichen an. 

Soli nun im Polygon bei g) = co^ ein fiir uns in Betracht kom- 
mender Nullpunkt von Ji{a)) liegen, so wird wenigstens fiir einen Prim- 
factor von (1) , etwa fiir den (h -f- 1)*®“-, das erste Argument co mit 
dem zweiten BjP((d) bei co = relativ aquivalent sein miissen. 
Indem V eine mod. q mit 1 congruente Modulsubstitution vorstellen 
soli, werden wir hiermit die Gleichung haben: 


(3) 7(®o) = F=l(mod. $). 

Im Anschluss daran wollen wir die Bezeichnungsweise einfiihren: 

( 4 ) 


worauf wir fiir unseren Punkt coq die Gleichung: 




d cOq “h 1) 
cg)q + d ^ 


ad — he — n 


mit der Nebenbedingung: 
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( 6 ) 




gewinnen. 

Ehe wir den hiermit ge-wonnenen Ansatz weiter discutieren, sei 
sogleich festgestellt, in welcher Ordnung der fragliche Factor von 
h{c 3 ) bei o = Oq auf dem Polygon verscliwindet. Nacli den fruheren 
Satzen. tiber das Verschwinden der Primform haben wir zu diesem 
Ende fur jeden einzelnen Nullpunkt eine Function s{a) zu benutzeii, 
welcbe die auf dem Polygon oder auch auf der gesclilossenen Fliiche 
genommene Umgebung von auf einen einfacli bedecJcten Bereieli der 
^-Ebene abbildet. Jener Primfactor verschwindot dann bei ca — 
gerade so wie: 


(7) 2 ( 03 ) — «(F~^jRi.W(a5)) Oder wie ^(co) — s(B{(o)), 

wenn wir die iff (4) eingefuhrte Bezeicbnung brauclien solleu. Wir 
haben nun etwa zu setzen: 

7ti -j- (J f 0 — (i 

(8) ^(^(X)) = e ^ resp. = cO; 


je nacliclem coq eine rationale Spitze (o = ^ des Polygons ist o(l(ir aber 

ein Punkt im „Innern^^ clesselben. Fiir den letzteren Fall iiisbosondore 
haben wir nacli elementarer Rechnung: 

o - E(c) = (0, - w,) [1 - JR'K)] - “ -^^"(“0) + • ■ • 


und beweisen iibrigens leicht, dass R'((d) fiir cj = nicbt gleicb, 1 
sein kann. Man hat also das Resnltat: Liegt der Fimkt ini jjnne.ni^^ 
des FolygonSj so verscliwindet der in licde stchende I¥intfa(dor d/)rtselhst 

sclilecMweg in erster Ordming; ist die Sfitm ™ ^ so liegt ^ auf 

dem Polygon gemessen^ ein Nidlpunlct der gleichen Ordnung vor, wie bei: 

2 t Tz; + J CO — 2 i rf ()' 11 (fti) — (I 

(^9^ Q q — yai+« Q <2 + 

Man betrachte nun zunachst allein die im des l\)lygons 

gelegenen Nullpunkte Wir wiesen dem bei cu^> gelegenen (ein™ 
fachen) Nullpunkte von P((u^I4(<»)) den der Bedingung ((>) geuiigen- 
den Ansatz (5) zu; wir werden jetzt genauer sagen konnon^ dass dieser 
Ansatz jenem Nullpunkte von P{co^ Bkieo)) auch eindetdig zugeordnet 
ist, d. h. dass wir nicM nocli einen meiten AnsaU gleicher Art haben^ 
dem wieder eben jener NullpunM mgehbrt Letzteres wiire in dor That 
nur dann moglich, wenn wir neben V noch eine zweite mod. f/ mit 
1 congruente Substitution F' batten, welche, an Stelle von V in (;5) 
eingesetzt, dieser Gleichung ebenfalls geniigt. Dann aber ware: 
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V-^V' (rao) = raoj 

SO dass € 0 q Fixpunkt der mod. g mit 1 congruenten Substitution F”^F^ 
ware. Eliiptiscbe Substitutionen sind aber niemals mod. q mit 1 com 
gruent^ und also liat man, wie bebauptet F' = F. 

Mag nun umgekebrt fiir irgend ein Qiiadrupel ganzer Zablen a, 


c, d der Determinante n der Ansatz: 


( 10 ) 




€t COq -{- h 

ccoq -f- d ^ 




mit einem Punkte im „Innern^^ des Polygons besteben, so wird 
demselben ein einfacber Nullpunkt von Ji^co') entspreeben. Derm wir 
baben bier mit einer Transformation Ordnung vom Schema 

zu tbun, und zu dieser gebort einer unserer Reprasentanten Man 

wird alsdann mit Htilfe einer Substitution F= 1 (mod. q) die frag- 
liche Transformation (a, h, c, d) in der Gestalt darstellen 

kbnnen, womit der voile Anschluss an die Form ein (3) u. f. gewonnen 
ist. Als erstes Resultat baben wir demnacb: Die GesamUahl einfacJier 
im jjlnnern^^ des Polygons gelegener NullpunMe von l%{co) ist gleicli der 
AmM alter unterschiedenen AnsdUe (10) fiir PunJcte coq des Polygon- 
innern. 

Irgend welcber Abzug ist bier ubrigens aucb im Ausnabmefalle 

eines rein quadratischen n beim Schema mehr an- 

zubringen. Die im letzteren Falle in Betracbt kommende Transfor- 
mation erster Ordnung kann namlicli keine im „Innern^^ gelegene 
Nullpunkte liefern, da sie doch eine mod. q mit 1 congruente 
Modulsubstitution vorstellt. 

Wie wir nun alle Ansatze (10) von den ganzzabligen quadra- 
tiscben Formen (P, Q, B) aus erbalten konnen, saben wir ftir ^ = 1 
xind ^ = 5 bereits ausfubrlicb im vierten Abschnitt; wir werden jetzt 
die damaligen Massnabmen ohne weiteres auf den Fall eines beliebigen 
q iibertragen konuen. Wir sagen sofort folgendermassen : 

Erstlicb gewinnen wir alle Ansatze (10) mit Punkten Wq des 
Ausgangsdreiecks in der Gestalt: 

(11) ojo = ^ = 4= PR — An — 

wobei K alle ganzen Zablen des Intervalls — 2 Yn < x < 2y'n dureb- 
laufen soil, wahrend fur (P, P) jedesmal die gesamten redueierten 
Formen der einzelnen Determinante D — — A zu nebmen sind. Be- 
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If Vi, V 2 , so werden wir von ( 11 ) aus in: 

(i2) (x>Q=^Vi 


stehe nun das Fundamentalpolygon aus den -5 Doppeldreiecken 




pFr'K)4 


Q 'K 


alle fiir uns in Betracht kommenden Ansatze (10) gewinneu, die wir 
dann aber noeh dureh Aufnalme der Congruenzbedingung (10) auf 
die verschiedenen Schemata zu verteileii haben. 

Sollten nun die Ansatze; 


(13) 


CO. 


V, 




{)' "h 


P'F 


/c (®o) + 


nach Entwicklung ihrer rechten Seiten auf dieselhe Glciclmng ( 10 ) 
fiihren, so musste jedenfalls cOq in beiden Gleiclmngcn (IF)) dieaellxi 
Bedeutung haben. Aber die beiden niit 0 )^) iiquivalenten Jhinkte 
Fi“"^(oo )7 liegen zugleicli innerhalb des Aiisgangsdrciecks; 

scliliessen wir also vorab ein mit i oder q aquivalentes aus, so 

ist notwendig Vi = Vk und damit, wie man leicht sielit, P' — I\ 
Q/zz=Q^,,, — Liegt andrerseits eine Form ( 2 ^, 0 , P) und also ein 
mit i aquivalenter Punkt co^ vor, so hat man stcts die beiden Mlig*- 
lichkeiten Vk — V mid Vk — VTf und jetzt fiihren die mwi Ansatze: 


(14) 


C5n 


Vi 




; , 


Vi T \ 


p-T Kr‘('«o-h “ 

17' 


ZU derselben Gleichung (10). Dass aber die beiden in (14) zur Gel- 
tung kommenden Systeme (P, Qj B; %) stets von einander vcrschieden 
siud, zeigten wir schon friiher (p. 179) ausftlhrlich. Analoges trill't man 
bei denJFormen (P, P, P), d. i. bei den mit ^ aquivalenten an 
und hat als Eesultat: Um die Gesamtmhl der im „Inncrn^^ des Folyyons 
gelegenen NuUpunlcie von h(Gi) zu gewinnen, hat man jede einzelne Form- 
classe der Beterminante B = — (4w — %^) so oft zu zdhlen, als es mod. g 
incongruente Substitutionen V gkbtj welche der Bedingung: 
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genugen^ and die solcJiergestalt lem einmhien % entspringende Anmltl ist 
uber das Intervall — 2]/9^<%< + 2]/^^ m summieren, Dabei sdllen 
die Classen mit rediicierten Formen (P^ 0, P) mir diejenigen 

mit rediicierten Formen (P, P, P) 7mr \-fach mhlen, 

Der Fortgang von der Gleicliung (12) zur Oongruenz (15) bedingt 
eine grosse Erleickterung unserer weiteren Betrachtung. Man bemerke 
insbesondere, dass in (15) der Ersatz der reducierten Form (F,Q^Iv) 
dnrcb irgend eine aquivalente Form woH die Reihenfolge^ aber nicbt 
die Anzabl der (15) befriedigenden Substitiitionen F zu verandern ver- 
mag. Es wird also gestattet sein^ in (15) bei der nun folgenden 
Abzahlung der Substitutionen V unter (P; P) irgend eine beliebige 
Form der gerade in Betracht kommenden Classe zu versteben. 


§ 2. Abzahlting der Knllpiuikte von Jiico) im Bolygoninnern. 
Zu treffende FallnntersclieidTingen I, II, III. 


Auf der nun gewonnenen Grundlage gestaltet sich die Abzahlung 
der Nullpunkte von hico) im Polygoninnern^ wie wir schon andeuteten, 
genau so wie seinerzeit (p. 213) im Specialfall q == o. Indem wir 
demnach auch die damaligen Bezeichnungen wieder aufnehmen; schrei- 
ben wir das vorzulegende Schema mit Unterdruckung des unteren 


Index i einfach 



wahrend 


wir 


iibrigens 



setzen. 


Piir das einzelne oc entnehmen -wir dann der einzelnen Formclasse der 
Determinante — (4:n — nach Belieben (P, Q, P) als reprasentierende 
Form und schreiben weiter (gerade wie p. 213): 


( 1 ) 


— S + ^ 
2 


= a 


'1? 





Die Oongruenz (10) § 1 kleidet sich nun in die Gestalt: 


und unsere Aufgabe ist, nachzusehen, wie viele modulo q incongruente 
Substitutionen V dieser Forderung genilgen. 

Zu diesem Ende schreibe man unter Aufnahme der Zalil e, die 
entweder + 1 oder ~ 1 bedeutet, die Oongruenz (2) vor allem ex- 
plicite: 

Ivlein-l^’ricke, Modixlfunctionen. H. 
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(3) 


^ aa^ + ^ {p^ci 4 " 

cch^ “f" ^ “f“ 7 

^ + :p^); 

+ dd^ = e{^c + 8d), 

.ad — =1 


(mod. (]). 


Sodann fiilire man die Paliuntersclieidung ein^ ob cler Teiler 6 der 
gerade vorliegenden Pormclasse relativ prim gegen q oder durch q 
teilbar ist. 

Liegt der erste Pall eines gegen q relativ primm Teiler s ts vor^ so 
konnen wir die Form (P, B) aus ihrer Classe so auswahlen^ dass 
P== Cl selbst relativ prim gegen q isf-^% Alsdann ergeben sicli filr [i 
nnd d ans der ersten nnd dritten Formel (3) die beiden Werte: 


(4) 


j3 m: e (aa + yi) ) 

d = e (ac + yd) c{~^ ya^c"^ j 


(mod. g), 


imd durcli Einsetzung dieser Werte in die drei anderen Congnienzen 
folgt weiter: 

f [(% + <^l) — ^? (<^ + <^)] “1“ l^y) : 0^ 

G^) I [(% + ^l) e (a + {?)] (ca -j- 

I ca^ + (6? — a) ay — hy'^ E r ec ^ , • 

Da n prim gegen q ist, a nnd y aber jedenfalls niclit zugleicb, den 
Factor q besitzen, so folgt aus den beiden ersten Congruenzeu (5) 
notwendig d^= e (a -{- d)] nnd damit kommen diese Congruenzeu 
zugleicb zur Erledigung. Insgesamt werden wir also die riiiif Con- 
gruenzen (3) fur den vorliegenden Fall eines gegen q primen Toilers 
durch die vier mit ihnen gleicliwertigen: 


( 6 ) 


' d^zE=.e{a d)^ 

ec? 4- ((^ ccy ___ 5^2 ^ 

^ = e (ffffl + yh) • Cj-I — aaj . c |' 

.S = e(ac-j-yd)- c-^ — ya^ ■ c-\ j 


zu ersetzen haben und gebeu auf deron Discussion baldigsi; ein. 

Haben wir mit dem zweiten Falle zu thun, dass namlich die vor- 
gelegte Pormclasse einen dtireh q teilbaren, Teiler 0 besitzt, -so wircl 

offenbar zufolge (1) \ ~ c,ee^0 sein. Da uberdies A 

- (a, + d,y durcb q teilb^ ist, so gelten die Congruenzeu; 

fli = = + Yn, &! = Cl EE 0, (mod. q). 

*) Cf. Diricblet-Dedekind, Vorles. &er Zahlentlmrie, p. 23;i der Anil. 
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Die CoBgruenzen (3) nelimen somit fiir dieseii Fall die Gestalt an: 


( 8 ) 


aa yl) = eaYn, 
/3a + (56 = + e^]/nj 
ac 4 ~ = + eyf/n, 

l3c + dd = ± edf/n, 

. ad — /3y = 1 


( (mod. q). 


Bei der Discussion der Congruenzen (6) und (8) unterscFeiden 
wir nun die nachfolgenden drei Falle: 


I. A relativ prim gegen g, 

II. AeeeO, aber ^ven^g$tens eine der Zahlen h, e prim gegefii 

III. A EzEE 0, sowoJil 1) wie c durch q teilbar. 

Man setze, dass im Falle III eine Form (P, Q, B) mit einem gegen 
q primen Teiler nnd damit die Congruenzen (6) Anwendung finden^ 
so wiirde sich aus: 


— 4,n — (a^ + d^y = 4w — (a + = 0, ad^n, 6 ===(? = 0 

offenbar a = 6 = c = 0 ergeben, und also wiirde aus (6) 

der Voraussetzung entgegen = 0 folgen; die Congruenzen (6) ton- 
nen also in dem in Rede stehenden Falle keine Anwendung finden. 
Umgekehrt folgt aus den Congruenzen (8) durcli Auflosung nacb a, b, 
Cj d sofort a = (Z = + b = c~Q, und da ausserdem A = 0 ist, 
so liegt III vor. Der Fall ll\, der Mernach aucli als der Fall des 

Schemas bemchnet warden Icamij hommt gerade fu\ alia Formen 

Vo, yn/ 

(By Qy B) vom Teiler q und nur fur diese in BetraeJit 


§ 3. Fortsetznng: Disoussion der Falle I, II , III. 


Discussion des Fallas I. 


Es ist gegenwartig 


das Schema 



Yon p verschieden und ubrigens so zu wahlen, dass (a + dy 

Vo, yn/ 

nicht mit 4n congruent wird. Zufolge (6) § 2 ist demnachst die Zahl 
% rEEE e (a di) auszuwahlenj dieselbe ist also auf zwei bez. eine Zahl- 
classe mod. q eingeschrankt, je nachdem (a + df) i>rim gegen q oder 


durch q teilbar ist. Im ersteran diasar beiden Falle ist a mit % bestimmt, 
im leister en Falle ist jede Zahl % 0 weimal zu nehmeriy ndmlich einmal fur 
e=: ly sodann fiir 6 — — 1. Des weiteren haben wir die in con- 

gruenten Losungen (a, y) der Congruenz: 
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(1) ca^ {d — a) ay — by^ = ec^ , (mod. q) 

abzuzahlen*, es giebt deren aber, sofern (a^ y) mid als 

niclit verschieden angeseben werden, insgesamt: 

( 2 ) *[«-(“)]• 

Indem wir den Beweis dieser Behauptung binansschieben^ scbliesseii 
wir aus (6) § 2 gleicli weiter^ dass mit Xj a, y, e aucb ^ nnd d ein- 
deutig bestimmt sind. Es ist sonacli im Falle I die etwa mit v m 
bemclmende Anmhl der im Innern des Polygons gehgenen NuUqmnMe 
von Ji(fx}) gegeben diircli: 

(3) 

n t--\ + (a -{“ rf) 

wobei die scJion soeben genannte Siimmationsbedingimg des % in Formel 

(3) am Bummemeichen angedeutet wurde, wahrend ilbrigens, wie cmch stels 
in der Folge, die Bedingung 

— 2yw<3C<2>/M 

hesteht — 

Ebe wir den eben benutzten Hiilfssatz iiber die Aiizabl (2) von 
Losungen der Congrnenz (1) beweisen, mogen gleicb die nocb aiis- 
stebenden Discnssionen der Falle II nnd III erledigt werden: 

Discussion des Falles 11. Haben wir ein Schema, fur welcbes 
(a + = ist; obne dass indessen beide Zablen h mid c durcli q 

teilbar sind, so liegt der Pall II und damit derjenige der Congriienzen 
(6) § 2 vor. Aus der ersten dieser Congriienzen folgt: 

(4) ^ “ 6 (a + = + ^Yn, (mod. q)^ 


wie denn natiirlicb der Fall II nur fur quadratische lieste n von q 
eintreten kann. Die zweite Congruenz (6) § 2 liefert, jc nacbdem 
b Oder c prim gegen q ist, die erste oder zweite der uacbfolgenden 
Bedingungen: 





(mod. q), 


und bei ibrer ferneren Discussion baben wir zwei Falle zu uiiter- 
scheiden. 

Sei erstlich q eine Primmhl der Gestalt 2 == 4/t + 1, so werden 
b imd P bez. c und P im quadratischen Cbarakter iibereinstimmea 
miissen; sollten iibrigens b und c zugleicb prim gegen q sein, so wurde 
man aus {a + dj = 4(a(Z — be) folgern, dass beide Zahlen b und « 
im quadratischen Cbarakter mod. q iibereinstimmen. Aus der Eiutei- 
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lung der quadratischen Pormen in GescHecliter'*') ist bekannt^ dass filr 
die einzelne Pormclasse die ersten Ooefficienten P, sofern. sie nicht 
durcb q_ teilbar sind, im quadratisclierL Charakter mod. g iibereinstimmen. 

Je nacbdem aber = -[- 1 oder — 1 ist, erteilen wir der Classe 

den Charakter + 1 oder — 1. Wir nennen alsdann He(A) die AnzaJil 
der Formclassen der Determinante — A vom GharaMer e, so dass 

H4_x(A)+H_i(A), 

vermehrt um die Anzahl der Pormclassen der Determinante — A mit 
dem Teller die gesamte Anzahl H(A) liefern wird. Liegt nun aber 
in (FyQ^Ti) eine Form yon yorschriftsmassigem Charakter yor, so 
wird (5), wie man leicht abzahlt^ gerade q unterschiedene Losungen 
{a, y) liefern. Fur e ist librigens in (5) und (4) stets sowohl + 1 wie 
— 1 zu nehmen, so dass % aus zwei unterschiedenen, durch -)-2'|/w 
angedenteten Zahlclassen mod, q zu wahlen ist. Indem wir also zu- 
sammenfassen, wird die An^alil der im Innern des Polygons ge- 

legenen Nullpimhte im Falle II hez. durch: 

v'(n) = H+i(4w — 

>{ = + 2]/w 

v' (n) = q ^ H— 1(4^ — 

:?« + 2]/« 

gegeben sein, je nachdem i te. c Best oder Nichtrest von q ist. 

Es bleibt fiir II der Pall zn besprechen, dass q eine Primmhl der 
Gestalt ^ = 4/^ -h 3 ist. Hier lasst sich e stets und nur in einer Weise 
so auswahlen, dass 

(^) = + l, bez. (^) = + l 

wird 5 sollten b und c ubrigens zugleich prim gegen q sein, so warden 
sie wieder im quadratischen Charakter iibereinstimmen. Nach richtiger 
Bestimmung yon e giebt (5) genau q incongruente Losungen. Da 
gegenwartig in (4) entweder nur das obere oder nur das untere Zeichen 
gilt, so wiirde ein Gleiches auch als Summationsbedingung fiir: 

y.^± 2yn 

auszusprechen sein. Inzwischen hat H (4 n — fiir zwei nur im 
Zeichen unterschiedene z gleichen Wert; wir werden also zweckmassiger 
Weise an der bisherigen Verabredung festhalten, dass jtf = 2]/n und 

Dirichlet-Dedekind, p. 313 iBP. der dritten Aufl. 
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^=: — 2j/n zugleich beriicksichtigt werden sollen^ iind massen dami 
den Factor ^ vor das Summenzeichen setzen. Indem wir so die Aiizalil 

isq^H(4n — x^) 

X .3 ± 2 )/^ 

erbalteii, miissen wir nocli bemerken, dass bier zimachst aiicli die Form- 
classen vom Teller q mitgezahlt sind^ da A 0 (mod. q) ist Die 
Classenanzahl der Foriuen von der Determinante — A iind vom Toiler 

q ist aber offenbar durcb h(^) angegeben^, soferii wir iiiir festsetzeii, 

dass Uer und in der Folge H(m) stets =0 sein soil, sohald das jirgth 
ment von H Jceirie gan^e j^ahl ist, V^on der znletzt aiigegebencii Suiiiiuo 
wird daraufhin den Betrag: 




± 2^11 


in Abzug zu briugen sein. Die Anmhl v{n) der im Innrrn des Poly- 
gons gelegenen Nullstellen ist M ^ = 44 -f 3 im JMle II kkrnach 
gegeben dnrch: 


( 7 ) 


v'in) = — H - , . 


„ + 2]/« 


Discussion des Fades III. In dem noch bleibenden Fallo III des 
Schemas a = d == ]/n, 6 = c = 0 kommen die Oongruenzen (7) und 
(8) §2 zur Verwendimg. Hier also wird % = 2 ]/?*, 

und es ist dann e mit + 1 oder — 1 zu identificieren, je naclnleiu in 
xEE± 2 y'n das obere oder untere Zeiehen gewiihlt ist. Da hiernacli 
in (8) §2 rechterjiand + e = l wird, so sind dicse Oongrucnz.ui 
zufolge (ZEES^^EE;]/«, b = c ~0 fur alle iucongruontm 

Substitutionen Q erfullt. Da wir nun tier gerado mit den Fonneii 

des Toilers q zu thun haben, so wird im Fallc JTI die Anmhl •;/(«,) 

der im Imiern des Polygons gelegenen NnlVpimkte von h(co) neydum sein 
durch : * ' 


( 8 ) 


v'(w) 


. 3(2' 


± Wn 


Hiermit 1st die Anzahl der in das Polygoniniicre eiitlallendeu 
Nullpunkte von 4 ,(co) in alien Fallen gegeben. 
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§ 4. Beweis des Hiilfssatzes liber die AnzaM ineongrueiiter Isosungen 
einer Congruenz zweiten Grades. 

Es bleibt nocb tibrig, die in (2) § 3 gemaclite Angabe fiber die 
bresanitzabl incongruenter Auflosungen der Congrueiiz (1) daselbst zu 
beweisen. Wir betracliten zu dem Ende allgemein die Anzalil incon- 
griienter Losiingen (x, 0 ) der Congruenz: 

( 1 ) ^ (mod. q)^ 

wobei wir niir das Eine Toraussetzen wollen, dass die Determinante 
D = — 4: A G der in (1) linker Hand stebenden Form prim gegen 

q sei^‘). 

Man maclie nun erstlicb die Annabme, dass wenigstens eine der 
Zablen G prim gegen q ist; man darf dann voraussetzeUj A sei 
diese gegen q prime Zabl^ und substituiere daraufhin: 

2 Ax -f- 4 Am = M, (mod. q). 

Die Congruenz ( 1 ) geht alsdann offenbar fiber in die transformierte 
Gestalt: 

(2) — D 0 ^ = M (mod. q), 

und es entsprechen einander die Losungen von ( 1 ) und (2) eindeutig. 

Die AnzaMen der Losungen fur zwei verschiedene Zablen If, die 
jedocb im quadratiscben Cbarakter mod. q fibereinstimmen, sind nun 
offenbar mit einander identisch. Nennt man demnach die Zahl der 
Losungen von ( 2 ) ffir M=0y diejenige fur einen Rest M und 
6—1 die fiir einen Nicbtrest, so hat man die Gleichung; 

(3) • (<5.4_ 1 4 - (?_ 1 ) = q^. 

Die Zabl 0 ^ als Anzahl incongruenter Losungen von y^ = 
ist nun leicbt zu bestimmen. Ist D Nichtrest, so giebt^s nur die eine 
Losung y ^0 — O] ist D Rest, so kommen nocb weitere 2 q — 2 
Losungen binzu. Man bat demnach: 

= 1 + (f — 1) [f + (-)] ; 

und also folgt aus Gleichung (3): 

(4) + (?_! = 2 [g - (|)]- 

Um weiter <? 4 -i zu bestimmen, wahlen wir Jf=l und haben die 
Congruenz zu discutieren: 

Diese Bedingung ist fur die in der Congruenz (1) § 3 vorliegende Deter- 
minante I) == — A tbatsacklicb erfullt. 
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(5) — 1 = (mod. q). 

Hier kommen erstlicli die beiden Lbsungen (1, 0)^ ( — 1, 0) in Betraclit, 

sodann fiir = 1 noch die beiden Losungen (O, + ]/— 1)~ 0 • 

Nennt man demnacb r+i die Anzahl derjenigen Losungen von (5), 
bei denen weder y noeb s durch q ieilbar ist, so wird: 

( 6 ) 1 = 3 + (-^) + '^1 • 

Zur Bestimmung von aber stellen wir den Satz auf: Unter den 
von 1 verscMedenen llesten y^ giebt es 

0 ) - (=r)]- 

denen wieder ein Best voraufgeJi% so dass den ulrigen 



ein Nichtrest vorangeJit Man bemerke namlicli^ dass die lleste jener 
ersteren Art gerade die in der Gestalt: 

(9) 2/^ = 2) 

darstellbaren Zahlen sind, wie man leicht zeigt. Hier wird das 
gleicbe t/ nun immer durcli die vier Zablen: 

(10) -g; rs 

geliefert^ und auszuschliessen sind ^ ~ 0, r -h 1 , sowie cventuell 
^ — 1^ d. i. im ganzen 4+ Wertej fiir die iibrigen ^ 

ist alsdann ein Identiscbwerden zweier Zahlen (10) ansgeschlossen; 
womit sicli die soeben angegebenen Anzalden (7) und (8) ergeben. 
Die Anwendung auf Formel (5) liefert den Zahlwert von und daiait 

fc (f)-+l, a+.»3 + (=^?) + j-4-(-/), 

(^) ‘'+1 = 3 " 1 - (- + (---)■ 

Nimmt man hier endlich noch auf die Ideutitat: 

(V")-(^)(f) = » 

sowie auf die Formel (4) Riicksicht, so ergieU sick als AnzaU incon- 
grumter Losungen von (1) fur ein gegen q primes m: 

1 )\ 
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Nachtraglicli bestatigt man noch leicht direct, dass dieses Resultat 
uneingescbraiikt aucb im zunaebst ausgescTilossenen Palle = 0 = 0 
besteben bleibi 

Bei der Anwendung auf die Oongruenz (1) § 3 hat man jetzt nur 
noch zu beachten, dass D = — A zu setzen ist, dass daselbst prim 
gegen q ist, nnd dass eodlich je zwei Losungen {a, y) und ( — a, — y) 
nicht als verschieden gelten sollen. Die in (2) § 3 angegebene Anzahl 
incongruenter Losnngen ergiebt sich daraufhin in der That aus der 
eben bewiesenen allgemeinen Regel (11). 


5. Abzahlnng der in den Polygonspitzen gelegenen Knllpnnkte 

von li{co). 


Nach Erledigung der inneren Punkte des Polygons bleibt uns nu^ 
die zweite Aufgabe zu losen, die Anzahl der Nullpunkte unseres Prini- 
formproductes 7^(co) in den Polygonspitzen zu bestimmen; diese Anzahl 
mogen wir etwa durch bezeichnen. Wir unterziehen etwa die 

Spitze <^0 “ y Untersuchung und gehen dabei wieder genau den- 

selben Weg, wie seinerzeit bei q = h (cf. p. 224). 

Das Wichtigste ist wie damals so auch hier, dass wir das Reprasen- 


tantensystem 


. des Schemas 



in 


einer fiir die Unter- 


suchung am Punkte ^ besonders geeigneten Gestalt aussuchen konnen. 
Zu diesem Ende wahlen wir erstlich eine Modulsubstitution: 


( 1 ) 


G) = V (ca) === 


-|- ^CD — (3 

— y (0 + ct ^ 


deren a und y eben mit dem Zahlei* resp. Nenner des vorgelegten 
rationalen Wertes Oo identiscli sind. Es wird dann jedenfalls; 


(2) — — -- , mit AkDk = n, 0 ^ < Dk 

ein Reprasentantensystem erster Stufe fur erweiterte Transformation 
sein. Man hat demnachst nur nocb fiir den einzelnen Ausdruck (2) 
eine Modulsubstitution Vk in solcher Weise herauszugreifen, dass. 


(3) Bkia) 


c.o) + d 




zutrifft; erst dann haben wir ein Reprasentantensystem Ordnung 
Stufe vom richtigen Schema. Natiirlich ist damit die Substitution 
Vk nur erst mod. gj^bestimmt. Ubrigens wird es hier nun ausdrticklich 
zu beachten sein, dass in dem Producte: 
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(4) 


A (to) 


fiir rein quadratisclies n beim Schema 


(Yn, 0 J 
\ 0 , Yf J 


der eine aiif die 


erste Ordnung bezugliclie Reprilsentant aiisgelassen werden sollte. 

Mag jetzt der (A -f* Reprasentant Iik(co) Inr ^ mit 

selbst relativ aquivalent sein, so konnen wir die in (o) Jiufgeiiommeiie 
Modulsubstitution F/, gleicli so gewahlt denken^ dass 

Der betreffende Primfactor (4) — nennen wir ihn P/,. — wird dann 
anf dem Polygon gerade in derselben Ai’t verscliwinden wie: 


e 


• v(to) 


e 


(5) 

was aus (9) p. 638 unmittelbar folgt Man kann olienbar sageri^ I), 
werde gerade so zu Null wie: 

( 6 ) ) 

bei m == ioo auf dem Polygon. Da nun zulblgc der 

Voraussetzung fur a =ioo selbst = ioo wird, so ist die Modulsub- 
stitution vVit notwendig eine Potenz von S: 

(7) vV, = S\ 

Der Ausdruck (6) gebt daraufhin fiber in: 


( 8 ) 


2ni 

e~‘ 


Q q 1. iJ ^ J>^' j 


und liefert biernach die Eegel: F,, wird bei »== “ int Fohjnon in der 
Ordmmg 1 oder ^ versclmindm, je nachdem A > J) odc.r A < i) id. 

Ein Bedenken an der Allgemeingultigkeit dieses Batzes ki'umte 
bocbstens fiir A = D = ]/m, also bei rein quadratischem n entstelion, 
insofern bier durcb Identiscbwerden der beiden Glieder (8) ein Vcr- 
sebwinden boherer als erster Ordnung involviert sein konnte. Jii- 
zwiscben werden die beiden Glieder (8) stets und nur dami einander 
gleicb, wenn neben A = D = -|/w nocb die beiden Bedingungen 0 
und v = 0 (mod. erfullt sind. In diesem Palle aber ist offeubar: 



so dass es sicb gerade um den vorhin bereits ausgeschlossenen lie- 
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prasentanten erster Ordniing handeln wiirde. TJnser Bedenken ist also 
gegenstandslos. — 

Wir scUiessen nun folgendermassen weiter: Damit Fk im Piinkte 

OQ — ^ verscliwindet. war erforderlich, dass 

y ^ 


(9) 





relativ aquivalente Spitzen sind. Eechnet man aber (unter ausfubr- 
licber Scbreibweise der Modulsubstitutionen Vj: unci v) die Gleicbung 
(3) d. i. 

ik\ ^ fcckj lh\ /+ d, — • 

\Ck, djJ \yk, 4/ \0, id) \— y, + a) 

aus, so ergiebt sicb: 

akcc + hy = ccjcA, Cka + = yuA ^ 

woraus zu sehliessen ist, dass die auf den linken Seiten dieser beiden 
Gleicliungen stebenden Zahlen den grossten gemeinsamen Toiler A 
haben. Die For derung der relativen Aquiyalenz der Spitzen (9) kleidet 
sicb also in die Gestalt: 


(10) a^a + hky = eAcc, c^cc + dky = eAy , (mod. q) , 

wo e entweder == -f- 1 oder gleicb — 1 ist. Hier darf man ak,bky- . 
zufolge der Congruenz (3) offenbar direct durcb die Zablen a, . 
des vorgelegten Schemas ersetzen, so dass die Bedingungen (10) die 
neue Form annebmen; 


(U) 


(a — eA) a + = 0 I 

+ (d — e A) y = 0 I 


(mod. 2 ). 


Es bleibt hierbei die Zabl B ganz ausser Betracbt; mit einem ver- 
scliwindenden Factor P* finden wir deren also immer gleicb B, indeni 
ja B bei stebenden A, D ein voiles Kestsystem mod. P zu durcb- 
laufen bat. Mit Rncksicbt auf den obigen Satz liber die Multiplicitat 
der Nullpunkte in den Spitzen folgt sonacb: Bei gegelenem Schema 
tvird jeder mdglichen Losung von (11) in ganmi Zahlen Af cc, y, von 
dcnen die evste cin Teilev von n ist^ wahvend die let^teven auf das Intervall 
0, 1, . . , g — 1 einmschrdnhen sind imd nicht mgleich durch q teilbar sein 

sollen, in der Spike ^ ein D-facher oder A-facher NullpunM entsprechen, 

je nacMem A> D oder A<.D ist. 

Bevor wir zur Discussion der Oongruenzen (11) scbreiten, de- 
finieren wir ein weiterbin zur Verwendung kommendes zablentheore- 
tisches Symbol. Gerade wie bei q == 5 (cf. p. 225) scbreiben wir; 
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(12) X,.0») A + y^, 

A < Bj A ^ V 

wobei sick die Summe, wie in der Formel selbst angedeutet^ anf alle 
Teller A von n bezieht, die kleiner als Yu sind und der Oongruenz 
A = (mod. q) geniigen; soli = 1 sein fiir rein quadra- 
tiscbes n, falls zugleick v = + Yn ist; sonst soil stets = 0 ge- 
setzt werden"^). 

Wir wenden uns jetzt zur Discussion der Congruenzen (11). Fiir 
das Zusammenbesteken dieser beiden Congruenzen ist liinreichend und 
notwendig: 

(13) {a — eA) (d — eA) — hc = n — cA (u^ + ti) + 0, (mod. q), 

Indem wir kier einerseits durck A heben, kommt: 

(14) A -j- D ~ e(a '■{- d) ^ (mod. q ) ; 
andererseits finden wir durck Auflosung von (13) fiir A und ]): 

(15) 26 A zzzz d d Y — ^ ; 261) (I -j- d ]/ — A , (mod. q^ ^ 

wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeicheii* gelten; 
A ist dabei in der gewoknten Bedeutung A zi: 4.n — (a + ^i!)- ge- 
brauckt. Durck Einsetzung des Wertes (15) von A in (11) gewinnen 
endlicli die fiir a und y zu discutierenden Congruenzen die Gestalt: 

, . (a — df + Y — a) a + 2 0 I 

(15) ^ . — / ■ N [ a)* 

26a -f- (<^ — <^ + Y — a) y EZ 0 J 

Die oberen und unteren Zeicken in (15) und (16) entsprechen einander 
dabei iiberall. 

Man untersckeide nun wieder die drei Falle des § 2 (p. (543) und 
setze demnack erstlick voraus: 

1. A relativ prim gegen q. 

Notwendige Bedingung dafiir, dass in diesem Falle ilberkaupt 
Losungen A^ a, y eintreten, ist, dass — A quadratiscker Rest von 
q ist. Triflft dies zu, so wird (16) fiir jede der beiden Zeicheiicombi- 
nationen genau -1(^ — 1) incongruente Losungen («, y) haben, da wir 
die Losungen {a, y) und (— • a, — y) als nickt verschieden anzusekcii 
kaben, und da fiir keine der beiden Vorzeichencombinationen die vier 

*) In den Arbeiten der Herren Gierster und Hurwitz ist das in (12) ein- 
gefiihrte Symbol stets U genannt. Da aber voraufgehend rait U in der Eegel 
Modulsubstitutionen gemeint sind, so schien im vorliegendon Texte die Bezcichming 
(12) ratlicher, welcke sich aucb gleichmiissig an die verwandten Teilersuimnen 
^>(n), ^(n) ansckliesst. 
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Coefficienten der ftir y vorgeschriebenen Congruenzen (16) zugleicb 
yerscliwinden. Fiir die erste Zeichencombination ist 

(17) , eD = -^— ^ — , (mod. g), 

fiir die zweite dagegen gilt 

(18) = = (mod.fi). 

Wenden wir nun die vorhin aus (11) abgeleitete Regel iiber die Mul- 
tiplicitat der Nullpunkte von h^co) an, so ergiebt sich fiir jede der 

gefundenen -|-(2 — 1) Spitzen y ein Nullpunkt der Ordnung: 

( 19 ) 2 ^+ 2 ^- 2 ^+ 2 ^' 

A^]/^ A>y^ A SVTi D<yn 

wo A imd D einmal die Congruenzen (17) sodann aber (18) be- 
friedigen mussen. Der Wert dieses Betrages (19) driickt sich mit 
Hiilfe des Zeichens (12) offenbar gerade in der Gestalt aus: 

2 2 

je nachdem (17) oder (18) vorliegt. Da wir nun im ganzen 1) 

Spitzen zu beriicksichtigen haben, so entspringt fiir den Fall I als 
Resultat: Ist A Nichtrest von q, so lesitzt li{p) in den Folygonsjpit^en 
gar Iceine Nullpunlcte- Ist Mngegen A Best, so verschwindet hip) in den 
PolygonspiUen in der Oesamtordmmg : 

(20) z;" = (2 - 1) W + (2 - 1) K+a-y=J W • 

2 2 

II. A = 0 (mod. q), aher wenigstens eine der Zalilen 6, c prim gegen q. 
Die Congruenzen (16) werden jetzt insgesamt durch ^{q — 1) ver- 

schiedene Zahlenpaare a, y befriedigt, und es sind, da a + {7 = 2]/n 
wird, die der Bedingung + genugenden Teiler A von n heran- 
zuziehen. Indem wir wieder die Summon (19) zu bilden baben^ wird 
im Falle II, der jeden falls mir fur quadratische Beste n von q eintritt^ 
die Gesamtmhl der Nullpunhfe von hip) in den SpiUen: 

(21) v"=(2-l)X^(»z). 

III. A = 0, & ” c = 0, (mod. g). 

Da bei den Congruenzen (III) zugleich = zutrifft, so 

werden jetzt die Congruenzen (16) von den gesamten — 1) in- 
congruenten Zablenpaaren a, y erfiillt. Zu bemerten ist nur noch, 
dass im Falle des bier vorliegenden Scbemas bei rein quadratiscben n 
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der eine der d>(w) Pacfcoren von A(«a) auszulassen ist. Indem man 
hierauf Rucksicht nimmt und in der friiheren Bedeutung (p. 632) 
gebraucht, ergiebt sicJi als Qesanitmhl der in den Sgyitzcn gelegenen 
NullpunMe von Jiia) im Falle III: 

( 22 ) 


§ 6. Zusammenstellung der Eesultate iiber die Anzahl v(w). Der 

Speeialfall n — 1. 

Durch Zusammenfiigung der in § 2 und 3 bestimmten Anzalilen 
v'{n) mit den eben gefundenen Zablen v" {n) hat man die Gesamtzahl 
v{n') einfacher Nullpunkte von /«(<o) auf dem Polygon herzustellen. 

Es erscheint hierbei fur die auf das Schema bezogenen 

\ 0, ynJ 

Formeln zweckmassig, an Stelle der fiir die Eormeln des § 2 und 3 
bisher festgehaltenen Summationsbedingung — 2']/n < % < 2]/« die 
nachfolgende zu setzen; 

(1) - 2]/ra;^5C_< + 2yK. 

Daraufhin ist natflrlich zu definieren, was man unter den Symbolen H 
mit dem Argumente 0 verstehen will; und in diesem Betracht wollen 
wir festsetzen, dass: 

(2) H (0) = - H+i(0) = H_a(0) = 0 

sein soli. 

__ Fiir die Formeln (3), (6) und 7 in § 3 hat die Neuerung (I) eine 
Anderung nicht im Gefolge; nur an Stelle der Forinel (8) des ge- 
nannten Paragraplien wird 


v{n) 


2 




4 ^- 




12 


treten. Fiigen wir hier, urn v{n) zu berechnen, gleich den boziiglichen 
Betrag (22) § 6 hinzu, so kommt unter Riicksielit auf die fiir das G(j- 
schleeht der Haupteongruenzgruppe Stufe geltende Formel: 


4^ d" — ^) to — 

i 24 

als Zusatzglied fur die rein quadratischen n: 


■*) Dass sich die Formel (24) p. 228, welche fur 2 = 3 njeld, diro.it 

unter Formel (22) des Textes subsumiert, hat seineu Grand in dem Umstande 
das8_ seinerzeit bei 2=5 verm6ge der damals gewahlten Entwicklung immer 
zwei bez. vier Spitzen in besonderer Untersuchung vorweggenommen wareii. 
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(S) .. . _ Sl^) _ - ... (2, - 2) . 

Wir stellen nun die Werte fur die Coincidenzenanzahl v(m) der 
Modularcorrespondenz, wie sie sich jeweils dureh Zusammenfugen der 
beiden Zahlen v und v ergeben, tabellariscb zusanimen: 

I. A relatw prim gegen g. 

1 ) (=r)- + u 

(=^) = -U 


v{n) 


y I Y 


v(^n) = 


Q + l 


2 


^H(An — . 


x = + {a-Yd) 


IL A “ 0; 1) Oder c relatw prim gegen q. 


1) 2 = 4/i + 1, (|) Oder (|) = + 1 , 

^ (m) = 2 2 ~ + (2 — 1) X,/- , 

Ji + 2 l/w 

2 ) g = 47 » + l, (|) Oder (|) = — 1 , 

W = S' 2^ H_i(4» — Jc") + (2 — 1) Xj/-, 

>; = + 2 ]/» 

^ 3, 

V (n) = ^ [h(4m — k2) — H + Cs - 1) Xy~ . 

;>i + 2 ]/w 


III. A = 0, & mid c d%irch q teilbar, 

- W - + («■ - 1) + .. ■ (2l> - 2) . 

x^±2Yn 

Nebenbei bemerke man, dass die bisherigen Entwickiangen des 
vorliegenden Kapitels nirgends von der Voraussetzung Gebraucli 
maclieu, dass notwendig > 1 ist. Setzt man aber n = 1, so wird: 

(4) = 

und es ist die Mer als zweites Argument von P auftretende Modul- 
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substitution irgendwie^, nur nicbt gerade = 1 (mod. q) anzunehmen. 
Die Zahl v{l) wird dam angeben, wieviele FixjounUe die dieser Modul- 
stibsUMion migehbrige Transformation der Fldche Fq(^^-i) in sicJi hesiUt 

Um aber v(l) yermoge der vorstebenden Betrachtungen zu bestimmeu, 
merke man fiir die liierbei in Betracbt kommenden Werte der zalilen- 
theoretiscben Functionen X, H an: 

(5) = H(3) = -h H(4) = i-; 

weitere Zahlen X,, oder H werden nicbt benotigt. Wie man iibrigens 
leiclit nachweist, wird in vorstebender Tabelle fur n~l nur im Falle 
II der Wert Xy- = zur Geltung kommen, wahreiid die Glieder X 
unter I verscbwinden. Der Summationsbuchstabe % ist auf die Werte 
^7 + ib 2 eingescbrankt;, und es ist — A EH {a + Sy — 4. 

Ist nun A = 0, so ist ^ ^ + ^7 Operation 

der Periode q vor. Fiir v erbalten wir darauf libereiustiramend bei 
alien drei in 11 unterscbiedenen Bedingungen: 

( 6 ) v = (a + 3 = ±2). 

1st hingegen (a — 4 nicbt durcb q teilbar, so liefert I: 

(7) .(l)_i[5_(r^)]2'H(4-»>). 

y. - E (a -|- ()') 

Ein YOU Null verschiedenes v erbalten wir soinit nur nocb^ falls cut- 
weder c\:--}“d = 0, — Ae= — 4 oder a d ,:ee +1, — A ■ : B ist; 
und zwar ergiebt sicb: 

(8) >'-ib-(“/-)]2H{4)-.‘[5--(-ri)] + 0, 

(9) --|[«-(--/)]2H(3)- ;[4-(:^)] (ar„ + 4 

In (8) liaben wir mit den Substifcutionen der Periode zwoi in (9) init 
denjenigen der Periode drei zu tlmn. 

Alle diese fflr v erhaltenen Werte sind in der Tliat mit den aius 
I p. 437 u. f. bekannten Anzablen der Fixpuntte in voller Uberein- 
stimmung. 

§ 7. Die beiden Systeme der Classenzahlrelationen, 7“® Stufe. 

Durch Gleichsetzung der auf zweifachem Wege (functionentheore- 
tisch und arithmetisch) ausgedriiekten Zahlen v{n) entspringen nun- 
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mehr diejenigen Zatlengleidiungen, welche wir als ClassenmMrelationen 
Stufe zu bezeiclineii haben. Wir wollen bei ihrer Aufstellung 
wieder den inductiven Weg geben nnd vorab den niedersten bier iiber- 
banpt in Betracbt kommenden Fall, namlich ^=7, erledigen. Zu 
diesem Ende werden wir die Tabelle des vorigen Paragraphen mit den 
Resultaten aus § 5 des vorigen Kapitels (p. 610 u. f.) zu eombinieren 
baben. 

Die einfacbste Gestalt zeigen die Classen zablrelationen 7^®^ Stufe 
im Falle der NicMreste n von 7, da wir namlicb dann nur mit ge- 
wobnlicben Correspondenzen der speciellen Wertigkeit 0 zu tbun 
baben; die funetionentbeoretiscbe Abzablung der Coincidenzen liefert 
bier also stets i^ = 2c|)(n). Fiir die aritbmetiscbe Abzablung kommt 
entweder Formel (I, 1) oder (I, 2) der Tabelle des vorigen Para- 
grapben zur Verwendung, je nacb dem Werte von (a + d). Man 
wird aber alle Werte (a + (i), welcbe mod. 7 zu unterscheiden sind, 
dadurcb gewinnen konnen, dass man: 

(1) a + ~ ]/ — 7tn (mod, 7) 

setzt und fiir % nacb einander die Werte 0, 1, 2, 4 eintragt. Es wird 
alsdaun — A ~ — n(!jt 4), so dass fiir :7r = l, 2 die Formel (I, 2), 
fiir = 4 aber die Formel (I, 1) zur Verwendung zu bringen ist. 

Bevor wir die Olassenzablrelationen wirklicb binscbreiben, leiten 
wir nocb eine Gleicbung ab, welcbe die jetzt in Betracbt kommen- 
den Zablsymbole X(n) betrifft. Wir baben deren bier drei, namlicb 
^17 ^2 7 ^ 4 ? besteben zufolge der Definition der X die Glei- 

chungen: 

+ Xg + \ ^ ^^7 

A < j/n 

ci>-(X,+ X, + X,)=2’^- 

A < j/n 

Nehmen wir also das Symbol in der friiheren Bedeutung (p. 184): 

( 2 ) 

A < Yn 

wieder auf, so ergiebt sicb als Identitat: 

(3) (D_Y = 2(X. + X,+ X,), 

nnd diese werden wir gleicb benutzen. — Bei der Scbreibweise der 
Summen in den nacbfolgenden Relationen gestatten wir uns tibrigens 
nocb die unwesentlicbe Abkiirzung; 

Klein -Frioke, Modnlfiinctionen. IT. 


42 
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w 2 ^ 2 - 2 :. 

— Ttn y — Tin f/^ • ]/ — n 

Als System der Classenmhlrelationen siebenter Stufe filr die quadra- 
tischen NicJitreste n von 7 ergieht sich nun: 


( 5 ) 


’ 2^ H (4« — %") = <P{n), 

y — n 

2 ^ H { 4 :% — %^) = 0(^) j 

4 ]/ — n 

32 H (4« - = 2ct>(n) - 12 , 

0 

3 2 H (4« - = 2C5W - 6X,^^„(n) - 6X,^_ («,). 


Die letzte Relation lasst sich vermoge der Gleichuiig (3) iiocli in die 
neue Gestalt nmsetzen: 

(6) ^2 H = 3V(n) — (p(n) + 6 (n) . 

Diesen Tier Relationen siebenter Stufe reiheii sicli weitere funf 
fiir die quadratischen Eeste n von 7 an. Man scbreibe bier: 

(7) a-\-d = yxn, (mod. 7) 

und nehme wieder fiir jr die Werte 0, 1, 2, 4. Die Formel (I, 1) der 
Tabelle kommt dann nur fur ar = 1 zur Verwendung, die Formel (I, 2) 
aber fiir jt = 0, 2; fiir jr = 4 endlicb hat man nach einander die 
beiden Formeln (II, 3) und (III) zu verwenden. Dieses letzteren Dm- 
standes halber haben wir jetzt eine Relation mehr als bei den Nicht- 
resten n. Auf der anderen Seite haben wir fiir tc = 0, J, 2 die 
Formel (11) p. 611 der functionentheoretischen Abzahlung zu verwenden, 
und zwar entsprechen den Werten st = 0, 1,2 die Werte 7c = 4, 2, 0 
der citierten Formel, wie man nach den damals gegebenen Regeln 
leicht feststellt. Fur a; = 4 ist Formel (II, 3) gleichfalls mit (1 1) 
p. 611 zu combinieren, wobei 7c = 3 zu nehmen ist; dagegen kommt 
bei jr == 4 und Formel (III) der unter (10) p. 610 gegebene Wert fur 
V in Betracht. 

Nach Abschluss der hiermit skizzierten Zwischenrechnung gewinnt 
man als System der Classengahlrelatimen siebenter Stufe - fur den Fall 
der quadratischen Beste n von 7 die nachfolgenden fiinf Gleichungen: 
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^ ^ H (4w — = 0(w) -j- 

U 

^2 ^ ~ 

4:yn 

. 3 2 H (4m - = 3 Y(n) - 0 (w) + 6 Xy^(n) , 

]/« 

7^[h (4« - _ H (1”5^-)] -40(,.) - ,2 X,,,(.,) + 2«„), 
84^ H = 0(m) — 24 Xy^(n) - 3^(m) . 

'- 2V'k 


Bei der dritten unter diesen Gieichungen wurde librigens von der 
Identitat (3) Gebrauch gemacbt. Das Glied ^(n) ist bier iiberall die 
von den Integralen erster Gattung gelieferte Entwicklungsfunction 
siebenter Stufe. — 

Um die Relationen (5), (8) an einem Beispiele zu verificieren, stellen 
wii folgende Tabelle der Anfangswerte von H(m) zusammeu, die aueh 
spaterbin noeb zur Verwendung kommen soli: 


m 

3 

4 

7 

8 

11 

12 

15 

. 16 

19 

H 1 

i 

i 

1 

1 

1 

i 

2 

-1 

1 

m 1 

20 

23 

24 

27 

28 

31 

32 

35 

36 

H 1 

2 

3 

2 

-1 

2 

3 

3 

2 

i 


Nebmen wir nun beispielsvsreise m = 9, so kommen die Relationen (8) 
in Betracht, und es ist: 


0(9) = 13, Y(9) = 8, X^,-(9) = |, ^(9) = -3. 

Die erste Formel (8) giebt daraufbin 4H(36) = 0(9) + ^(9) = 10, 
was mit der Tabelle (9) ubereinstimmt. — ’ 

Die Gleicbungen (5) und (8) konnten, wie scbon in der Einleituug 
zum vorliegenden Kapitel gesagt wurde, in dem Sinne als die beiden 
„Systeme“ der Classenzahlrelationen siebenter Stufe bezeicbnet werden, 
als sich jcde iiberhaupt bei Transformation 7*®“' Stufe erreicbbare 
Classenzahlrelation als lineare Combination der Relationen (5) bez. (8) 
darstellen lassen muss. Hier subsumiert sicb zumal aucb die Classen- 
zablrelation erster Stufe, und wir wollen sie z. B. im Falle eines 
Restes n aus den fiinf Relationen (8) durcb Combination berstellen. 
Bezeicbnen wir die linken Seiten dieser Relationen kurz durcb G--^, . ., 
Q^, so wird die Combination: 


42 * 
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42 G, + 84.G,+ 56 G^+24:G,+ 2 G, 

zufolge leieliter Rechnung 168 (4^ — d. i. das 168-faclie der 

linken Seite der Classenzahlrelation erster Stufe (9) p. 184 ergeben. 
Als Bestatigung unserer Behaiiptung erhalten wir aber aus der ent- 
sprechenden Combination der rechten Seiten (8): 

42((J) + tf;) + 84(0-~i/^) + 56(3¥-(D + 6X^-) + 24(4cD~-12X^~+2V;) 

+ 2(tD - 24 X^- 3^) = 168(cD + ¥), 

d. i. in der That die 168-fache rechte Seite der Classenzahlrelation 
erster Stufe 


§ 8. Allgemeiner Ansatz fiir die Classenzahlrelationeai Stufe. 


'Um bei der allgemeine Primzahlstufe q wenigstens den Ansatz fiir 
die zugehorigen Ciassenzahlrelationen zu gewinnen^ rniissen wir auf die 
p. 620 gegebene Verabredung betrejffs der Congruenz der Reprasen- 
tantensysteme Stufe zuriickgreifen. Sind 'h und u zwei Transfor- 
mationsgrade^ die ini quadratischen Charakter mod. g libereinstimmen^ 
so sollen die beiden fiir die Reprasentantensysteme zu Grunde zu legen- 

den Schemata ^ y 0\r) ™ Sinne der damaligen Verabredung 

einander congruent sein. Es findet dann insbesondere die Congruenz 
statt I 


(1) 


{a ¥ __ {a -f* 

n' n 


(mod. q), 


und indem wir den gemeinsamen Wert der linken und reeliteu Seite; 
dieser Congruenz etwa wieder jt nennen, lost sick (1) auf in: 

(2) a-\-d = 'yn%, a d' n , (mod. g). 

Man nehme nun zuvorderst wieder den einfaclieren Fall der qtia- 
dratischen NicUreste n. Da werden wir die Zahl it der Keihe nacli 
mit 0 und mit den -|■(5 — 1) Nicktresten von q identifieieren miis-sciq 
so dass insgesamt ^(3 + 1) Werte it in Betrackt komineu. Der Wert 
^ = ^ ist nickt darunter, und eben dieserkalb wird — Az..~n(it d) 


*) Die beiden Systeme der Ciassenzahlrelationen 7*“ Stufe wurden (in etwaa 
anderer Bezeichnungsveise) bereits vollstiindig von Hrn. Gierater angegeben (in 
den Mathem. Annalen Bd. 22 p. 198, 1883); es vrar dies der orate Ball, bei 
welcbeni Bir. Gierater die im Texte mit ip(n) bezeiobnete zahlentbeoretiscbe 
iunotion, wie wiederbolt bemerkt wnrde, erfahrnngswoise in der richtigen Art 
definierte. Die im Texte befolgte Ableitnng der Eelationen 7‘“ Stufe -wurde von 
Hrn. Hurwitz in Bd. 26 der Mathem. Annalen (1884) entwickelt. 
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gegen q relativ prim sein, so class nur der Fall I der Tabelle § 6 ziir 
Geltung kommt. Mogen jetzt des naberen durch allgemein diejenigen 
Zalileu % bezeichnet werden, ftir welche % — 4 quadratiscber Rest von 
q wird; nnd durch % diejenigen mit eineni Mcbtrest — 4). Fiir 
den aritlimetisehen Ansdruck von v{n) kommt alsclann bei einer Zabl 
7t^ die Formel (I, 2) der Tabelle des § 6 zur Verwendung^ bei einer 
Zahl jTg aber Formel (I, 1). 

Durch Angabe der Zahl % ist das Schema des Reprasentanten- 
systems nur erst beschrankt, aber noch nicht eindeutig bestimmt. Dm 
also die functionentheoretische Abzahlung von p= 633 in Anwendung 
zu bringen, miissen wir unter den verschiedenen^ zu diesem % gehoren- 
den Schemen ein einzelnes auswahlen; und indem wir ja ftir alle 
Nichtreste n die Reprasentantensysteme mit diesem Schema congruent 
wahleUj liefert Formel (9) p. 633 ein Resultat der functionentheore- 
tischen Bestimmung von v{n\ das wir in die Gestalt setzen: 

v(^n) — 2(p(n) + + • • • + 

Das Wichtige ist nun^ dass jede andere Auswahl unter den zu % 
gehorenden Schemen wiederum zu eben diesem System ganzer Zahleii 
tTt,i zuriickfiihren muss; denn es ist der arithmetische Ausdruck von 
viji) von dieser Auswahl unabhangig, und zwischen den %^{n) 

kann keine fiir alle Nichtreste n giiltige lineare Identitat bestehen. 

Wir haben also fiir die Nichtreste n insgesamt nur verschiedene 

ZaMsysteme uud nicht etwa wie wir im vorigen Kapitel 

ziivorderst annehmen mussten. 

Q I-,- 

Die fertigen AnsdUe der Classenzdhlrelationen Stufe fur 

die quadratischen Nichtreste n sind nun^ wie man leicht combiniert: 


(3) 


iH-2 H (4w — jc^) = 2<P(n) + H j- t„^,,uX,u(n) , 

Yfii n 

— 0—1) W + • 


Auf den linken Seiten dieser Gleickungen haben wir von der in (4) 
§ 7 eingefuhrten abkiirzenden Schreibweise der Summationsbedingungen 

Gebrauch gemacht. 

Etwas mannigfaltiger gestaltet sich das System der Olassenzahl- 
relationen q^^^ Stufe fiir die quadratischen Beste n von q. Wir setzen 
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hier zunachst gerade wie vorhin an: 

a + d~ ]/%% , — A = n{% — 4), (mod. q) 

und mtissen nun % nacla einander mit 0 und den — 1) Resten von 
q identiscli nehmen. Indem wir den Wert ut = 4: vorab ausschliessen^ 
mogen wir die ^{q — 1) tibrigen % durch oder bezeichnen^ je 
nacbdem {% — 4) Nicbtrest bez. Rest von q ist. Von diesen Zablen nt 
aus erhalten wir dann \{q — 1) Classenzahlrelationen der beiden ersten 
unter (4) anzugebenden Typen. Plir jr ^ 4 wird A durch q teilbar, 
und nun kommen die Palle (II) und (III) der Tabelle des § 6 zur 
Geltung. Erstlich der Fall (III) liefert fiir alle n eine Relation, die 
man an dritter Stelle unter (4) angegeben findet. Dagegen erfordert 
der Fall (II) die Unterscheidung, ob g = 4/i + 1 oder 4/i + 3 ist, 
und hierauf beziehen sich die Angaben, welche sogleich unter (6) und (6) 
folgen. Bezuglich der ganzzahligen Coefficienten s gelten ganz analoge 

Bemerkuugen, wie Tiber die t bei den Nichtresten n\ man hat 

q I g 

hes. unterschiedene Zahlsysteme s, je nacMem q = ih 1 oder 

= 47i + 3 ist. 

Das System der Classenzahlrelationen Stufe fur die quadratischen 
Beste n ist hiernach das folgende: 


1. 


2 + 1 


( 4 ) 


2 Belationen, die fur alle n eooistieren: 

^ ^ H(4w — rF) == 2c|3(ra) + -| f- Sn,,i4'^{n) , 

'YTZj.n 

^ 2ct>(n) + ^TCn, 

■ 2 - 2 ®(») - - 1 ) % (”) 

^ + Sj (n) + • • • + Si I 


II. Zwei nur hei q — Ah 1 eintretende Belationen: 

2 ‘2 H+i(4n — = 2 (t)(w) — (2 — 1) Xy-(M) 

+ sf+i)f^(n) + . . . + ipx(n) , 
2 ‘2 H-i(4« — %^) = 2 ct)(n) - (2 — 1) Xy-{n) 


( 5 ) 
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III. Eine nur filr q = 4:Ji — 1 eintretende Melation: 


( 6 ) 


^Vn 




9N II 


= 2ct)(w) — (g_l)X^-(H) 


Die unterschiedenen Coefficientensysteme s haben wir hier stets durch 
untere oder obere Indices auseinander gehalten. 

Die wirHicbe Bestimmnng der Ooefficienten s oder t der einzelnen 
Classenzablrelation wird man jetzt dadurch ausfuhren konnen^ dass 
man in die betreffende Relation X bez. ft particulare Werte n eintragt 
nnd das solcherweise entspringende Gleiebungssystem nacb den s 
bez. t auflost. Es soil dies jetzt nock am Beispiele q — 11 durcb- 
gefiihrt werden. 


§ 9. Fertige Gestalt der beiden Systeme der ClassenzaMrelationen 

elfter Stnfe. 

Nacb den Regeln des vorigen Paragrapben baben wir bei ^=11 
sechs Classenzablrelationen ftir die Nicbtreste oi und sieben fiir die 
Reste; in jenen Relationen werden die zwei Entwicklungsfunctionen 
elfter Stufe Geltung kommen^ in diesen die drei 

Punctionen 

Um wieder mit den Nichtresten n zu beginnen, so baben wir bei 
ibnen die im vorigen Paragrapben durcb % bezeicbnete Zahl der Reibe 
nacb mit 0, 2; 6, 7, 8, 10 zu identificiereUj und zwar kommt ins- 
besondere fiir 7t^ und 

(1) = 1, 8 und = 6, 10, (mod. 11). 

Nebmen wir z. B. = 2, so wird aus (3) § 8 folgen: 

(2) 6 V H(4w — X®) = 2 cb(n) + 

Man trage in diese Gleichung nach einander n = 2 und n = 6 ein, 
wodurcli mit Hulfe der Tabelle Ton p. 616 die beiden Gleicbungen 
entspringen; 

12H(4) = 6 = 6- t,, 12H(23) = 36 = 24 + 

dieselben liefern = 12, = 0. Damit ist der Ansatz (2) fertig 

bestimmt, und man wird die erbaltene Relation jetzt leicbt durcb Ein- 
tragung der weiteren Specialwerte ^^ = 7,8, *• bestatigen. — Control- 

Wegen der Werte H sebe man die Angaben (9) p. 659. 
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reehnungen, wie die hiermit angedeutete, wird man selbstverstandlicli 
auch bei der Bestimmung der iibrigen Relationen immer wieder an- 
bringen konnen. 

Obne noch weitere Zwischenreebnungen durehzufubren, moge jetzt 
sogleich das System der ClassensaMrelationen After Stufe fur irgend einmi 
Nichtrest n angegeben werden; man findet: 

3 ]/ — n 

3 ^ H(4w — 5c®) = ct)(«) + 3 %i{n) , 

51 /— « 

3 ^ H(4w — x^) = <t>(w) + 3 z^{n), 

(3) .' 

5 ^ H(4m — xP) = 2<1>(k) — 20 X,^— (w) — 4xi(«) 

0 

b^Hi4:n-x^) = 2cb(n) - 10 - 10 

'■ — 4z,(50 — 4%2(w). 

Will man durch Combination dieser Gleichimgen die Olassenzahlrela- 
tion erster Stufe gewinnen, so ist nocli die Identitat zu beniitzen: 

(4) 2 (X, + X 3 + X, + X 5 + X,) = 0 MS 

welche der bei der siebenten Stufe geltenden Relation ( 3 ) p. 657 genau 
analog isi TJbrigens fiihrt dann die Combination: 

10(?i + 10(?2 + IOG3 + + 6 ( 7 ,, 

wie man leicbt aasrechnet, zur Olassenzahlrelatioii erster Stufe bin; 
dabei sind unter (tj, Gg, . . . die Gleichnngen (3) der Reihe nacb vnr- 
standen. 

Zur Ableitung der sieben bei den liesten n eintreteiiden Rela- 
tionen hat man tc der Reihe nach gleich 0 , 1 , 3 , 0 , 5, 4 zu setzeii, 
und zwar ist des naheren: 

(5) jTjl = 0, 1 , 3; sowie 7t^ ™ 9, 5, (mod. 11 ). 

Zu den gehoren drei Relationen vom ersteii Typus (4) § 8 , zu den 
7t^ aber zwei vom zweiten Typus (4) § 8 . Weiter ist sodami nocli 
:nf = 4 zu nehmen, und f'iir diesen Wert tritt die einzelne Relation 
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(6) § 8 sowie die drilte Rel.Ho. (4) g 8 eia Ohn, uns ietet noch 
water be, den iiwisckenreehnmgen aufeulielten, gelen w,V hier so- 

»./■« /»■* 

3 ^ H (4« - = (]>(„) + ^ 3 ^ 

3 2 H (4w - = (I)(w) - („) _f_ 3 ^ 

Yn ■ 

3 ^ H (4n - x^) == cD(„) + ^ 3 


( 6 ) 


- 2 H ( 4 w - = 0(„) _ 5 x.^,-(w) _ 5 X 

3 j/ » 

2 ^ H ( 4 >^ - = 0(«) _ 5 x^^_(,,) _ 5 

4]/w 

— ^2(«) - 2^s(ra), 

330 ^ H(4k - = 0(„) _ 60X^-(w) + 5i,,(n) 

dj/,7 

-21^,(«)_12^3(w), 

T 2 - H = 2 cD(w) - 10 Xx-(«) 

— Tjj^ {n) + 2 ^2 (n) — 2 (n ) . 

ox X. Combination, welche hier auf die Classenzahlrelation erster 
fetaie fiihrt, wird durch: 

55 6?i + llOG, + 110 (?3 + 132^4 + 132(^6+ + 60 6^, 

gegeben *). 


Betreffs der zusammengesetzten Stufenzahlen, die wir nicht mehr 
behandeln, mogen wir bier etwa noch die auf w = 8 beziiglichen 


'*•) An Classenzahlrelationen 11*“ stufe hat Hr. Gierster (Math Ann 
JJcl. 22) erne fur die Eeste n und gleichfalls eine fur die Nichtreste verm6™ 
seiner Betrachtung der Hauptmoduln ableiten kSnnen. Dieselben stellen solche 
Verbindungen der Eelationen des Textes vor, in denen Symbole oder v nicht 
vorkommen. Ausserdem giebt Hr. Gierster als wahrscheinlich bestehend eine 
solche Eelation ll‘“ Stufe an, in der die Function anftritt. Das vollstandige 
System unserer Eelationen ist von Hrn. Hurwitz in den Leipziger BerichtL 
vom 15. Dec. 1881 ohne Beweis mitgeteilt. Die Bezeichnungen des Textes sind 
gegeniiber den dortigen ein wenig modificiert, 
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EotwicMungen Yon Hurwitz (in Crelle’s Jonrn. Bd. 99, 1885) er- 
wahnen, welche sich an eine schon gelegentlicli genannte Unter- 
suchnng Kronecker's (in den Berliner Monatsber. yom 19. April 1875) 
ansckliessen. Die Classenzablrelationen der achten Stufe werden dort 
indessen anf ganz anderem Wege, ntolich durch analytiscbe Umfor- 
mung der Reibenentwicklimgen ftir gewisse cubisclie Verbindiingen 
der '^-Nullwerte gewonnen. Diese Entwickl ungen bleiben 

ihrer Natur nach ausserhalb unserer vorliegenden Darstellung. 



Sechstes KapiteL 

Voii der algeTbraisclieii Darstellmig der Modiilareorrespondeiizeii. 

Im zweiten Kapitel des vorigen Absclmitts haben wir die Auf- 
gabe, algebraisclie Correspondenzen auf einer Riemann^schen Flaehe 
Fn aiich wirklich mit algeiraische^z Hiilfsinitteln darzustellen, immerfort 
hinaasgeschoben. Algebraische Punctionen F(x, y | I, von vier 
Flaclienpunkten^ mit denen wir damals stets arbeiteten, warden dort 
in der That nur erst vermoge der transcendenten Primform definiert. 
Aber bei diesen transcendenten Darstellungen kam das eigentliche alge- 
braische Gesetz, das der einzelnen Correspondenz zu Grunde liegt, noch 
nicht explicite zur Evidenz. Wir werden demnach jetzt den einzelnen 
Plachenpunkt mit Hiilfe eines bestimmt gewahlten Systems algebraisclier 
Functionen oder Formen fixieren xind dann nach den dlgebraischen 
Relationen zwischen diesen bestimmten Fzmctionen je zweier correspond 
dierenden Fldchenpunkte suchen. 

Nachdem wir in den ersten Paragraphen einige allgemeine hierauf 
beziigliche Erorterungen vorausgeschickt haben, gehen wir dann so- 
gleich zur algebraischen Darstellung der Modularcorrespondenzen iiber. 
Doch beschranken wir hierbei unser Untersuchungsgebiet von vorn- 
herein, indem wir nur einige besonders naheliegende Classen von 
Modularcorrespondenzen besprechen wollen. In der That werden wir 
explicite nur die der siebenten Stufe^ sowie die ausgezeichneten 

Gruppen ,und der Stufen 8 und 16 betrachten. 

Bei der f^gg werden zufolge der ^,Einfachheit“ der Gruppe 
alle Verhaltnisse die durchsichtigste Gestalt annehmen, so dass zur 
Erlauterung der bei der algebraischen Darstellung der Modularcorre- 
spondenzen eintretenden Gesichtspunkte die f^gg das zweckmassigste 
Beispiel abgiebt. Indem wir dasselbe etwas ausfiihrlicher besprechen 
wollen, werden wir hier am Ende des zweiten Bandes zu eben jenem 
algebraischen Gebilde jP^gg des Geschlechtes p = 3 zuriickgefiihrt, 
dessen ausfiihrliche Theorie den Abschluss von Bd, I bildete. 

Die beiden Gruppen fgg* und fgg^ sind in historiseher Hinsicht fiir 
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unsere neuen Fragen die interessantesten. Indem wir namlieh "behiifs 
algebraischer Fixierung des einzelnen Flachenpunktes die Modulsysteme 
yh, ]/F bez. yivy yiz zur Benutzung heranzieheii; werden die Rela- 
tionen zwisclieii je zwei correspondierenden Flachenpunkten gerade 
diejenigen irrationalen Modulargleichungen lieferii^ bei denen wir sclioii 
oben p. 154 ff. ausfuhrlich verweilten. Wie wir sclion damals an- 
gabenj beziehen sich auf diese Relationen der Transformatioiistlieorie 
neben den friiheren Entwicklungen von Legendre, Jacobi, Giitzlaff 
namentlich anch die neueren von Scbroter, Krause u. A. Indem 
wir bier also mit einem viel bebandelten Gegenstande zu tliun baben, 
muss es von allgemeineni Interesse sein, dass von tinserer Theorie der 
Modularcorrespondenzen aus jene irrationalen Gestalten der JacoMschen 
Modulargleichungen die nakirgemdsse AufMdrung Hires eigentlicJien Wesens 
fanden^ wie wir dies scbon p. 156 erorterten"^*). — Aber aucb um- 
gekebrt konnen wir vermoge der algebraischen Hulfsmittel, welcbe mis 
zur Hand sein werden, von den ausgezeichneten Gruppen 
aus eine systematische Behandlung der irrationalen JacoMschen Modular- 
gleichungen anbabnen. Die biermit bezeicbneta Aufgabe bat fur die 
Hr. E. Fiedler in seiner inbaltreicben Leipziger Dissertation 
(von 1885) bebandelt. Aus der letzteren werden wir weiterhin zahL 
reicbe Einzelresultate anfiihren, wahrend wir zum Zwecke aller prin- 
cipiellen tJberlegungen, wie scbon bemerkt, lieber an die Gruppe 
ankniipfen. — 

§ 1. Darstellung einer algebraischen Function zweier Flachenpunkte 
Xj y durch algebraisehe Functionen von x Oder y allein. 

Die beiden Punkte § und rj dacbten wir bei der einzelnen Function 
y \ h V) beliebig, aber fest gewahlt, so dass F nur noeli als 
Function der beiden Stellen x, y zu betrachten ist. Wir bezoicluieu 
sie in diesem Sinne durch Fix, y) und mogen in F{x, y) bei stehen- 
dem y eine m-wertige algebraisehe Function von x besitzen, bei 
stehendem x aber eine ^i-wertige algebraisehe Function von y. Mit 
Riicksicht auf die Verwendung, welche wir Ton F(x,y) zu machen 


*) Tergl Merzu die oft genannte Programmnote Ton Klein, Theorie 
der elUptiseJien Modvlfunetionen , Math. Ann. Bd. 17 (1879), sowio die gleichfalls 
schon gelegentlich genannte Notiz Ton Hurwitz, Zur Theoiic der Modular- 
gleichungen, Gottioger Nachriebten von 1883. 

JJher eine hesondere Glasse irrationaler Modular gleichungen der elUptischen 
FtmcUonen, abgedmckt in der Yierteljahrsscbrift der Ziiricher Naturforsclienden 
Gesellscbaft Band 30. 
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habeii; fiiliren wir jetzt die sehr beschrankende AnBahme ein, dass die 
Unstetigkeitspunkte von F, als Function von unabbangig von der 
besonderen Lage des y sein mogen, und zwar sollen sie etwa bei 
liegen; entsprecbend sollen die Unstetigkeitspunkte von F, 
als Function von y gedeutet^ unabliangig vom besonderen Werte des 
X bei liegen. Weitere Voraussetzungen macben wir iiber 

F nicbt und werden uns ubrigens bernacb tbatsaclilicli tiberzeugen^ 
dass die iiber F(Xy y) getroffenen Festsetzungen bei den Functionen 
F der Correspondenztheorie wenigstens in einigen, weiterbin zu be- 
zeicbnenden^ Fallen zutreffen. 

Um eine algebraiscbe Darstellung der von x und y algebraiscli 
abbangenden Function F der Flacbe anzubabnen, geben wir auf den 
Riemann-RoclVscben Satz zuriick. Zufolge desselben wird bei steben- 
dem y die Function F(x^ y) bomogen und linear mit von x unab- 
bangigen Coefficienten in (m — p + + 1) speciellen Functionen 

darstellbar sein, deren einzelne m-wertig ist und an den m Stellen 
unstetig wird. Es ist aber moglicb, dass fiir die Dar- 
stellung unserer besonderen Function F(x^ y) gar nicbt alle 

m — jo +• r + 1 

linear unabbangigen algebraiscben Functionen mit den Unstetigkeits- 
punkten erforderlicb sind. Im letzteren Palle werden wir 

die Anzabl der wirklicb zu braucbenden Functionen moglicbst gering 
nebmen und mogen etwa mit den s Functionen tps(oo) gerade 

ausreicben, wobei also: 

(1) s — p + t 1 

ist. Dank unserer Annabme, dass die Lage der Unstetigkeitspunkte 
von dem besonderen Werte y unabhangig sein soil, baben 
wir so fur jedes y eine Darstellung: 

(2) F{x, y) = -f + • • ■ + 

unserer Function F von x, wobei die ipi(x) die schon gencwwiten Func- 
tionen von X allein sind, ^vdhrend die Cj^, . . .,Cj, nur noch allein von y 
dbhdngig sein werden. 

Man bemerkt nun sofort, dass Cj, ...,Cs algebraiscbe Func- 
tionen der Stelle y sein miissen. Um die c aber als solche aus (2) 
explicite zu bereebnen, tragen wir in diese Gleicbung naeb einander 
fur X die s speciellen Stellen ein, die nur so ausgewahlt 

sein mogen, dass die s-gliedrige Determinants | #(s;) 1 von Null ver- 
scbieden ist. Letztere Forderung wird leicbt erfullbar sein, da die 
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• • V tsi^) ein System linear -unabliangiger Functionen der Flaclie 
sind. Die s Gleiclinngen : 

F(Xi, y) = + • • • + c,^,{Xi) 

werden wir nun nach den Unbekannten , .,Cs auflosen konnen 
und finden letztere solcbergestalt explicite als Functionen von y allein 
dargestellt^ wobei als Unstetigkeitspunkte derselben offenbar ^ 2 ? • 
fungieren. Setzt man daraufhin Cj^ = %k{y\ so ergieU sich fur F{Xj y) 
die Darstellung: 

(3) F(x, y) = il’iix)%^{y) + t^(x)x^(y) + h i>s(i^)%«iy) 

durch die Functionen 'iphipc) und %h{y) von x hez. y allein, 

Man bemerke, class in Formel (3) auch die s Functionen %{y) 
von einander linear -unabhangig sein mdssen. Ware namlicb etwa 
eine lineare Verbindung der voraufgehenden (s — 1) Functionen, so 
batten wir leicbt ersicbtlicb auch in Formel (2) bereits mit {s — 1) 
Functionen ip reichen miissen, unserer Annahme zu wider. Bei dieser 
Sachlage waren wir zur ganzen Zahl s notwendig auch dann gefuhrt 
worden, wenn wir die Betrachtung nicht mit den sondern mit 

den %jc{y) begonnen batten. Die game Zahl s ist somit unserer Function 
F(Xj y) eindeutig mgeordnet und gieht einen eigentiimlichen Gharakter 
dieser Function meier Fldchenjgunhte an; nattirlicli bestehen nun zu- 
gleicb die beiden Bedingungen: 


[5 < m — j) + r + 1 ; 
\s < /i— jp + r'+l, 


wo t die Anzahl linear-unabhangiger Formen (p ist, die zugleiclx in 
den m Punkten verschwinden, wiihrend z' die gleiche Be- 

deutung fiir . . ., % besitzt — 

Die Darstellung der 'ilJk(jv)j %k{y) durch speciell gewahlte alge- 
braische Functionen oder auch algebraische Formen der Flache wer- 
den wir jetzt nach den bezuglichen Regeln im ersten Kapitel des vor- 
liegenden Abscbnittes leisten. Nach p. 488 konnen wir erstlich 
als Quotient: 


( 5 ) 


AiF) == 




^2) 


zweier ganzen algebraischen Formen der gleichen Dimension v dar- 
stellen; dabei werden sich unter den nv Nullpuukten von auf der 
Fn insbesondere die m Punkte finden, so class nv > m ist. 


*) Yergl. fiir die bisherige Entwicklung Clebsch-Lindemann, Vorksungen 
ilher Geometrie, Bd. I vierte Abteilung, Kap. YIIL 
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Trifft Lierbei das Ungleieliheitszeiclieii zu, so mogen die (nv — m) 
ferneren Nallpunkte von Qq etwa + ^n.v genannt werden. 

Neben Gq und G^ fiibren wir alsdann nocb die (s — 1) weiteren 
ganzen Formen: 

(6) , ^ 2 ) = iPi (x) • Gq^^^ (^ 1 , x^') 

fur i = 2^ • • - j 5 ein. — Ein entsprecbender Ansatz knilpft sicli an 
die z{y)j wo wir zu ganzen Poi’men der Dimension v gefiibrt warden 
mogen; zum Unterschiede gegen (6) bezeicbnen wir letztere Formen 
durcli — 

Nunmehr fiihre man die von mei Stellen x imd y der Fn dblidn- 
gende gan^e algelraische Form: 

(7) <t> (x^ ,os^\tJi,y2) = F Qc, y) ■ Go (x^, x^) ■ {y^ , y^) 

ein. Dieselbe wird in den beiden Variabelenreihen die Dimensionen 
V bez. V zeigen; sie wird auf der Flacbe nirgends unendlicb werden 
und in Anbetracbt des Verschwindens zunachst das VerFalten von 
F{x^ y) zeigen; ausserdem aber kommen als Function von x die 
{i%v — m) festen (d. i. von y unabbangigen) Nullpunkte • • •? Lr 

hinzu und als Function von y gewisse (nv — g) feste Nullpunkte 
Filr die somit construierte Form O aber ergiebt die 
vorangehende Deduction^ unmittetbar die Darstellung: 

(8) I yd = G,H, + G,H, + • . • + G^H , . 

Fiir die Darstellung der einzelnen Formen G, H konnten wir nun 
waiter jene Regain in Anwendung bringen, die friiher (p. 489) allge- 
mein in dieser Hinsicht entwickelt warden. Wir wiirden also vorab 
eine Minimalbasis ganzer Formen der Flacbe Fn auszuwablen haben^ 
um in dieser jede einzelne Form G^ H in der bekannten Gestalt dar- 
ziistelleii. 


Ganz analoge Betracbtungen kniipfen sicb an die Darstellung von 
F(x^y), falls wir die ternare Formentbeorie auf Grundlage einer 
ebenen Curve Gn gebrauchen wollen. Docb setzen wir bierbei der 
Einfacbbeit balber gleicb voraus, dass die Grundcurve Cn singulari- 
tatenfrei sei, eine AnnabmCj die aucb den allgemeinen Entwicklungen 
p. 497 ff. zu Gruude liegt; einzig dieser specielle Fall wird spaterbin 
Verwendung finden. 

Wir verfabren nun folgendermassen: Auf der Cn stellen wir erst- 
lich wieder 'ipiipo) als Quotienten zweier ganzen Formen: 


(9) 




9: , Xg f 


« 8 ) 

® 3 ) 


der Dimension v dar, wobei wir natiirlicb diese ganze Zabl v mbglicbst 
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niedrig gewahlt denken. Die „Curve^^ g^{xi) = Q wird alsdami auf der 
Gn erstlich die m Punkte ausschneiden, ausserdem aber 

{yn — m) weitere Punkte Lr; natiirliclx kann anch der 

besonders einfache Fall eintreten, dass nv = m wird, wo alsdann 
ausser den nene Sclinittpunkte der mit gQ= 0 nicht 

eintreten. Neben haben wir jetzt noch die weiteren ganzeii 

Formen ^ 0 ^ 2 ; • • •? welche nach p. 501 wieder gauze 

liomogene Verbindimgen Dimension von x^ sind; wir be- 

zeichnen dieselben mit g^, • • g^* Die Behandlung der x(y) geht 
denselben Weg, and bier moge insbesondere die „ Curve “ der 
Ordnung hQ(y^) — 0 auf der Gn neben den g Punkten • • •? 
noch die (nv' — g) weiteren anssclineiden. Nach Ana- 

logic von (7) wird man demnachst die game^ doppelUerndre Form der 
Dimensionen v be^. v in den beiden Varidbelenreihen: 

^2? ^3 I Vi) y^j 2/3) == F(Xjy) • gQ(Xi) \(yi) 

herstellen and hat alsdann filr diese Form die explicite Farstelking: 

(11) 1 2/i) = pi (xi) \(y^ + 9^(^i) \(yi) + • • • + gs(^i) Kiyd 

in rationaler ganger Gestalt durch die Xi imd yi. Natiirlich haben wir 
bei stehendem Punkte y bez. x der Gn in cb = 0 die Gleichung einer 
algebraischen Curve der Ordnung v bez. v'j wobei das eine Mai die 
Xij das andere Mai die yi die laufenden Coordinaten sind, and wir 
gewinnen betreffs des Durchschnitts dieser Curve mit der Grundcurve 
Gn das Resultat: Bei stehendem y schneidet die Curve cb = 0 a/uf der 
Gn erstlich die Nullpunlcte von F(Xj y)y fur diesen Bunkt y als Function 
von X betrachtetj auSy uberdies aber werden noch (nv — rn) festCj d. i. 
von y unabhdngige PunMe ausgeschnitten. (Zufolge unserer Armahme, 
dass V moglichst niedrig gewahlt sein soil, lassen sich tibrigens diese 
hinzukonamenden Nullpunkte nicht etwa dadurch. verringern, dass man 
bei den gk(x^ einen gemeinsamen, in den Xi rationalen Factor ab- 
sondern konnte.) Entsprechend wird cb = 0, bei stehendem x in den y,- 
gedeutet^ erstlich %vieder die hetreffenden Nullpunlcte von F aiisschneiden^ 
ausserdem aber noch die (nv ^ g.) PunUe deren Page von 

X undbhdngig ist. 

Naturlich konnten wir nun auch die auf eine Raumeurve des , 
des B^ u. s. w.^ gegriindete Formentheorie zur expliciten Darstellung 
der reckten Seite von (3) benutzen. Indessen finden derlei Entwicli- 
lungen weiterhin doch keine Anwendung und brauclien deinuach hier 
nicht weiter besprochen zu werden. 
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§2. Von der Darstellung der algebraiscken Correspondenzen durcli 
algebraisclie Gleiehungen^). 

Unter den Functionen F(x, y | der Correspondenztheorie 

sind es niir die hei den getvdimlichen Correspondemen einer positivcn 
Wertigkeit auftretenden bei denen die im vorigen Paragraplien ilber 
F gemacliten Voraussetzuiigen zutrefiPen; dabei sind die niillwertigen 
Correspondenzen denjenigen 7 on positiver Wertigkeit zuzureclinen. 
Man wolle sick namlicli vermoge der transcendenten Darstellung des F 
tiberzeugen, dass die Unstetigkeitspunkte Yon F^ als Function von x 
angeseben, sowobl bei singularen, wie bei negativ-wertigen Correspoii- 
denzen keineswegs von y unabhangig sind 5 bier also trifft die wesent- 
liche Voraussetzung der Entwicklung des vorigen Paragrapben nicbt 
ein. Wir werden demnacli zuvorderst einzig von den Correspondenzen 
einer Wertigkeit %o ^ 0 bandeln und fiir deren Darstellung llbrigens 
gleicb die ternare auf eine singularitatenfreie ebene Cn gegriindete 
Formentbeorie benutzen, da nur dieser Fall weiterbin zur Geltnng 
kommt. 

Nach den Kegeln (10), (11) des vorigen Paragrapben lasst sicb 
eine mill- oder positiv-ivertige a-^^deutige Correspondent stets durcli Null- 
setzen einer bi-ternaren rationale!! ganzen Form 0(%, ^ 2 ? ^ 3 1 Viy 2 / 2 ? Vd 
darstellen, welehe bomogen von den Dimensionen v bez. v in den 
beiclen Variabelenreiben sei. Dabei ergiebt sicli mit Riicksielit auf 
die betreffenden Entwicklungen von p. 537 fiir den Durcbsebnitt der 
Grundcurve mit dem durcli Nullsetzen von 0 entspringenden Gebilde 
das Resultat: Bei stehendem FunJcte x der Gnmdcnrve werden a%if der- 
selhen durcli die in den y gcdeutete Curve <i>{x,y') = 0 ausgesclmitten: 

1) die a dem x correspondierenden BunMe y, 

2) w-facli getdliU der Punht x selbst, ivenn iv die Wertigheit bedeutet^ 

3) gewisse d' feste, von x unabJidngige^ Punlcte, 

Dabei ivird man die letztere Anzalil d' aus der Gleicliung: 

(1) nv == a iv d' 

berecbnen konnen. Andererseits aber folgt: Bei stehendem Punlde y 
der Grundcurve Cu werden durcli die in x gedeutete Curve cl)(rr, y) = 0 
auf Cn ausgesclmitten: 

1) die ^ dem PunMe y correspondierenden PunUe 

2) w-facli getdlilt jener PunM y selbsfj 

3) getvisse d feste, d. i, von y unablidngige, PunMe. 

“D Si ell e liierzu § 9 der aiicb in Kap. 2 zu Grunde gelegten Arbeit von 
Ilnrwitz fiber algebraisclie Correspondenzen und das Correspondenzpriiicip. 

Klein-rricke, Modiilfimctionen. II. 43 
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Fiir die Anzahl d kanii man dann entspreclieiid der Formel (1) die 
naclifolgende Gleichung bilden: 

(2) nv — p w ’j- d , 

Die AuswaM der d bez. d' festen Schnitt^^nnkte ist^ nacli Zabl 
mid Lage^ bis ziim gewissen Grade der Willkur aiilieimgestellt. Aiis 
den IJberlegungen des Torigen Paragrapheii ergiebt sicli in diesem 
Betracbt folgendes: Fiir irgend einen sjpeciellen Punkt y der G,, lege 
man durcli die correspondierenden Punkte x eine Curve^ welche die 
On zngleicli in y selbst ^t^-fach trifft, Eine derartige Curve C,, wird 
sick, bei liinreicliend koch gewaklter Ordnung v, stets auf mainiig- 
faltige Art aiiswahlen lassen. Irgend eine particular gewilhlte Gv wird 
dann nock fernere 8 Pimkte auf ausschneiden, wobei ja im spe^ 

ciellen anck d = 0 seiii kann, Jedenfalls aber werden diese 8 Punkte 
aucli fiir alle ubrigen y als feste Zusatzpunkte fungieren konnen; denn 
im Yorigen Paragraphen waren mit der Pixierung einer einzelnen unter 
den Formen g^j gs offenbar alle ubrigen eindeutig bestimmt. — 

Ganz nnabhangig davon, wie wir die soeben genannten d Punkte 
fixiert liaben mogen, werden wir nunmehr die zweite Eeihe der d' Zii- 
satzpunkfce dadurck nach Zakl nnd Lage aiiswaklen^ dass wir bei 
speciellem x irgend eine Ov* beliebig lierausgreifen, welche die a zuge- 
ordneten Punkte auf der Gn ausschneidet, ausserdem aber im Punkte 
iJ? selbst die Grundcurve et^-facli trifft. Wir werden diese IJberlegung 
weiter unten an Beispielen ins einzelne durchzuflikren haben. 

Um die algebraiscke Darstellung negativ-wertiger nnd singuliirer 
Correspondenzen zu ermoglicken, werden wir, wie wir hier beilaufig 
ausfiiliren, die Auflbsung des UmMirproUems benutzen konnen. Sei 
eine ganz beliebige Correspondenz auf unserer Riemann’sek(ni FHUike 
vorgelegt, und seien die zugekbrigeii Integralrelationen o'eo:(‘bon 
durck: 

2 ji (2/>-) = ^ ^ikjk{x) + d , 

wobei also nahere Angaben fiber die Tti^j 6V gar nickt vorliogen sollein 
Man sctze alsdann ein erstes System von p Gleickungen an: 

^ ^ikjh{x) ~ Wjj,{x) + d;, 

1=1 

wo Wj eine ganze positive Zahl otler Null sein soil, die 
aber Constante bedeuten. Anf Grand der Lbsbarlveit des Uinke’lir- 
problems kann man fiir jeden Punkt x aus (4) ein System von j> zn- 
gebongen Pnnkten y/t) augebeu nnd wolle insbesonderc die 
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Constanteri di so gewahlt denken, dass niclit gerade der iinbestimmte 
Fall des Umkelirproblems vorliegt. In ganz analoger Weise setzen 
wir jetzt ein zweites System zu Gleiebungen: 

2 ^ ^ihh{x) — w^ji{x) + Bi 

L=i ic^ 

an, wo wieder eine gahze Zabl ^0 ist und fiir die Constanten e,- 
die gleicbe Bemerkung gilt wie fiir die di. Zudem mogeii wir diese 
Constanten so ausgew^lt denken, dass nicbt fiir alle ein Punkt 
aus der Reihe aucb in der anderen Reilie . . .j yfp^ 

sicb findet. 

Die An wen dung der biermit durcbgeftibrten Massnahme auf unser 
Problem, die zu (3) geborende Correspondenz durcb algebraisclie Glei- 
cbungen darzustellen, ergiebt sicb nun so: Indem man eiiimal die 
Gleiebungen (3) und (4), sodann aber (3) und (5) conibiniert, ergeben 
sicb die beiden neuen Relationen: 

a p 

2 ^ + Ci + cJi, 

r=L L — l 

a p 

C^) Jiii/r) + ^ = — w^ji{x) + Ci + Ci, 

r — l 1 = 1 

doren jede infolge der wecbselnden Werte i= 1, 2, • • *,^1 insgesamt 
p Integralrelationen vertritt. Lassen wir nun dem Punkte x der Placbe 
die {a + p) Punkte y^^ y^^) ^ «/^(0 correspondieren, so 

lehrt (6), dass wir damit eine gewobnlicbe aj-j^i-deutige Correspondenz 
der Wertigkeit ^’^> 0 gewonnen baben, wobei insbesondere 
ist. Diese Correspondenz konnen wir nacb den im Anfang des Para- 
gra,pben entwickelten Regelii durcb eine Gleicbung = 0 darstellen. 
Aber indem wir jetzt zweitens dem Punkte x die (a + p) Stellen 
Vi, • • Vaj • • •? entspreeben lassen, gewinnen wir eine neue 
gewobnlicbe Correspondenz von der Wertigkeit ^ 0, die wir durcb 
ci)^ = 0 darstellen mogen. 

Hier wir d nun von Vorteil, dass zufolge unserer obigen Verab- 
redung betreffs der di, ei die beiden Punktreiben • • • , und 

. o . , gemeinsame Punkte im allgemeinen nicbt aufweisen. 
Wollen wir iiberdies^ was uns ja freistebt, eine der beiden Zablen 
uh mit Null identiscb nebmen sowie bei der Bildung der Formen 0^, 
02 Sorge tragen, dass die Zusatzpunkte bei 0^ von den Zusatz- 
pimkten von 0^ durchgebends versebieden sind und ebenso die d'/ 
Punkte von den so ergiebt sicb offenbar das Rosultat: I)ie gam 

43^= 
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lelieUg aiifgegriffene Correspondent ( 3 ) der Fn Idsst ' sicJi stets %n dem 
Sinne rein durcJi t%vei algehraisclie QleicJmngen: 

.g. I ^2; ^3 I VlJ V^) = 0, 

1 ^2? ^3 i y^O ^ 

darsiellen, dass lei steliendeni PmMe x (let, y) die gemeinsanien ScltniiU 
piinlde cfer Iciden Ciirven (8) mit der Gnmdcure Cn gcnau die a (bet, ji) 
tugeordneten Funlde sind. 

Uosere weiter folgenden Betraclitungen sollen sicli ilbrigeiis niclit 
melir aiif den biermit formulierten allgemeinsten Fall bezielien 5 sie 
sollen vielmelir allein iiocli die null- imd positiv-wertigen (..'orn>sj)on- 
denzen betreffen^ zii deren Darstellung eiiie einzeliie Gleicliung cl) = () 
geniigt. 

§ 3 . Von der Willkiir der im Falle einer nicht-negativen Wertigkeit 
. eintretenden G-leiehung 1 yi) = 0 . 

Die iinter (11) § 1 geleistete formentheoretisclie Darstellung von 
F(x,y) aiif ternarer Grundlage miissen wir jetzt nocli weiter durcli- 
bilden. Docli nelimen wir dabei gleicli die speciellen Voraiisseizungen 
der null- oder positiv-wertigen Correspondenzen wieder anf; wird doeli 
dieser Fall kiinftig allein zur Anwendang gelangen. 

Es sei also eiue Correspondenz einer Wertigkeit > 0 g(‘gel)eig 
die e:-| 3 -deutig sei. Wir werden dann in der vorliiii bescdirieluvinui 
Weise durcli Benutzuug zweier speciellen Punkte .t = | and y tj 
zwei Eeilien von d bez. d' Zusatzpunkten ausfindig maclionj uni darjuif- 
bin iiiisere Correspondenz in gleichfalls sclion bezeicbneter Art (lurch 
eine algebraisclie Gleicliung: 

(1) (!>(,*„ * 2 ,®) I ?/,, «/a 

darzustellen. Hier beinerke man 111111^ dass der rationalo Ansdrnck 
I yd Festlegung der d -j- (T Zusatzpuiikt.e iin allgi*- 

nieinen nocli keineswogs eindeutig bestimmt ist. Man l)il(l<‘ naniliidi, 
wenn — O die Gleicliung der Grnndcurve C,, ist^ von <1> 

aus die neue Form: 

(2) 0' (xi j yt) = c ■ ct>(®,,- I yi) +. f(xi) ■ (x; | ?/,) + /'(?//) • 7’- (ft:,- | ?/;) , 

wo c eine von Null verscliiedene Constante ist^ die y.j alxn* solclie 
in jeder Variabelenreilie bomogeiie gauze Ausdriicke sind^ dass die 
reclite Seite von (2) Homogeneitat in den Xi sowie in deii y^ z(ngt. 
Derartige mit f verscbwindende Znsatzgliedcr werden wir ja stet.s an- 
bringen kbnnen, sobald v > ^^ oder ancli nur ?/ > n ist. OllVuibar 
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aber wird durcb cb' = 0 ansere Correspondeiiz in genau derselbeii 
Weise clargestellt wie durcb 0 = 0. 

Sollen wir hub — immer bei festgebaltenen d + d' Ziisatzpunkten 
— die Gleicbung (1) als eine zugelibrige Cor/csjjoytileyixijielcliiing beiienneu^ 
so liisst sieh diese Gleicbung, wie wir gerade saben^ in den genannten 
EalJen vy^n bez. v' y n in sebr verscbiedener Weise auswableii. 
Wir milssen aber geradezu fragen, welclies die allgemeinste Gestalt 
der Correspondenzgleichuiig bei Gebraucb jener einmal gewablten 
Zusatzpunkte ist. In diesem Betracbt gilt nun der wicbtige Satz: Die 
linhe Seiie der allgemeinsten migeJiorigen Corresgondensgleichimg ist in 
dcm 'particiddr geivdhlten Aasdnich 0 stets in der Gestalt (2) darstellhar, 

Zum Beweise dieses Satzes durfen wir uns nicbt darauf berufen, 
dass die Regelri des § 1 zur Bildung der Correspondenzgleicbmig 
immer nur auf ein in der Gestalt (2) darstellbares 0' zu fuhren ver- 
mbgen. Es konrite ja vielinebr seiii, dass wir auf ganz anderem Wege 
filr unsere Correspoiidenz samt jenen d + d' Zusatzpunkten eine Dar- 
stellung vermoge einer Form 0'(^i|2//) erhalten konnten, welche ebeu 
nicbt die Ausdrucksweise (2) gostattet. Wir mussen demnacb bier 
etwas weiter ausbolen imd wahlen zuvorderst, einer sebr gewobnlicben 
Operationsweise der Tbeorie der ternaren Formen auf algebraiscben 
Curven folgend, unter alien von 0 aus in der Gestalt (2) erreicbboi’en 
Formen eine ganz bestimnite aus**^'). 

Bei dieser Untersucbung bemerken wir vorab, da^ss unser vorbin 
formulierter Satz ganz unabbangig von der Auswabl des Coordinaten- 
dreiecks Xi ist. Dieserbalb durfen wir annebmeu, dass die Ecke 
— 0 nicJit auf der On gelegen ist. Dann aber wird sicb die 
Gleicbung der (7„. in die Gestalt bringen lassen: 

(3) = g ^ X 2 ; , 

wo recbter Hand nicbt mebr in Potenz vorkommt. Indem wir 
nun im Ausdruck 0, sofern iiberbaupt vyn ist, irgendwo durcb 
g(Xi) ersetzen, baben wir offeubar nacb Art von (2) dem 0 ein addi- 
tives Glied angebangt, Welches f als Factor entbalt. Diese Operation 
des Ersatzes von x^;^ durcb g{Xi) lasst sicb nun ofter wiederliolen, und 
wir koniien solcherweise von alle hoberen als {n — Potenzen 
ziirn Ausfall bringen. In gleicher Weise konnen wir aucb von alle 


=*••) Siehe wegen des Folgenden die bezuglicbe Entwicklung in der p. 668 
gcniumten Dissertation von Fiedler. Die betreffenden tberlegungen^ sind iibri- 
gens genau der Deductionsweise nachgebildet, welcbe Hr. N other beim Beweise 
seines bekannten Fandamentalsatzes der ternaren Algebra angewandt bat (cf. 
Math. Ann. Bd. 7). 
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Potenzen mit einem Expoiienteii ^ n entferneB. Wenii wir also vor- 
iibergelieiid (1) dann als Normalgestalt der CorrespondenjsgkicJmng be- 
zeichnen sollei], falls sicJi in 0 von iind yi Iwchstens die (u — 1) 

ersten Potenmi fnden, so ist evident, dass die Mielig a;iifgegriffcnc 
Corresponden^gleichnng 1 yi) == 0 entiveder selhst schon die Normal- 
gestalt lesiM^) Oder doch vermoge der Eegel (2) in dicse Gestalt ilher- 
fuJirbar ist. 

Jetzt aber gilt zweiteus der Satz: Die linlce Seite der Normal- 
gestalt tmserer Corresponden^gleichung ist his mif einen constanten Factor 
eindetdig hestimmt Um diesen iieuen Puiikt luiserer Deduction dar- 
ziitliun, wollen wir der Bequemlichkeit balber nicht-lioBiogene Scliroib- 
weise anwenden, indem wir setzen; 


(4) 


^3 


= 




2/3 




Die Form <t>, welclie die Normalgestalt darbiete, liefere daiiu die 
Function: 


(5) V (w, s I tv, s') == 1 Vi) > 

welcbe letztere von zwei Stellen {w, d) iind d) der Flilclie algo- 
braisch abkangt. Fllr diese Function aber gilt die Entwickluiig: 


(6) Y {iV, S I to', s') = ^ riw', s') , 

o,7r 

wobei ftlr den ersten der Siimmationsbuclistabeii, o% die UngleiclHing 
0 < (? < n besteht; tv imd 0 sind endlich durch die irreducibele lie ■ 
lation f(Wj ^) == 0 verbunden, in welclier tv bis aul‘ die 'iF PoLenz 
ansteigt. 

Man setze nun, es gabe nocli eine zweitc Normalgestalt d>' i'ilr 
imsere Oorrespondenzgleieliung, so wird die zugelibrige Fiaicliou: 

(7) Y^v, s I to, s') = ^ Ys’^y'o, rW, s") 

O', T- 

filr jedes besondere, in Ubereinstiminung mit f=^0 gowillilie, Wert,- 
system tv —ivfj d = eine nur nocli von dem einen Punkte (/e, r;) 
abhangende algebraisclie Function der F,, darstellen, welidie mit. 
¥(w, B I zc’o', in Bezug auf alle Null- und Unsteiigkeitspunkie 
genan ubereinstimmt Die beiden Functionen: 


Y (tv, s 1 M>o', V) , Y (w, s I w^(, s„') 

sind demnach bis auf einen constanten Factor e mit oinander idtnitisclu 
Aber eine algebraisclie Function des durck /*(«(;, d) -■= 0 deliiiierten (Je- 


Dies tritt insonderbeit stets dann ein, weun zugloicii v <Cn mid isi. 
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bildes lasst sicli als lineare gauze Function von mit 

rationale!! Functionen von b als Coefficienten, bekanntlicli nur in einer 
ein^igen Weise darstellen (cf. p. 490). Es folgt somit, dass fiir jede 
einzelne Combination o', r der Zdlilwert g'a,t(g^Q} gleicli dem mit 
jener Oonstanten c multiplicierten Zahlwerte ga,r{wQ, ic^') ist. Da aber 
0 Q eine beliebige Losung von f= 0 darstellten^ so ist die Identitat 
der algebraisclien Function go,tito, 0 ) mit cga^t(w,s) erwiesen. Nim 
linden sich in den Ausdriicken g'^ g (zufolge der Normalgestalt) von iv 
nur die Potenzen tv^ ^5 es wird also geradezu der rationale 

jhisdniclc ga^ ^ durcb Multiplication mit c in den Ausdruck ga, t iiber- 
gehen. 

Indem wir zur komogenen Sclireibweise zurilckgohen, ergiebt sicli 
in der That der Ausdruck <i>(xi | yi) in der Normalgestalt als bis auf 
einen Factor c eindeutig bestimmt. Da aber jede unserer Correspon- 
denzgleicliuugen durch die Massnalime (2) in die Normalgestalt ilber- 
gefuhrt werden konnte, so ist endlich erwiesen^ class nach einmal aus- 
gc'wdhlten d + d' ZxisaUjgiinMen jede mdgliclie Corresponden^gleichimg axis 
ciner unter ihnen nach der Hegel (2) ableitbar ist Speciell aber ergiebt 
sicli: Ist V <in und 0 iigleich v <in, so gieht es his anf einen constanien 
Factor nur cine Form <t> {xi | , ivelche, mit Null identisch geseUt^ 

imsere Corrcs 2 )onden 0 in hcseichneter Weise darstellt 


§ 4. Auswahl der drei speciellen im folgenden zu. behandelnden 
Classen von Modularcorrespondenzen. 

Nach den voraufgehenden allgemeinen Entwicklungen wenden wir 
mis nimmehr zur algebraisclien Darstellung einiger besonderen Modular” 
correspondenzen. Dabei werden wir sogleich eine sehr weit gehende 
Beschrilnkung unserer Untersuchung eintreten lassen, indem wir erst- 
licli beliufs wirklicher Bildung der Oorrespondenzgleichungen immer die 
tcrndre, auf eine ebene Gn gegriindete, Formentheorie benutzen wollen^ 
wiUirend wir andererseits nur sogenannte Schnittsystem-Correspondensen 
aufnelimen mogen. Wir bezeiclinen aber eine a-]3-deutige algebraische 
Correspondenz als eine Schnittsystem-Correspoiidenz, falls dieselbe durch 

cc B • 

erne einselne Qleichmg ^ (xi \ y,) — 0 der Dimensionen — lies. — m 

den Varialielenreilien rein dargestellt werden Icann. Hierin liegt eine dop- 
pelte Beschrankung unseres Untersuchungsgebietes: Einmal namlicli 
muss -w = 0 sein, d. Ji. wir hdben unsere Beispiele unter den nullwertigm 
Corrcs]]ondensen aussusuchen; sodann muss es moglicb sein, oline Zu- 
Idilfci/aliiiw irgend welclier d lies. 8' ZusatspunUe die Gleichung cp = 0 
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Bu Ulden. Uber cliese beicleu Gesichtspunkte liabeii wir sogieicli aus- 
fubrliche Discus sioneii anzustellen. 

Wie man weiss, lasst sich das Polygon jeder Untergnippe 
diircb zweckmassige Auswahl ziigehoriger Modulri auf eine ebeiie 
eindeiitig bezieben. Aber wir wissen, dass in keiner Weise bei alien 
Gruppen die erweiterte Transformation Ordiiimg zu d>(V/,)™c!)( 7 A)- 
deutigeii Correspondenzeu ftilirt (unter (i>(n) siets die Teilersumme von 
n verstanden). Indem wir vielmelir selbstverstandlicb sofort F^^ als 
CofigrueuBgruppe annehmen, moge sie iiberdies in der gesamten ModuD 
gruppe ausgcBeichnet sein, damit wir von vornberein jenen milbsamen 
Untersucliungeii liber Redacibilitat der Transformationsgleicbungen aiis 
dem Wege geben^ die ims frllber (p. 86 ff.) ausflibrlich besebaftigton. 

Endlicb aber wolle man bemerken, dass wir seiner Zeit bei den 
Modulargleicbungen der Ikosaederirrationalitat ^ guten Vorteil atis ge- 
wissen inmriantentlieoretiscJien Scblussweisen zogen^ wclclie letztere auf 
dem Dmstande basierten, dass £ sich gegeniiber alien Modulsiibstiiu- 
tionen linear reproducierte. Wollen wir aiicb bier im terniireii Ge- 
biete derartige Htllfsmittel der Tnvariantentheorie in nioglicbst weitoin 
Umfange zur Verwendiing bringen, so mlissen wir die Curve 6b ho 
aiiswahlen kbniien; dass sie den g, beziiglicb F^u inaqiiivalenteii Modub 
substitution en gegeniiber g Collincationcn in sicb erfilbrL 

TJnd nun kennen wir ilberbaupt nur drei Gruppen F^,, welclio die 
bis jetzt geforderten Eigensebaften in sicb vereinen; es siiid: 

1) die HauptcongntenBgmppe siebenfer Stvfe Fj,j3 niU dvm ModtiL-’ 
system der Bcej 

2) die misgeBeichnete Fg^. acliter Sktfc mit dem (^nidd liouunjeih gc- 
schriebenen) System Vl — 2, 

3) die misgeBeidincte der scclmdinten Stufe mit dem ModulsysUm 

yj, 

Auf diese drei Gruppen soli unsere Untersuchuiig somit eiiigc- 
schrankt bleibeiq wie wir ja sebon in der Einleifcung zmn vorlic^geruleu 
Kapitel andeuteten. Die zugehorigen Ciirven geliorcii filr die JiTilb^ 
1), 2) der vierten^ im Palle 3) der achten Ordinmg an; ilirc Glei- 
cl mil gen sind: 

1) Fur die rn-g: 

( 1 ) = 0 ; 

2) fur die Too: 

(2) ■ + V + = 

wo: 

(3) j/I: |/r- X; 





YI, 6. Die algebraisclie Darstellung der Modnlarcorresx^onclenzen, 681 


3) fur die 

(4) + 0, 

wobei gesetzt ist: 

7t i 

(5) 


Die Gestalt cler Collineationsgmppe der Curve ( 1 ) ist uus von friiher 
her sehr bekarmt (vergl. z. B. I p. 705); die Collineationsgruppen 
Gcjq unci sincl aiis den Gleichungsformen (2) und (4) iinmittelbar 
ableitbar und die Zuordnung der ternaren Substitutionen zii den Mo- 
dulsiibstitutionen entspringt leiclit aus dem Yerlialten von A gegen- 
liber den Erzeugenden S und Die Entwickliingen der voraii- 

gehenden Paragrapben aber iinden auf unsere Curven 64 ; C 3 deshalb 
ohne weiteres Anwendung, iveil leMere sdmtUcli singulariidtenfrei sind. 
Dass dies aber der Fall ist, ergiebt sick aus dem Umstande, dass in 
alien drei Fallen die Gleichungen: 



K 

d ^2 


0, 



durcli keinen Punkt { 0 ^ zugleicli erfiillt sein koimeUe 

Fiir alle principiellen Uberlegungen benutzen wir, wie gleichfalls be- 
reits in der Einleitung erwalint, fortan die Curve der und gebexi 
die parallel gehenden Resultate fiir die fgg und nieist nur olme 
Beweis an. Die ausfuhrliche Behandlung cler zur und zur r 2 S 4 
gehorenden Correspondenzen findet man in der p. 668 aiisflihrlicli ge- 
naiinten Arbeit von E. Fiedler, die Untersuchung der Modularcorre- 
sponclenzen siebenter Stufe ist erst letzthin vom Herausgeber durch- 
gefiihrt wordeii*'*"'^’). 


§ 5. Aitssondernng der nnllwertigen Correspondenzen bei den 
Grnppen nnd r3S4. 

Wir haben den Begriff der Schnittsystem-Correspondenzen vorhin 
so gefasst, dass dieselben stets nullwertig sein sollten. Es ist sonach 
unsere erste Aufgabe, fiir die einzelne cler drei ausgewahiten Gruppeii 
cliejenigen Orclnungen n anzugeben, cleren zugehorige Modularcorre- 
spondenzen tliatsachlich die Wertigkeit tv = 0 aufweisen. 

Indem w'ir mit cler siebenter Stufe beginnen, werden wir nach 
]). 606 jedenfalls fiir alle qiiadratischen Nichtreste n von 7 mit null- 
wertigen Modularcorrespondenzen zu thun haben. Bei den quadra- 

'*•) Cf. Fiedler, 1. c. pag. 20 u. f. 

Sielie dariiber aucb. die vorlaufige Notiz y,Zur Theorie der Modular- 
correspondenzen'^^ m den Gottiuger l^achrichten vom 5. Marz 1892. 
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tisclien Resien n ist aber die Bedingung fiir iiiillwertige Oorrespon- 
denzen die, dass die gauze Zahl die wir p. 583 durcli die Formelii 

(5) und (6) definierten, mit Null ideiitisch ist. Dies wird iiisbesondere 
stets dann der Pall sein, wemi fiir das vorgelegte n eiiie Darstellung: 

(1) 4:n == r + 

in ganzen Zahlen rj uberliaupt niclit existiert, iiiid wir wolleii die 
Untersucliimg soweit filhren , dass wir die Reste n olme eine Darstel- 
lung (1) wirklicli erscliopfend charakterisieren. Die liierzu notige 
Uberlegung, welclie wir rmr kurz angebeii, ist ilbrigens ihren weseot- 
licken Punkten nacli in den Elementen der Zalilentli eerie wolib 
bekannt 

Man nehme erstlich an, dass fiir das vorgelegte n eine Darstel- 
lung (1) tliatsacklicli existiere, und benenne den grbssten genieinsaiueii 
Teller der darstellenden Zablen ri durcli r. Es wird dann 4'^^ olien- 
bar durcli teilbar sein, und indem wir schreiben: 

(2) I = lot, n = folgt: + 7 


Die Zabl relativ prim gegen ^ (weil sonst r niclit der grbssto 

gemeinsame Teller von ware), imd infolge dcssen kbnuen wir 
sclireiben: 

(3) ■ = Ml”). 

so dass sicli als erstes Resultat ergiebt: Soli eine DarsUiluiKj voih 4 )h 
in der Gestalt (1) mdglich sein, so muss •wenigstcns cin (gimdratischcr 

Toiler von 4w existicren, fiir tvclchen — 7 guadratischcr licst von ^ isL 

Man neliine jetzt umgekelirt die biermit Ibrmulicrte Forderiuig 
als erfiillt an und wird dann eine gauze Zahl m angeben kbnnen, 
welclie der Congruenz: 

(4) — 7 EEE (mod. 


geniigt. Diese Zalil m wird man zudem als imgerade annehiuen dilrien; 
denn falls ^ geracle ist^ wird ja zufolge (4) sicker m~l (mod. 2) 
sein; ist hingegen imgerade, so darf man m mod. 2 beliebig wahlen. 


Demiiachst sclireibe man die Congruenz (4) in die Gleicliiing uni: 


(5) 


— 7 = ™ I . 




— 





wobei wir 0 —■ 1 setzen, falls bereits n durcli teilbar ist, walireiid 


*) Man vergl. z. B. Diricblet-Dcdekind, ZaMentliewie (3*" Atifl.) p. 143. 
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sonst 6 — 2 sein soli. Im letztereu Falle ist z notwendig geradej 
iind ist entweder ungerade oder das Doppelte eiuer ungeraden 

Zahl; eben deslialb wird filr 6 = 2 zufolge m = l (mod. 2) die Zabl 
I diircli 4 teilbar sein. In jedem Falle haben wir sonacb in; 

(8) (-P, «. -B) - $) 

eine gan^mlilige binare qiiadratische Form der Detcrminante D = — 1 
gewonnen. 

Von liier aiis ist es nun leicht einzuseben, dass die Bedingung, 
— 7 sei Rest von 4:nT~^, aucli liinreichend filr die Existenz einer 
Darstellung (1) ist. Man erinnere sicli namlicli^ dass es nur eine Classe 
von Formen (P, Q, der Determinante P = — 7 giebt. Dieser- 
lialb wird die in Gleicliung (6) vorliegende Form mit der reducierten 
Form (1, 1; 2) aquivalent sein, und es giebt insbesondere zwei ganze 
Zalilen Xj ?/, welcbe der Bedingung geniigen : 

(7) == xy + 2yK 
Setzt man daraufhin; 

2x-\-y = ^Q, y = ri,, = V = 

SO geniigen die beiden ganzen Zahlen tj tluitsacbrich der Bedingung 
(1). Wir haben somit das Resultat gewonnen: Stets mid nur dann 
ivird es wcnigstens eine Darstellung (1) geben, tvenn ein soldier quadra- 
tisdicr Teller von 4n existiert, dass — 7 quadratischer Best von 
ist. 

Der letzteren Bedingung konnen wir aber nocli einen einfaclieren 
aritlimetischen Ausdruck verleiheii. Wir zerlegeii zn diesem Ende n 
in seine Primfactoren n = . . . und bringen dann ein paar Satze 

aus der Tlieorie der quadratischen Reste in Anwendung. Verstelien wir 
iinter q einen Primfactor von n der Gestalt: 

(8) q = l}i "6 oder = 7A + 5 oder = 7A + 6, 
so wird erstlicli zufolge des Reciprocitatsgesetzes : 

sein. Die liocbste in n eingeliende Potenz T’ von q wird demnacli im 
quadratischen Teller von 4n entlialten sein miissen, weil sonst q 
iiocli in 4nT"“^ enthalten ware, worauf alsdann — 7 nicbt quadra- 
tisclier Rest von 4ni:~^ sein konnte. Der Exponent v von q muss 
(lemgernass cine gerade Zahl sein. Trifft die somit formulierte Be- 
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dingimg fiir alle jeiie Primfactoren von n eiii, die eine der Gestalteii 
(8) Iiaben^ so wird man so wahlen konnen^ dass die gaiizo Zalil 
4:nx~'‘^ iiiir noch. qiiadratisclie Beste q von 7 zn Primteilerii hat. Daiin 
aber wird wiederiim nacli bekannten Satzen aus der Tlieorie der qua™ 
dratischen Reste — 7 Rest von 4nT’“^ sein*’^’). 

Indein wir dieses Ergebnis heiiutzen bez. iimkeliren, erlialteu wir 
als Antwort auf die eingangs aiifgeworfene Prage: Wir liahen mill- 
ivertige Modularcorrespondemen sielenter Stufe Ordmmg 

1) fur alle quadratischen NlcMreste n, 

2) fur alle diejenigen quadratischen licstc in denen wenigslens 
eine mod. 7 mit 3 oder 5 oder 6 congrucnte Frimmhl q in ting cruder 
(Jidchster) Boten^ enthalien id. 

Analog, aber nocli einfacher gestaltet sich die gleiche Untcr- 
sucliiing fur den Fall der wo die in Betracht kommendc Eut- 
wickhingsfunction %{n) durcli die Formeln (11) unci (12) p. 591 deliiiiert 
ist. Die Ordmmg n ist jetzt ungerade, mid cs gilt zu entscdieidcii 
wann Darstelluiigen n == nicht moglich sind. Dabei kommi 

mis wieder zn statten, dass es fiir die Determiiiaute I) — ~ 4 uvu- 
cme Pormclasse giebt (cf. I p. 249), imd wir finden leiclit das Resiilliat: 
Die mir Ordnung gelidrcnden Modidarcorrcsqwndcmjcn der f,,,; shid 
nullwertkjj falls ivenigstcns eine Primmid der Gcsiall (4 h 9)) exist ierf 
deren Jidchste in n aufgehcnde Potenro einen ungeraden libjnyiwnleii aufiveist. 

. Es soli aucli nocli das Resultat angefiihrt werden, welches Hr, 
Fiedler im dritteii Kapitel seiner gen, Abhandlung fiir die Gruppt 3 
diirch ausfilhrliche Darlegiing bewiesen hat. Reduciert man in 

n ^ q/i . . . . 

alle Exponenten v modulo 2 anf ihre kleinsten, nicht negativen Itesic;, 
so nioge dabei n in ilbergehen, eine Zahl, die dann (juadratischo 
Toiler > 1 nicht inehr aufweist. Da n uiigcrade ist, so werden si(;li 
die Primfactoren von n oder mod. 8 auf die vier Zahltdassen I , :>, 
5, 7 verteilen, und es m'ngen die in diesc vier Classen cmthdlembm 
Anzahlen von Priinfactoren der Zabl bez. durch b, 6’, d l)ezcichiict 
sein. Man hat alsdann nullwertige Corresjgondcnmi: 

lei n = 8h W Mli^ c + > 0, + ci! > 0, 

lei n = 8A + 3, falls c + cZ > 0, 

lei n = 8h 5, falls 1 d^ 0, 

ivdhre7id hei n = 8h 1 stets nullwertige (Jorrespondermn vorlieqrn.. 


Siehe Dirichlet-Dedekind, 1. c. pag. 87, 
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Die vorstelienden Erorterungen bezogen sich durehweg anf er- 
weiterte Transformation Ordnung^ die Correspondenzeiij fiir welclie 
nnsere Augaben gelten, sind sonacb stets dann reducibel^ wenn n 
cjuadratische Teiler > 1 aufweist. Man kann fragen, was sieli fiber 
die Wertigkeit der iTreducibelen Correspondenzen Ordnnng anssagen 
lasst, wenn jene reducibele Correspondenz zufolge der voranfgebend 
eiitwickelten Regeln nnllwertig ist. Aber es waren die fiir das Anf- 
treten nullwertiger .Correspondenzen an die Zahl n zu stellendeii 
Bedingnngen ganz nnabbangig von etwaigen quadratiscben Pactoreii 
des n. War demnacb die reducibele Correspondenz Ordnnng null- 
wertig, so muss das gleicbe von den j,reducibelen^^ Correspondenzen 

aller Ordnnngen gelten, wo die quadratiscben Teiler von n durcb- 

lauft. Es folgt hieraus leiclit, dass heim cin^elnen n mit den reducibelen 
Modularcorresjpondenmt immer ancli die irreducibelen nullwertig sind. 


§ 6. Allgemeines fiber Sehnittsystem-Correspondenzen. Anssonde- 
rung derselben bei den Gurven nnd Cg der Gruppen 

Uiiter den nullwertigen Correspondenzen haben wir jetzt zweitens 
diejenigeii auszusondern, welclie auf den drei Curven des § 4 im Siime 
von p. 679 Sehnittsystem-Correspondenzen sind. Hierbei ist eine 
wichtige Bemerkiing vorauszuschicken: Wdlirend die Wertiglceit erne von 
rationaler Transformation gan^ tmahJidngige Eigenschaft einer Correspon- 
dent ist, hdngt es selbstverstdndlich durchaus von der particuldren AusivaJil 
der Curve Cm ctb, oh auf derselben die eintelne nullwertige Correspondent 
eine ScliniUsystem-Gorrespondent wird Oder nicht Das Beispiel der 
bestatige dies, indem wir einmal n = 3 sodami n == h nehmeii^ im 
ersten Falle haben wir eine 4-4-deutige, im letzteren eine 6-6-deutige 
Correspondenz, nnd beide Male liegt die Wertigkeit ^v = 0 vor, Bei 
der batten wir nun neben der der ta noch die Curve Gq der 
A« kennen gelernt; es wird aber die Correspondenz fiir n — ^ nur 
dann eine Schnittsystem- Correspondenz, falls wir die ebene zu 
Grunde legen, iind entsprechend liefert der fiinfte Grad fiir die Raum- 
curve eine Schiiittsys tern- Correspondenz. Die betreflfendeii Gleichungeii 
nehmen unter zweckmiissiger Auswahl der Schemata die folgenden 
besonders einfachen Formen an: 

n = 3, + 2 / 2 % + VA = 

n ~ 5, + Bj^A^ + B^Ag + == 0, 

wie wir bier ohne Boweis anfiihren. Dass aber die 4-4-dentige Corre- 
spondenz auf der (\ keine Schnittsystem- Correspondenz sein kann, 
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und ebenfalls uicht die 6-6-deutige Correspondenz auf der ver- 
steht sicli von selbst. Ans den eben raitgeteilten Formeln kanii naan 
iibrigens nacli I p. 731 schliessen, dass die CoiTespondenzgleicliung 
fur 52 = 3 auf der Gq die Dimensionen a/ = = 2 in den A/ nnd 

B/ darbieteii wird, walireud andrerseits die einfacliste Correspondenz- 
gleicbuDg fiir n == 5 auf der nacli den namlichen Formeln die 
Dimension 3 in den 0 wie den y besitzt. 

Nacli diesen vorlaufigen Bemerkungen keliren wir zii den drei 
Curven C^, C4, Cg unserer drei Gruppen zuriick und liaben bier den 
Satz: 1 st iem eimelmn n auf der Cm cine %mter den rMgcMrkjcn 
ModularcorrespondenBen erne Sclinittsystem-Cor responded, so sind es fjleieh 
alle g] denn sie alle entstelien aus einer imter ihnen dadurch, dass 
man bei unveraiiderter einen Variabelenreilie auf die andere alle g 
ternareii Substitutionen der zugeliorigen ausiibt. Bei Inversion 

gelit aber die einzelne unserer Correspondenzen stets in eiue der g 
gleicbbereebtigten tiber: Haben wir also cine SchniUsystem-Correspondemr: 
fur laiffende Coordinaten cc, so aucli fur y. Nehmen wir Beides zu- 
sammeiij so folgt aus den Regeln der §§ 2 und 3 : Bei einer mdkver- 
tigen Ordmmg n liaben wir auf der Cm stets und nur dann mit Bchnitt- 
sysie^n-Correspondemen rm thun, falls cs fur einen Ihinkt 0 der (l„, gelhigfj 

die 0 (52) correspondierenden JPtmlde durch eine Curve der Ordmmg d> (52) 

auf der Cm aus 0 usclmeiden. Bei diesen <t>(n) der particularen Stelle .sv 
correspondierenden Punkten der G^ diirfen wir aber nach deni^ wjis 
voraufgeht, das Schema der Transformation Ordnung beliebig aus- 
wablen. 

Wir flihren nun die Untersuchung zuvorderst fiir die Curven ([^ 
und Cg der Vqq und r^s4 zu Ende und wablen bier a.ls particiiiru*(‘ 
Punkte 0 unter Riickgang auf die urspriinglicben Polygoiu^ der(‘u 
Spitzen m—ioo. Die 0(52) zugeordneten Punkte sind fur l)eli(‘i)iges 
wenn wir das scbon p. 607 gebraucbte Schema beimtzen solbui, bei 
unseren Grruppen Pie, bez. gegeben durch: 

( 1 ) co=-~-Jy , ( 0 = 

Fiir CO = i 00 hmimen somit sotvoJil bei der 64 wie bei der (Jg samUiehe 
0(n) Bugeordnete FunMe an eben jener Stclle 05 = 200 0ier (bmeidenrj. 

Nun sind bei der Werteverteilung von ]/l, j/l A auf der ([^ 
der fyp der Spitze co^ioo die Coordinaten zugeordnet: 
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und die in diesem Punkte an die zu legende Tangente ist durch 


^1 


l±i 

1/2 


^ 2=0 


gegeben, Dieselbe sclineidet die wie man leiclit feststelien wird, 
in vier zusammenfallenden Punkten. Man bemerke auf der andereii 
SeitCj dass die Teilersumme fiir die Ordnungen n mit null- 

wertigen Correspondenzen stets durch 4 teilbar isi Man braucht, urn 
dies zu sehen, nur auf die Formel (6) p. 47 zuriickzugehenj wobei in 

Betracht kommt, dass alle Zalilen wenigstens eioien Primfactor der 


Gestalt q = 4:h ^ aufweisen. — Indein wir zusammenfassen^ werden 

in alien bei uns vorliegenden Fallen die 0('n) der Stelle co==ioo auf 
der 64 correspoiidierenden Punkte y thatsachlicli rein ausgescbnitten, 


namlich durch die Curve 


(»< - '-yT 


(P(n) 


der Ordnung 


Bei der zur Gruppe gehorehden Curve Cg treffen wir auf ganz 
ahnliche Verh'altnisse. Hier entspricht der Spitze co = ioo ein Punkt 


rsf unserer Curve achter Ordnung, dessen Tangente, . 0 ^ e ^ 02 — 0, die 
Curve in aeht consecutiven Punkten schneidet. Auf der anderen Seite 
geht aus den am Schlusse des vorigen Paragraphen gev^onnenen Be- 
dinscunuen der Wertigkeit 00 = 0 hervor, dass bei den fiir uns in 
Betracht koinmenden n stets durch 8 teilbar ist (cf. Fiedler 

1. c. p. 66). Fassen wir also gleich als Schlussresultat zusarainen: AUc 
im vorigen Paragraphen fur die Gnippen und r384 angegebenen mill- 
wertigen Modida>rcorresponden 0 en erweisen sicTi auf den Curven he0. Cy 
als SchniUsystem- Correspondenzen. 


§ 7. Aussonderung der Schnittsystem- Correspondenzen bei der C4 

der Gruppe 

Etwas umsiandlicher gestaltet sich die Behandlung der Frage, 
wann sich eine nullwertige Correspondenz siebenter Stufe auf der 
der 0a als Schnittsystem-Correspondenz darstellen lasst, Als Reprasen- 
tantensystem werden wir, wie sonst stets, dasjenige vom Schema 

bevorzugen, welches hier gegeben ist durch: 

(i) 

Nehmcn wir iinii wicclcr ala particulavcn Punkt s die Spitze ra = ? oo, 
80 werden sich ersichtlich die <h(j?) correspoiidierenden Punkte auf j cue 
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drei Stellen c der Curve vierter Ordnung verteileu; welclie in dem 
Bilde des reelleii Curvenzuges (I p. 702, Fig. 103) die drei Ecken des 
Coordinatendreiecks der Sa abgeben. Diese drei Punkte warden in der 
citierten Figur Cr^ genaunt, und es wird Fj[}(^'oc) den ersten, 

zweiten oder dritten dieser Punkte ergeben, je nachdem 

D = + 1, ^ 4: 2 Oder endlicli = + 4 (mod, 7) 

ist. Versteben wir liiernacb unter (pr{n) die Summe aller Teller von 
welche = + modulo 7 sind, so ergiebt sich : Die 0(r(i) = 9 :?^ 4" 
der Stelle q correspondierenden Pimhte der Curve vierter Ordnung verteilen 
sich aiif die Stellen Cg, Cr^; mid Bwar entf alien auf im ganpjcn 9 ^, 
auf Cg ebenso , auf Cr, endlicli 9 O 4 Pimlde, 

Als erste Bedingmig fiir das Eintreten eiiier Sclinittsystem-Corre- 
spoiidenz liaben wir jedenfalls anzugeben: 

(2) 0 (m) = 0 (mod. 4) , 
worauf wir 

(3) 0(n)==4<? 

setzen. Nun aber ist weiter die Frage nacli der Existeiiz einer ganzen 
Form g{0a) der 0 *°^ Dimension zii discutieren, die, gleidi Null gosei/zi, 
auf der die drei Punkte c^, Cr, bez. in den ricbtigxni Multiplicudaieii 
9 i; 02 ? 04 ausschueidet. 

Man nelime eine derartige ganze Form g{f(^ zuvbrderst als exi-^ 
stiereud an und bilde, unter Aufnalime einer gleicli nalior zu besi.ini" 
mendeii ganzen Zalil von g{^f) aus die algebraisclie Ihwiction: 

(4) F {0a) == . ^(. 4 ) , 

Da die Coordinatenaxen ,4 = 0 die Curve vierter Ordnung ausscliH(%ss- 
licli in den Punkten c^ Cg, % treffen, so wird aucli die Function F 
hbclistens an dieseu Stellen verscliwinden oder unendlicb werden 
konnen. Aber man zablt sofort ab, dass F im Punkte endlicli und 
von Null verscbieden ist, wahrend bei Cg ein Nullpunkt der Ordnung: 

(5) I = 92 — 2^4 — O' 4 - 73i:, 

bei c^ endlicli ein Unstetigkeitspunkt eben dieser Ordnung liegC*'). 

Man verftige jetzt fiber die ganze Zalil % in der Art, dass h ein(‘, 
Zabl aus der Reilie Zc = 0 , 4:1; +2; +3 wird, und bemerke ilbrigcuis, 
dass F eine |fc|-wertige algebraisclie Function iiuseros Gebildes voni 
Geschlecbte = 3 ist, unter lfc| den absoluten Betrag von k verstambm. 

Dabei ist natiirlich unter eiuem Fnllpniikte cler uogativeii Oranurig — v 
eiu Unstetigkeitspuulvt cler Orcluuug gciueiut. 
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Da aber unser Gebilde == 3 nicbt byperelliptiscb isi, so kann 
= lb 2 nicbt vorkommen. Dreiwertige algebraiscbe Fimctionen 
giebt es freilicb; dieseiben sind aber nacli I p. 554 Speeialfunctionen 
iind werden durcb solebe Quotienten darzustellen sein, dass Zabler 
imd Nenner, ftir sieb gleich Null gesetzt^ in der Ebene der zwei 
Gerade clarstellen, die sicb auf der selineiden. Da ist nun bei der 
cliarakterisierten Lage der Null- und Unstetigkeitspunkte von F geo- 
iiietrisch evident, dass wir diese Function nicbt als Quotient zweier 
linearen Verbindungen der ^ darstellen konnen- es bleibt somit iiur 
iiocb die eine Moglicbkeit h — 0 , Setzen wir aber in (5) das Mermit 
erbaltene Resultat h = 0 ein und benutzen fiir 6 zugleicb seinen Aus- 
druck (3), so kommt, wenn wir aucli die Congruenz ( 2 ) nocbmals auf- 
nelimen sollen, als nokvendige Bedingimgen filr die Existent der Form 
gif^a) und damit als nokvendige Bedingnngen fiir den Eintritt einer 
Schnittsystem- Correspondent iei der Ordnung n: 

<Pi (n) + 92 (n) + 9 ^ («) = 0 , (mod. 4) , ’ 

9 i(m) + 492(m) + 2(pi{n) = 0, (mod. 7). 

Aber die biermit aufgesehriebenen Bedingungen sind fiir das Aiif- 
troteii der Scbnittsjstem-Correspondenzen aucli bereits binreicbend. 
Wir werden nilmlicb, wenn die Congruenzen ( 6 ) bestehen, k aus: 

( 7 ) 28 j« = 9 i — 392 -h 994 
als gante Zabl berechnen und niogen daraufhin: 

( 8 ) g{0a) = 

nacli Massgabe von (4) ansetzen. Damit baben wir eine (vielleicbt 
nocb nicbt gauze) rationale Verbindung Dimension der ta gebildet, 
welche auf der G 4 nirgends unendlicb wird und nur an den drei Stellen 
^17 ^5 jeweils in der richtigen Multiplicitat verscbwindet. Als gante 

Form auf der singularitatenfreien muss sicb aber der in ( 8 ) gegebene 
rationale Ausdruck gita) notigenfalls mit Hiilfe der Curvengleicbung 
f( 0 ^) ■■= 0 aucb als gante rationale Verbindung der ta scbreiben lassen 
(cf. pg. 501). Also das Resultat: Eine nuUwertige Modiilarcorrespon- 
dent siebenfer Stufe ist auf der O 4 stets und nur dann als Schnittsystem- 
Correspondent darstellbar, wenn ihre Ordnung n die beiden Bedingungen 
(()) befriedigt Die niedersten Ordnungen n, bei denen wir mit Schnitt- 
system-Correspondenzen zu tbun baben, sind daraufbin die folgenden: 

(9) % = 3, 6 , 12, 15, 19, 24, 27, 30, 31, 33, 38, • • • • 
Insbesondere fiir Primzabltransformation n == g baben wir stets und 

Klcin-Pricke, Modulfmictionon, 11, 44 
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nur clami ScLnittsystem-Correspondenzeii, weiin q eiiie der Gestalten: 
q == 28^ “f- 19^ 28 ■4*" 

aufweist 

Haufig tritt in dem dureli (8) gegebenen Aiisdrncke g(r:^a) bei 
einer cler Grossen nocli ein negative!* Exponent anf; die Ordntingen 
52 , = 19 Oder n==31 liefern hierzu Beispiele. Mit Hillfe der Gleicbnng 
= 0 lasseu sicli diese Ausdriicke dami aber^ wie wir bereits a!!- 
deiiteten^ stets vermoge elenientarer Rechnung in rationale Gestalt 
iiberftlliren; z. B. fur die beiden genannten Ordnnngen fiiulet man so : 

(10) w = 19 , ^ , 
n = 31, 


§ 8. Invariantentlieoretische Hiilfsmittel zur Bildung dor Corre- 

spondenzgleiehurigeii. 

Endlich nocli eine letzte Vorbereitnng fiir die Aulstelliiiig der 
algebraisclien Correspondenzgleiehungeu bei dcu drei oft genanideii 
Curveu: 

Bei der Aufstellung der Modulargleiclningen des Ikosacubirs im 
vierten Kapitel des vierten Absclmitia erzieltoii wir durcli lleranbolimg 
in-variantentbeoretischer Hiilfsmittel eine niclit iinweReiitlicbo Abliiirzuiig 
der Rechnung. Ahnlich liegen die Verbaltnisse bier bei don von uiis 
ausgesonderten Modularcorrespondenzen, nur dass natiirlicb gegen iriiluii- 
diejenigen Oomplicationen eintreten, welcbe im Forlgaug von dor bi- 
niiren zur ternaren Invariantentbeorie begriindet sind. 

Dass sicb die allgemeinen Erorterungen von p. 127 If. bier sofort 
iibertragen, wird man leicbt iiberblicken. Habon wir bei (diier unsoror 
drei Gruppen fiir die Ordnung n eine Scbnittsystem-Corrospondonz, 
die dureb 0(gj | =0 auf der zugehorigen obonen durve d:i,rg(!Kl,elll. 

ist, so werden wir zu alien p, Correspondenzen dieser Ordnung oLwa. 
dadurcb gelangen, dass wir bei stebendem yi die alien p iniupiiva- 

lenten Substitutionen V unterwerfeu. War abor 11== das "-oradi' 

\c, d/ O ' 

zu Grunde gelegte Schema und wendet man auf die Si und yi bo/.. 
simultan die Substitutionen V und V~TiVR~^ an, .so wird dadurc.b 
unsere aiifanglich ausgewtihlte Correspondenz in .sicb solbst i,ranBfoi- 
miert. Wollen wir demuaeh, wie friiber, die Vercinigung von V nnd 
'V als eine bezeicbnen, so exisifnu'ii ('vuc (jditci* 

Gruppe Gf, von p SmuUan-SuhstUuUonai der durelt cl>Gsv | ?/,•) =.= () dar- 
gestellten Modularcorrespondcng in sicli. 
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Aber die Verwendung dieses Ergebnisses erfordert bier im Gebiete 
der ternaren Invariantentlieorie nqcb eine ZwisclienbetrachtuDg. Indem 
wir namlicli auf (^^ | ^/) die biteriiare Substitution (F, F') austibenj 
wird im allgemeinen | nicht direct in sicb selbst iibergelien^ 
vielmebr eine andere Gestalt {pi\y?) annebinen (die natdrlich gleicli- 
falls geeignet ist, gleicb Null gesetzt unsere Scbnittsystem-Correspon- 
denz darzustellen). Hier werden nun die Entwicklungen aus § 3 
fundamental; denn es ergiebt sicb aus denselben^ dass die Identitlit 
besteben muss: 

( 1 ) 0' ipi 1 2/0 = c ■ 0 1 2/0 + /■(«;) • ri (^i 1 i/i) + f(^i) • r-2 1 2/0 ■ 

Wie wir dieselbe filr unsere Zwecbe verwenden wollen, zeigeii 
wir am Beispiele der Die der Simultan-Substitutionen lasst 

sicb aus zwei Operationen S, T bez. der Perioden 7 und 2 erzeugen^ 
die zudem bekanntermassen die Bedingung {STY ■= 1 befriedigen. Bei 
der Substitution 8 ist der in (2) gemeinte Factor c notwendig eine 
7*® Einbeitswurzel, ftir T aber eine 2*^®. Das Product beider Einbeits- 
wurzeln muss aber eine ebensolcbe dvUten Grades vorstellen, und daruni 
sind die zu S und T geborenden Coefficienten c einfacb = 1; dem- 
gemass sind flir die gesamte die Coefficienten c mit 1 identiscb. 
Wenn wir demnach jetzt alle 168 aus durcli die Substitutionen 
(F, F') hervorgebenden “ Ausdrilcke zusammenaddieren, so wird eine 
Summe der Gestalt: 

(2) 168 0 ( 0 .- 1 2 /i) + f (^0 • 1 yi) + fXy^) • 1 Vi) 

entspringenj die^ gleicb Null gesetzt^ unsere Schnittsystem-Correspon- 
denz ebenso gut darstellt wie 0(^,- 1 y^ = 0. Nennen wir aber den 
Ausdruck (2) jetzt gleicb selbst wieder | y^)^ so liaben ivir dmnit 
cifw hitcfndfe FoTVii CTTciclit^ wdlche hei dll on 168 Substitution&n [Vf F) 
f/enau in sicJi selbst ubergeht, die also eine absolute Invariante der Oruppe 
Simiiltaoi’ Substitutionen vorstelU. — 

Inciem wir aucb weiter nocb bei der verweilen, werden wir 
zur Verwertung dieses Resultates eine besondere Untersucbung dariiber 
anstellen miissen, auf wieviel wesentlicb Ycrschiedene Arten die Gruppe 
1 ^ 1(58 isomorpb auf sicb selbst bezogen werden kann, um solchergestalt 
alle moglicben Zuordnungen F, V' zu Simultan-Substitutionen zu ge- 
winnen. Hier gestalten sicb nun die Verhaltnisse aufs neue gerade so 
wie bei n =- 5 (cf. p. 135), so dass es geniigen wird, kurz das Re- 
sultat anzugeben: Es gieht uberhaupt nur mei im Sinne mn p, 134 ff. 
wesenfMch verscMedene Arten, die Gigg isomorph auf sicJi selbst m 
bedelim. An erster Stelle nennen wir den Fall der Cogredicn^, wo 
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jede Substitution F sicli selbst zngeordnet ist; er liegt fur die qua- 


dratischen Eeste n von 7 vor, wenn wir ans des Scliemas 



bedienen wollen. Zweitens folgt der Pall der Gontragrediem^ bei welclieiii 
den Substitntionen S und T bez. 8”^^ iind T zngeordnet sind; dieser 
Fall koinmt fiir die quadratischeii NieMreste n von 7 beini Gebrancbo 


des Scliemas y bi Betracbt. In beiclen Fallen ist 

\ 0, — Y — n/ 

ubrigens, wie man sofort bestatigt^ die Correspondenz mit sicli selbst 
invers. — Von den particulilren hierbei zii (Jrunde liegenden Scliemen 
gelangt man dann zn den jedesmaligen 167 tibrigen Correspondenzen 
durcli Austibung der ternaren Substitntionen auf die einc Varia- 
belenreilie. 


Fiir die Gewinnung der biternaren Pormen | «//) im Fallo 
der Sclinittsystem- Correspondenzen ist liiermit ein invariantentlunire- 
tisclier Ansatz aufgestellt. Man hat, urn vollig systematiscli zu ver- 
faliren, sowolil im Falle der "Cogredienz, wie in deni der Contra- 
gredienz vorab nacli dem ^pollen System^^ biternilrer Pormen zu sucbcn^ 
die den Charakter absoluter Invarianten gegeniiber der besitzeiu 
111 den Pormen dieses Systems ist alsdann c|>(^,: | yi) als gauze ratio- 
nale Verbindung derselben anzusetzen. Wir werden dies indessen nur 
an einer selir beschrankten Zalil von Beispielen 7i thatsachlicli dureh- 
fiihren; man vergleiche den folgenden Paragraphen. — 

Piir die zu den Gruppen und gehorenden Curven 64 nnd 
Cg hat Hr. Fiedler ( 1 . c., p. 74 ff.) bewiesen, dass auch dort die eiu- 
zelne Sclinittsystem- Correspondenz durch Nullsetzen einer SimuH.an- 
Invariante rein dargestellt werden kann. Die Anzahl der wesentlicli 
verschiedenen isomorphen Beziehungen der Gruppe auf sich selbst 
ist dabei vier je nach dem Reste, welchen die ungerade Zalil n mod. S 
besitzt*, iiisbesondere liegt fiir n = 8 /^ + 1 Cogredienz^ fur n = = 
8 /i + 7 die Contragredienz vor, wlihrend man die beiden ul)rig<‘u 
Moglichkeiten ^==8 7^4: 5 etwa als Fiille der Digrediouz bezeiclmen 
wild. Bei der Gqq hat man wieder nur die BW(d Pallc der Oogredienz 
und Contragredienz zu unterscheiden, und zwar je nachdem n — 4 /^+ 1 
Oder n — S ist. — 

Hinzuzusetzen haben wir noch, dass die invariantentheoretiscdien 
Principien einmal bei grosserer Variabelenzahl, andrerseits aber aueli 
fiir die Correspondenzen von nicht- verschwindender Wertigkeit ihn* 
Bedeutung keineswegs vollig verliereu. Mogen wir im letztercn Be- 
tracht bier ein Beispiel anftlbren, welches wir wieder der siebenieu 
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Stiife entoelimen. 


Die bei n = 4 zum Scliema 



geliorende 


Correspondenz besitzt die Wertigkeit 2, und sie ist 6-6-deiitig. Die 
Aasdelinurig der Uberlegimgeii der §§ 2, 3 aiif diesen Fall ergiebt 
leicht^ dass wir die fragliclie Correspondenz auf der durcli eine 
Relation ^iveiten Grades in jeder der beiden Variabelenreihen darstellen 
konnen. In der That bat man, wie wir obne Beweis anftibren, als 
fertige Correspondenzgleichung : 


(3) = o. 


Dass wir aber bier linker Hand eine Simultan-Invariaute der ffigs vor 
uns haben, ist unmittelbar evident; sie ist einfacb die giiadratisclie 
Polare eines Punktes in Bezug anf f(Sa) = 0 oder aucli umgekebrt 
eines Punktes 0a in Bezug auf /■(!/«) = 0. Damit ist tibrigens aucb 
direct geometriscb oifenbar, dass fiir eiuen Punkt 0a der die in y 
gedeutete Gleicliung (3) auf der jenen Punkt 0a immer selbst, 
doppelt gezahlt, aussebneidet; denn der Polarkegelscbnitt eines Punktes 
einer Curve beriihrt letztere in dieseni Punkte. 


§ 9. Aufstelliing einiger biternarer Invarianten fiir die 
sieb enter Stufe. 

Vorstebende Entwicklungen mogen nun an ein paar Beispielen 
erlilutert werden. Indent wir dabei wieder init der Fj^gg beginnen, 
sind nacb (9) p. 689 die niedersten Falle w, bei denen Scbnittsystem- 
Gorrespondenzen eintreten, n = 3, 6, 19, 12. Wir baben diese Oid- 
uungen n gleich in eine solcbe Anordnung gebraebt, dass die Dimen- 
sionen ff der zugeborigen biternaren Formen 4> ansteigen; man bat 
namlicb bei n = 3, 6, 19, 12 bez. die Dimensionen 0 = 1, 3, 5, 6, 
(soferu wir uns bei « = 12 auf die irreducibele Correspondenz be- 
scbriinken wollen). 

Wir baben die Betracbtung von vornberein urn so lieber auf 
diese vier Ordnungen eingescbrankt, als dieselben ausnabmslos zum 
Falle der Contragredienz geboren. Das voile Fornaensystem der Si- 
inultan-Invarianten der im Falle der Contragredienz ist aber be- 

reits seit lange durcb Hrn. Gordan angegeben worden'*')- Wir 
brancben tibrigens unter den zablreicben Gliedern des fraglicben vollen 
Systems fur unsere Zwecke nur jene Formen berauszugreifen, welcbe 

«) Man sebe die beiden beziiglicben Arbeiten G-ordan’s in Bd. 17 der 
Math. Ann. (1880), sowie namentlich die der ersten Arbeit beigegebene tabella- 
riscbe Zusammenstellung des vollen Pormensystems. 
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in keiner der keiden Variakelenreihen eine Dimension > 6 aufwciseii; 
dadnreli verringert sick die Zahl der wirklick zur Geltung kommendeu 
Formen sekr erkeblich.' Uberdies bemerke man, dass ^{Sa | »/«) bei 
Vertausehung der beiden Variabelenreiken direct in sick solbst iiber- 
gehen muss. Denn, wie wir die Vorbereituugen getroflen haben, gekt 
die einzelne Correspondenz durch Inversion in sick selbst fiber; dass 
dann aber auck \ y«) als symmetriscke Function beider Varia- 

belenreiken angenommen werden darf, folgert man mit Hiilfe eines 
Gedankenganges, wie wir ikn seinei’zeit (p. 5b) bei den Modularglei- 
ckungen f{J', J") = 0 ausftikrlick gaben. 

Urn jetzt die fiir w = 3, 6, 19, 12 zu benutzenden Formeu wirk- 
lich zu bilden, bemerke man erstlich, dass im fertigen Ausdruck von 
ct)( 2 „ I 2 / 0 ,) in diesen Formen Glieder mit dem Factor 

/’(^a) = + ^2^ ^11 


Oder auck mit fiyc) fortbleiben konnen; denn diese Factoren sind auf 
der Curve Gj mit Null identisck, und andrerseits beeintrilcktigen wir, 
indem wir die fraglicken Glieder fortlassen, die Jnvai-ianteneigcasc.liai'! 
von (a'ffi 1 j/a) in keiner W eise. 

Nachst f{s^ ist die niederste einfack-ternilre Form wenu 

wir diese Bezeicknung im Sinne von I p. 733 brauckeii sollen; die 
Dimension von X(^a) ist 6, und als tertige Gestalt dieser lonu 
haben wir: 




i o. 

1 ''2 


^2 ^-1 




Alls den vorausgelaenden Bemerkiuigen kaiiu man ilbrigens mit llrilib 
der Gordan^schen Tabelle leicht folgern^, das X(rJ«) in den (lorrcspoii- 
deiizgleichungen immer nur mit X(2/a) multipliciort vorkoiumt. Als 
erste lei den aiisgewahlten Orditiingini n !2ii Icnutmide Form merken ‘unr 
tins somit fur die Dimension o' = G an: 


(1) 1 ye) == X(^v,) • X(2/a). 

Demnaclist eiitnehmen wir der Gordan^sclieii Tabelle oinc Form 
der vierten Dimension in den wild der zweiteu in dim welche 
wir diircb die viergliedrige Determinante delinieren: 


/ll? 

/ 12 ; /l-l? 

!/i 

/ 21 ; 

/22 3 /2d7 

tk 

/41> 

/■la; fu'i 

Va 

2/0 

2 / 4 ; 

0 

ig von /‘(^(„) 

nack 


1 yt) = 16 


fa,^ soil dabei die zweite Ableitimg von /‘(^«) iiacli 0a und sein. 
Die ansfubrliche Gestalt dieser Form Q{0a 1 ya) ist die folgendc: 
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(2) 0 {Sa I 2/«) = — 4s, 2// + (s/ — 4^2^54 •^1^) Vi 

+ (s/— 4 s4SiS/)j/i 2 + (2SiS/— 2y,_y., 

+ (2S4S3® — s/s,^)2y,2/i + (2S2S18 — s/s/) 22 / 42 /,. 


Audi tier folgert man (mit Hiilfe der Tabelle) wiecler leiclitj class 
iiur das Product Q{^a \ ya) Q{ya \ ^a) fur uns zur Geltimg kommt^ 
und tvir merlcen uns damit als 0 iveite Form tvieder fur die Dimension 
<? = 6 ; 

(3) Z(s„ I 2/„) = 0(5„ 1 2/a) • 0(2/a 1 Sc). 

Hieriiber hinaus kommen nur noch die drei Diagonalglieder der 
Gordan’schen Tabelle in Betracbt, welcbe 1. c. in der symboliscben 
Schreibweise Ux, f<p, 0// lieissen; die Dimeusionen dieser drei Formeu 
sind bez. <J = 1, 3, 5 in jeder der beideu Variabeleureiben. 

Indem wir zu uuserer Schreibweise ija zurtlckgehen, haben 
wir erstlich an Stelle von Ux in einfaehster W’eise die bilineare Ver- 


bindung: 

(4) {s, y) = s, 2 /j + + S 42 / 4 , 

die wir den Formen (1) und (3) ohne weiteres anreihen. Dagegen 
wiirde die Umrechnung der Formen f,p, Qa S'US der von Hrn. Gorclan 
gegebenen syinbolisehen Gestalt in die explicite einen uiiverlialtniss- 
massigen Aufwand von Rechnung erfordern. Wir wollen der Gordan- 
schen Tabelle also nur die Angabe entuehmen, dass zwei acxuidimen- 
sionale Formen der Grade 3 und 5 existieren, und schlagen tibrigens 
lur deren Bildung ein directes Verfahren ein. Wir sagen : 

1st g(sa) eine einfach-termre Imariante unserer voti der Di- 
mension {<3 + 1 ), so gewinnen wir in: 

dgisj dg(.y) ^9(Va) , 

(^) 02/1 0«2 82/2 9 A 

cine doi)pelt-tcrnare Smidtan- Invariants, welciic in jeder Variabclenreihe 
die Dimension a aufweist und iihrigens bd Vertauschung von y und s 
ivnverdndert blcibt Ersteres wird sofort offenbar, wenn man nur aus 
der Formel des Euler’sehen Satzes: 


{6 + 1) •</(««) = % + ^2 


4-^4 


^2/(0 


cion (in der luvariantentlieorie wolilbekannten) Schluss zielien will, 
dass sich die drei Ableitungen fj, |f; contragredient zu den ^<2 

sul)stituieren. Man nelime nun g{0cc) iu (5) einmal mit sodann 

mit der sclion oben benutzten Form X{pa) identiscli und findet solclier- 
gestalt zwei Simiiltaii-InYarianten, welcbe gerade die Dimeusionen 
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(^ == 3 UDil 5 ill der eiiizelneii VariaLeleiireilie autweiseii nod die zudeiii 
bei Vertauscliung beider Reihen in sich selbst iibeigelieu. V/ii be- 
zeichnen diese beiden Inyarianten durcli /K{^a 1 ?/«) B(r.v, 1 ya) iohI 
finden ibre explicite Gestalt zu: 

^0) A == Hh (ya *4" ^^V'-^ccyla) i 

a 

(7) B ==^ + 4.« — lOSaSLsla) (5f/«2/8<( + Vta — lOya'l/ialfu^ • 

a 

Es ist nun die Saclilage die, dass uns die beiden Invarianten 
A, B die Gordan’sclien Forinen f^p und 0,// vollstandig ersetzeii. Es 
iiiussen nainlich iiacli den GordaiFschen Entwicldungen A inid B in 
den bisberigen Formen J/), f, fcp, oait Hlilfe constanter Goelli- 
cienten in der Gestalt: 

A = af(p + & - (^^ yy\ 

B == oiG/i + (^; y) + rU * yy + ^ ’ ('G yf 

darstellbar sein, wie man aus den Dimensionen der bier in Ibilrachi 
bomnienden Formen leicbt bestatigt. W^areii nun die beiden Goeili- 
cienten a, a nicht beide von Null verscbieden, so enthielte A bez. B 
den Factor (-s, y) und intisste mit Null identiscb sein, falls wir 

Vi = = % = 0 

nehmen. Letzteres ist aber weder fiir A nocli B der Fall, und also 
ist a^O und dann aber lassen sicb fip und 0// aucb ibrer- 

seits durch A, B, /(ya), {p,y) ausdruckem 

Sonstige Formen komnien zufolge der Gordan^scben Ta, belle fur 
die vier ausgewahlten Transfomiationsgradc nicht in Bctratdif, und wir 
baben demgemass das Resultat: Bio linle Soite dor Corresponds 
chung ist hei den Ordmmgcn n === 3, 6, 19, 1.2 in den ftinj Iformcn 
ipi y)j ^7 ^7 ^7 ^ rational imd gam: darstellbar. 

§ 10. Endgliltige Berechnung der Correspondenzgloiclimigon 
siebenter Stnfe fiir n — 3, 6, 19, 12. 

Indem wir jetzt fiir die vier Ordnungen — 3, (1, 19, 12 die 
Glciclmngen | 2 /a) = 0 in den funf Formen G’, y). A, B, 2, H 

mit numeriseben Coefficienten a, j3, y . . . ansetzen wollen, bemitzen wir 
den TJmstand, dass in den drei Fallen = 3, (5, 19 die betreflenden 
Gleicbungen irreducibel sein miissen; aucli bei n = 12 bebalten wir 
die Beschrankung auf die irreducibele Oorrespondenz bei, so dass wir 
bier mit einer Correspondenzgleichung sechsten Grades zu tbuu babem 
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Wir bekommen mm die uaclifolgenden Ansatzes 


« = 3, {p,y) = Q, 

>2 = 6 , k-\- a-{s,yf = a, 

«=19, B + = 0, 

n = 12,a-Z-\-^-H + y.B-{s,y) + d-k^ + e-k-{s,yf+l-{^,yf=^Q, 

mid liier kormten wir im zweiten nnd dritteii Ansatze die Coefficienten 
der ersten Gliecler direct gleicli 1 setzen; denn waren diese Coeffi- 
cieiiten etwa gleicli Null, so warden die betreffenden Gleichungen ei*” 
siclitlicli niclit irreducibel sein. # 

Ptir n — o hat die Gleichung bereits fertige Gestalt gewonnen 
and stimmt in der That niit der beziiglichen vorlaufigen xlngabe in 
§ 6 iiberein. Ptir die drei iibrigen Gleichungen werden wir jetzt 
weiter iiberlegen niussen, wie wir die iinbestimmt gebliebenen Coeffi- 
cienten a, /3, . . . berechnen mogen. 

In diesem Betracht gehe man erstlich auf die Entwickl ungen in 
§ 7 zurilck, wo wir durch diejenigen ct)(w) Punkte der 64 aiis- 

schnitten, welche dem Eckpunkt ^4 = 0 des Coordinatendreiecks 

zugeordnet waren. Inzwischen wolle man hierbei nicht iibersehen, 
dass die eben angesetzten Gleichungen sich auf das Schema 

0 \ 

\ 0, —Y—J 

bcziehen, wahrend der Berechuung von g{0a) in § 7 das Schema 

zu Grimde lag. Die Folge ist^ dass ^ 2 ? ^4 I nicht not- 

wendig auf g{0a) direct zuriickfuhrt, sondern moglicherweise auf einen 
jener beiden Ausdrlicke, welche aus durch cyclische Permutation 

der 0ix cntspringen. W^elcher unter diesen 1 alien vorliegt, wird man 
inimer in kiirzester Weise dadurch entscheiden, dass man verlangt^ 
die rechte Seite der gleich folgenden Identitat ( 1 ) solle gegenliber S 
dasselbe multiplicative Verhalten zeigen, wie die linke. — Indem wir 
in diesem Sinne rich tig gewahlt denken, besteht eine Identitat: 

0 ) -^'2? h \ ^ 

wo eine liomogene gauze Verbindung {a — 4^^ Dimension ist, die 

invturlieh iiur in den Fallen ^4 eintritt. 

Diese Identitat liefert uns nun in folgender Art eine Anzahl von 
Gleichungen zui: Bestimmung der numerischen Coefficienten 
ill den am Eingaiig des Paragraphen aufgeschriebenen Ausatzen: Die 
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Formeii y), A; . . . iielimen fiir den Fall 2/1 == 2/d = 0^ y^ — I die 
besonderen Gestalten an: 

(«, y) = ^2 , A = s/ + B = + 5^1 s/ — 

Z = — 4£’i5ai3/, H = 0 . 

Tragen wir dies in die obigen Ansatze ein^ so koniint z. B. fur 
n = 19: 

(2) 02^ + -f a (02^ + 

= c(sv’' + 

Es iritt iiamlicli liier eine lineare Form }i(0u), mit f{0a) luulfciplicicriy 
niclit auf; deiin alle Ter me der Gleicliung (2) nelimen gegeniiber S 
den Factor s'^ an^ ein Verlialten, welches von keinein der drei Pro- 
ducte gilt. Aus der Identitat (2) folgt nun sofort: 

^ Hh “f" 1 =; 3 a — 10 = Cj 5 === — Cp 

womit sicli die endgiiltigeu Werte a = -. /? = — ‘ ergcbem Audi 

O O 

im Falle n = 6 kommen wir auf dem liiermit skizzierten Wego 
zum Ziele and finden a = — 1. Dagegen erlialten wir bei n ~ 12 
nur erst zwei Gleichungen fiir die sechs uubekamiten Zalileii; bier 
also werden wir auf unser altes Mittel zuiiickgreifen, dass wir deii 
Ansatz 0(iii | = 0 nacb ansteigeuden Potenzen von r entwickolu 

und dann den Coefficienten jeder Potenz mit Null ideiitisch setzciii. 
Auf diesem Wege konnen wir dann aucb in den libberen Fallen 
stets zum Ziele kommen. Freilich wird es dabei vorkoinmcu konnen, 
dass ein oder mehrere Coefficienten fortgesetzt unbestimmt blciben, 
wie viele Glieder der Potenzentwicklung nacb r wir aucb beranzichen 
mogen. Dann werden zwiseben den Simultan-Invarianten, aus denen 
wir in jenen boberen Fallen die Form aufbauten, algebraische 

Eelationen bestehen. Natiirlieb wird man, um beiin einzelneti 0(.s',< | y„) 
derartige unbestimmt bleibende Coefficienten als solcbe thatsileblieli zu 
erkennen, docb immer nur eine begrenzte Anzabl von Gliedern der 
betreffenden Potenzentwicklung nacb r zu untersuchen babeu, worilber 
man das Nahere aus den Satzen fiber die Wertigkeit ganzer Modul- 
formen im Einzelfalle ohne Schwierigkeit feststellen wird. 

Die hiermit bezeichnete Complication durcb das Auftreten alge- 
braiseber Relationen zwiseben den Formen des vollen Systems tritt 
aber in unserem Falle •»*= 12 noch keineswegs auf. Wir bereebneu 
bier also die Coefficienten a, /3, . . . ohne weiteres in der angedeuteteii 
Art und finden Uherhaupt als fertige Gestalten der Corrcsyondcnsgleichiin.- 
gen in mseren vier Fallen: 
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n= 3, (g,y) = 0, 

n= 6, A-(^,2/)5 = 0, 

n = 19, — = 

n = 12, 45H — 9B • {s, y) — 5A^ - 35 A ■ {g, yf + 49(s, yY = 0. 


§ 11, Mitteilung einiger Correspondengleicliungeii fiir die Gmppen 

r 96 ^3Sf 

Fiir die beiden Gruppen 8*®^ imd 16^^^ Stiife siiid die volleu Systeme 
der Simultan-Invarianten in den saoitlicben dabei zu untersclieidenden 
F’allen durcli Hrn. Fiedler 1. c. abgeleitet worden. Die weitaus 
grbsste Anzahl der wirklich bereclineten Correspondenzgleichungen 
gelibrt aber aucli bier zum Falle der Contragredienz, d. i. bei der 
zu den Ordnungeu n = 4/^ + 3^ bei der r 3 S 4 zii w = 
es also geiiiigen, wenn sicli unser Eeferafc nur auf den hiermit ge- 
keunzeichneten Bereicli erstreckt, zumal da wir bei ilim dnrcliaus die 
einfaclisten Verlialtnisse antreffen. 

Bei der bestebt das voile Formensystem im Falle der Coritra- 
gredienz aus den drei Verbiudungen: 

f Ai == + ^2?/2 + HVdi 

( 1 ) a ; = + WMi + wjiy%y 

I Ag = ^32/12/22/3 

der Dimensioncii <3=1,2, 3. Wir erzielen indessen eine Verein- 
facbimg der eiitspringenden Gleicbungen, wenn wir die zweite Form, 
Ag, durcb 

( 2 ) A2 = A, 2 — 4A2 

ersetzen. Hierber geborige Beispiele fertiger ModularcorrespondeBZ' 
gleicbmigen sind: 

n =3, Aj^ = 0, 

^^ = ll, A/-16A3 = 0, 
n = 19. A,"— 16A3(4A2 + 3A;^) = 0, 

!)ei deren Ableitung durcbaus die Gesicbtspiinkte des vorigen Para- 
grapben ibre Geltung bewabren, 

Bei der Griippe rgg 4 gelangt Hr. Fiedler im Falle n = 8A + 7 
gleichfalls zu einem vollen System von drei Formen, die iiberdies ge- 
staltlicb mit den drei Formen (1) genau ubereinstimmen* Sie mogen 
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iodessen, der veranderteo Becleutung der 2/.- eiitspreclioml, jetzt 
BL Bo heissen, und wir fflireii genau wie in (2) die Form B^ clurcli 
die Gleiclmng B, = B/^ - 4B.; ein. Hier hat nan Hr. l iedlei- die 
Berechnung der fertigen Oorrespondenzgleichungeii bis zu selir^ betracht- 
lichen Orduungen n getrieben-, wir reprodiicieren seine Ergebnisse nacli- 
folgeiid iiu vollen Umfange: 


n= 7, Bi = 0, 
n = 15, BjBg -f" dBg = 0, 
n = 23, Bi“ - 4 B 3 = 0, 

M = 31, ^ 4BjB3 == 0, 


n 


39, Bi®B, + 8Bi*Bg — 2OB/B2B3 - UiB.B./ - 4B/B3 = 0, 


^ 47, B, 


3 


4B 2B„ - 24BiB,B3 — 128B3^ = 0, 


55 ^ Bi’Bs + 8B,'-'B3 - 40B/B,B3 - 16 ■ WB'^B./ -- 28B,‘^Ba^'B3 

— 96BiB,jB 3^ - dBs'^Ba + 512 B^^ == 0, 

„ _ U, Bi« - 84B,*B,B3 - 36B;-*B3‘^B3 - 112Bp^B3“ - 48B;'B3 

— dBa'Ba - 96 BiB3B3^ - 64 B^* = 0, 

„ = 79 ^ B,® - 4Bi’B3 - 40Bi'’B2B3 - 112 Bi^B 3‘^ - 112Bp>B/B;, 

— 13 • 32 B/ B3 B ,^ — 84 B, B./ B^ — 3 • 128 B^'^ B^'^" + 51 2 B, B, ■' =- ( ) . 


Von den mod. 8 nicht mit 7 congruenten Ordiiiingcn but Herr 
Fiedler noch « = 21 und w = 35 behandelt; doch wolle man die be- 
treffenden Gleicbungen a. a. 0. nachselien. 

In den mitgeteilten Correspondenzgleiehuiigeii liaben wir nun eine 
grosse Eeihe jener irrationden ^MulajyJdrhniiijcii vor uns, wie wir 
sie oben (p. 154 ff.) bereits ausfiibrlich betraclitoten. Uni dies an 
iinseren jetzigeii Gleiehnngen ilnsserlicb zur Evidenz zu bringen, milsseii 
wir dieselben miter Einfiihrung von 'Yl, "j/i — 4 etc. in die nielit- 
homogene Gestalt umsetzeu; indcsseu gebraucheii wir zum bessereu An- 
schluss an die iiberlieferten Formeln hierbei statt j/4, j/l 4 liebei 
die Bezeichnung j/fc, die wir nach I p. 665 durch: 

Tti 

(3) yw -.l-.yi = ® £*2 : e s.^ 

defiuieroii. Die transformierten Moduln nennen wir, wie schoii Iriiher 
(p. 157), yi, yY, setzen jedoch im Gegensatze* zu (3): 

dni Tti 

(4) j/f :l:l/^= 2/1=6 ® ^2 = <3^2/8- 

An Stelle der zuiiachst bei der Transformation entspriiigendeii 2 / 1 , 2/aj 2/:t 
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liaben wir solchergestalt 2/1; — ^^^*2/2? ^2/3 gesetzi Der biermit yoll- 

y2 

zogene Wechsel stellt aber eine Operation der (r-gg^ vor^ und also 
komint unsere Massnaliine eiufach auf einen Wecbsel des Schemas 
der Transformation zuriick. Der Vorteil aber ist, dass die Producte 

tlbrigeus gleicli 

selbst wieder B2', Bg nennen, die einfacben Gestalten annebraeii: 


(5) 


B, ^^yvi + yiTT- 1, 
b; = yuFf - ]//7j — yw, 

Bg = — 


Den Aiisdruck B^ definieren wir natiirlicli nacb wie vor durcb die 
Gleicbung Bg = 63' — ^B^^. Die expliciten Gestalten der zur r3S4 
geliorenden irrationalen Modulargleichungen entspringen nun einfach 
durcb Eintragung der Ausdriicke (5) in die oben mitgeteilten Glei- 
cliungen. 

Entsprecbend hat man bei der die nachfolgenden nicht-homo- 
genen GJestalten der drei Pormen A: 


( 6 ) 


\ == i/Fr - 1 , 

A/ = yjcik'v — Yki — yvf, 

As = —yu¥v. 


Hier liefert nun in der That die bei % = 3 eintretende Gleicbung 
Aj = 0 die Legendre’ sclie Modulargleichtmg aufs neue, die wir auf 
anderem Wege bereits p. 154 gewonnen batten. Die bei n = l ein- 
tretende Gleicbung B^ = 0 liefert die Giltdaff’scJie ILodtilargleichung 
von (3) p, 155. 

Die bei w == 11 fiir die gefundene Gleicbung Ai^=lGA 3 
wolleii wir nocb durcb Auszieben der dritten Wiirzel umgestalten*, 
sie liefert alsdann die irrationale Modulargleichung: 


( 7 ) yhi + yjc'i' + 2y2yki¥v = 1, 

die wir als Correspondenzgleichung derjenigen ausgezeichneten Unter- 
gruppe der Stufe 24 anzusprechen haben, welche ans der 

(brrcli 7ji\satz von ]//cfc' entspringt. Man findet weiter in entsprecben- 
der Weise fiir den Transformationsgrad n = 23 von = 4 B3 aus 
die Gb'icluiug: 
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(8) yiii + vrv + yiyuhr == i 

die wir offeiibar als Correspondenzgleicliung Stufe zu riibricicreii 
liabeii. 

Die Gieichung (7) lasst sicli aus Formelii. eiitwickelnj welelie 
Sell ro ter in seiner p. 158 genannten Schrift ,jDe aeqtialiomhns niodit- 
laribus^^ abgeleitet bat, wahrend die Gleicbung (8) znerst von Ifni. 
Hurwitz angegeben worden ist‘^‘‘-^'). 

Zii der genannten Gruppe r 3.384 State 48 bez. za ihrem Mo- 
dulsystem ]/ft, ]/h\ geliort aucb nocli eine Uelation, welebe Hr. 

Harwitz 1. e, fiir n — 4:1 bereclinet hat; dieselbe lantet: 

(9) [2(i/« + ywi' — 1) - 1/4 "yuvvf 
= 8 (yid + ywv + 1) — 7 1^16 yiiTk'i’ . 

Alls der oben fur n = 47 mitgeteilten Gleicbung lilsst sicli uaoli Eiii- 
tragnng der Werte (5) die eben niitgeteilte Forniel vermbge einor 
kurzen Zwischeneiitwicldung ableiteii. — Naturlicli stelleu die Kbda- 
tionen (7), (8), (9) Correspondenzen auf den Raumeurven dos i/,. 
vor, welcbe den Modulsysteaien ]/A, ]//»;', bez. ]/%, ’ [//.:// 

entspirecben. — 

Mit den bier behandelten Beispielen ist der Bereicb der in Redt' 
stelienden Untersuebungen iibrigens in keiner Weise abgescblossen. 
Wir warden zumal durch Ausdebnnng unserer Retracbtinigen auT 
Correspondenzen mit einer niebt verschwindenden Wertigkeit zabl- 
reicbe iiene Gestalten irrationaler Modulargleichungoii gewinneu, Dotdi 
milssen wir in diesem Betracbt auf die oft genannten Eutwi<*-kl ungen 
von Sebroter, Krause u. A. verweisen. 


Indem wir hiennit nun aucb diese letzte Anw(;ndinig der Tbeorii' 
der Modulfunctionen abschliessen, sei es gestattet, noeb (‘innial die 
wesentliche Absiclit anzugeben, welclie dem Gjinzen der jetzt bi'endetmi 
Darstellung zum Grande liegt. Trotz aller der vielen Einzelunter- 
sucbmigen, die wir durcbzumacben batten, war es docb ilborall niebt 


'*) Die GleiclniBgen (8) und (9) sind bereits oben (p. 157) vorlliulig luii 
geteilt; docb sind damals die numerischen Coeflicienton der dritt^ni CUiedcr linkisr 
Hand nnrichtig angegeben worden. 

Siebe die betrefFende Mitteilimg in den Matliern, Annalen BtL 17 p. €0 
(1879). Vergl. aucb Sebroter in Bd. V der Acta Math., p. 208 (1884). 
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das einzige unci wesentliclie Ziel fiir uns, in Rielitung der Special- 
forscliung inogliclist weit vorzudringen. Vielmelir sei sofort zugegeben, 
dass Geometrie und Zahlentlieorie sowie einigermassen aiicli Fuuc- 
tionentheorie iind Gruppentheorie zumeist nur in iliren elementaren 
Teilen zur Verwendung kamen. Aber dass sicli alle jene verscbiedenen 
Disciplinen in der Theorie der Modulfunctionen , wie wir sie ent- 
wickelten, zu einem von lebendiger Anscbauung getragenen Ganzeii 
organiscli verbinden, darin vor allem sclieint der Wert dieser Theorie 
zu bestehen. 

Dass iibrigens diese Art mathematischer Betracbtungsweise, wie 
sie nun aiif die elliptischen Modulfunctionen Anwendung fand^, nocli 
sehr viel weitertragend ist, deuteten wir sehon einmal am Schlusse 
von Bd. I an. In der That ist es die doft bezeichnete Theorie der 
automorphen Punctionen allgemeinster Art, in welclie die Fortsetzung 
unserer bisherigen Entwicklungen unmittelbar liineinfiihrt. So soil 
uns denn das jetzt Erreichte zur Grundlage fiir die Behandlung der 
allgemeinen automorphen Functionen werden! 

Freilich erscheint unsere jetzige Darstellung nicht in alien Punkten 
der Verallgemeinerung fahig. Bei den automorphen Functionen allge- 
meinerer Art fehlen uns alle jene Hiilfsmittel, die wir fiir die Modul- 
theorie aus dem Anschluss an die doppelt-periodischen Functionen 
gewanneu. Diese letzteren aber zogen wir (zumal im vorliegeiiden 
zweiten Bande) gern heran, um. beziehungsreiche Eigenschaften der 
Modulfunctionen hervortreten zu lassen sowie auch um concrete Pormeln 
zur Hand zu haben. Damit aber entsprangen (wenn es erlaubt ist, 
noch einmal ein paar Einzelheiten zu beriihren) zwei wesentliclie Er> 
leichterungen fiir unsere Deduction: Einmal batten wir nicht notig, 
den Existenzbeweis der Function von der Abbildung aus vermbge 

RiemamVscher Frincipien zu erbringen, indem wir ja seinerzeit vielmehr 
von der bereits bekannten Function J(co) aus deren Abbildung auf 
die co-Ebene aufsuchten. Fiirs zweite brauchten wir keine principielle 
Untersuchungen iiber die analytischen Bildungsgesetze der Modul- 
formen anzustellen, da uns die Darstellungen fur g^, A in Bd. I 
sowie spaterhin die Darstellungen der Moduln hoherer Stufen durch 
die '^-Reihen etc. ja unmittelbar von der Theorie der doppeltperio- 
dischen Functionen geliefert wurden. Die allgemeine Theorie der 
automorphen Functionen entbehrt ein entsprechendes Hiilfsmittel in 
beiden Hinsichteii. Aber man braucht dies nicht als einen Nachteil- 
der in Rede stehenden Theorie ansehen: vielmehr gewinnt ihre Dar- 
stellung eben dadurch, dass sie keine Anleihe bei einer ihr an sich 
fremden Disciplin macht, einen mehr einheitlichen Charakter, 
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Die grosse Breite der bislierigen Darstelluug wird iibrigeiis cr- 
lauben, bei der Behandlung der automorpheii Functiouen weit kilrzer 
iind abstracter vorzugelien. In der That sollten ja die M.odi:iIfnnC“ 
tioneii die Einfillirnng in die allgemeine Theorie vermittelii^ imd wir 
wollen sie kdnftigliin zur Erlanterung der allgemeineii VerluUtniss(^ 
immer zur Hand halten. So mag durcli die Aiisfillirliclikeit des vor» 
liegenden Werkes lioffentlicb Dieses erreiclit sein^ dass Jeder, dor in 
die in Rede stehendeii Theorieen eindringen will, bier idle dazu notig<rii 
Praniissen beisammeii findet. 



Sacliregister. 


ALersclie Eelationeii zwisclieu den Teilwerten II, 284'*-). 

Abel’scbes Theorem fiir die Iiitegrale 'filler Riemami’scben Plllcbe If, 4S1. 
Aquivalenz der binilren quadratische?^ :i^ormeii I, 244, 259. 

— der Paukte einer Ebeiie gegeniiber linearen Snbstitutionen oder Substitutions- 

gruppen I, 184, 217. 

— , relative beziiglicb einer Untergruppe der Modulgruppe I, 310. 

— von Pauktsystemen auf Riemann’scben Flacben I, 562. 

Algebraiscbe Darstelhing positiv-wertiger Correspondeiizen II, G73. 

— — negativ- wertiger und singulllrer Correspondenzen II, G7G, 

— Formen auf einer Eiemann’Bclien Placke 11, 486. 

— — auf einer ebenen Curve II, 498. 

— Functionen auf einer Rieinanu’sclien FUlcbe I, 496. 

^ Darstellnng derselben durcb die Integrate zweiter Gattung I, 540. 

— — zweier Piinkte einer Rieinann’schen Flacbe II, 668 fF, 

-- Gebilde I, 543, Gesaintbeit derselben bei beliebigem Gescblecbte p IF, 527. 
Ainbige quadratiscbe Formen II, 162, 164. 

Automorpbe Functionen, Begrifisbestimmung 1, 763, man vergl. aucb II, 703. 


Babncurve einer linearen Substitution I, 166. 

Basis ganzer algebraiscbe r Formen einer Eiemani/scbeu Flacbe II, 490. 

von Correspondenzen einer beliebigen Riemann’schen Flacbe II, 549. 

Berulirungacurven Ordnung einer ebenen Curve 4^®^' Ordiiiing 1, 716. 
Berubrimgsformen auf beliebiger Rieinami’scber Fliicbe II, 509. 

Bildungsgesetze, fiir elliptiscbe Functionen I, 149 ft., II, 277 ft'., 337 ft. 

— , fiir Modulformen erster Stufe I, 151 ft. 

fiir Modulformen boherer Stufe II, 280, 289, 351 ft., 319. 
fur die Integrale erster Gattung von Primzablstufe II, 572 ft*. 

Bilinearprocesse zur Bildimg von Moduln boherer Stufe II, 320 ff. 

Pbaraktere einer algebraiscben Correspondenz II, 550, 625, 634. 

Classenanzablen quadratischer Formen I, 250, 260, Beziebung derselben ziim Trans - 
formationspolygoii II, 171, 189. 

(dasseneinteiliuig der Untergruppen der Modulgruppe I, 362. 
Glassenzablrelationen, Gescbiclite derselben II, 202, 635. 

— , erster Stufe II, 184. 


II, 284 soil bedeuten; Zweiter Band, Seite 284, 

K 1 0 1 n - F r i c k c , Moaiilfunctionen. 11. 
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Sacliregister. 


Classenzalilrelationen, dritter imcl fdnfter Stufe II, 234, 232, 

— , siebenter und elfter Stufe II, 658, 664. 

— , einer beliebigen Primzablstufe 11, 661 ff. 

Cogrediente Systeme binarer Variabeleii 11, 131. 

Coincidenzen bei den Modiilargleicbungen II, 174. 

— bei den algebraiscben Correspondenzen II, 538, 552. 

— bei den Modular correspondenzen IT, 610, 630. 

Collineationen der elliptiscben Normalcurve in sicb. li, 242, 2r»4- 
Collineationsgruppe der ebenen Curve 4^^-^* Ordnuug 7^‘'^ Stpulb !, 705 lb 
Combinations metbode von Schwarz und Neumann I, 514. 

Combination zweier Gruppen, zugehorige allgeiueine Gesielii^spiinlvto 1, 102- 
Congruenzcharakter der Untergruppen Classe I, 417. 

Congruenzgruppen Stufe I, 388, 400. 

Congruenzmodul Stufe, Begriffsbestiiniuung I, 614. 

Contragredienz zweier Variabelonsysteme II, 3S5. 

— , insbesondere bei der ternilren Gruppe Gigg II, <>93 If. 

Correspondenzen auf einer Eiemann’schen Flache II, 520 If. 

— , Einteilung in singulilre und gewolmlicbe II, 534. 

Correspondenzprincip II, 521, 639, 553. 

Correspondenztheoric, Geschichte derselben II, 518. 

Covariante Processe zur Bildung von Modulformen I, 119, 733, 1 1, 411. 

Curven in niehrdimensionalen Eamnen, Methode dew I’rojiciertuis und Se.liueidtuiM 
I, 560 ff., II, 243. 

Cnrventheoretische Behandlung der algebraisclion Punctioiiou !, 557 1!,, 11, 497, 
Cyclische Gruppen, zngeborige Fundainentaiberciclie I, 186 iV. 

— innerhalb der Primzalilgruppe I, 427 II. 


Deformation ebener oder raumlicher Piguren zur Erlauterung gruj>p(ud.he()rei,i:U’.lMT 
Oder functionentheoretischer VerliiUtnisso 1, 77 II,, SI, 294, 299, ;i2S. 
Diedergruppen innerhalb der Primzalilgruppe ^ 

Differentialgieichungen, lineare homogene der Ordnuug I, 35, 
Differentialgleichung der s- Function I, 63, 97. 

— fiir den Periodenquotienten c« I, 63. 
fur die Perioden co ^ , 34. 

Diflerentiationsprocess zur Bildung vou Modulformen T, Il7, (IK;, 11, 559, 
Bigredienz, bei der Ikosaedergruppe II, 139. 

Discriminaiite A, I, 13, 15, Productentwicklung derwolben 1, 154. 
Doppeltperiodische Fuuctionen 1, 147, insbesondere 1, 149. 

, gruppentheoretische Auffaasung ihrer Theorie H, 3. 

Boppelverhaltnis X, als Function von J I, 15, 69. 

— , ala Modulfunction I, 305, 613 ff. 

Breiecksfmictionen, allgemeino Begriffsbestimmimg I, 93. 

— , Arteinteilung I, 102. 

Dyck’s Satz ilber Gruppenerzeugung I, 456. 


Ebenenteilungen, als Ersatz Eiemann’seher Flachen vom Ges(;hl(‘cbte p ^ 0 !, od 
— , regular -symmetrische durch Gerade I, 107. 

pinheitswurzcln, achtc in der Transibrmationstheorie <ler -O’- Puiudiomm 11, 29(;. 



Sacliregidter. 
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Einkeitswiirzeln, bei Transformation von pA, yA, pA Ij 623 ff. 

— , bei Transformation von y^, f /o' etc. I, 670 ff. 

Eisenstein’scbe Eeiben filr g., iind g., I, 151. 

Elliptiscbe Fimctionen, Grundprobleme ihrer Theorie If, 5. 

— Integrate, Normalformen fiir die erste Gattnng I, 22. 

— Normalciirven, I, 568, II, 237 ff. 

EntwicklmigsfQiictionen , aritlimetiscbe, als Coefficieiiten dor Fotenzreilieii fiir Mo- 
dnlformen iind Integrate II, 359, 579 tf. 

Erlaubte Abandernng eines Fundaineutalbereiclis I, 280, 313. 

Eriiiedrigung der Modulargleicbungen I, 490, 649, 752, 11, 427. 

Erweiteriing einer Gruppe durcb Spiegeliingen I, 200 ff. 

— der Modulgruppe I, 223. 

— der Transformation Ordnung II, 48. 

— Galois’ sober Modnlprobleme I, 740. 

Erzeiigende Sabstitntionen S, T der Modulgruppe I, 218. 

^4^ G dev erweiterten Modulgruppe 1, 232. 

— — - von Untergruppen der Modulgruppe I, 315. 

Erzeugung von Gruppen aus gegebenen Substitutionen , allgemeine Gesielits- 
punkte I, 452. 

Existenztheorem, fiir beliebige Riemann’scbe Flacben I, 508. 

— der Modulfunctionen I, 588. 

Eixpunkte einer linearen Substitution I, 164. 

Flacbeneinteilimgen fiir gruppentbeoretische oder fimctionentlieoretisclie Zwecke 
y 68, 329. 

— , regulllre uud symmetrisclie T, 296, 300, 334 ff. 

Formen, ganze algebraische auf beliebiger Riemann’sclier Fillclie II, 487. 

— , ganzzablige binare quadratiscbe I, 243 ff. 

Formenperiode bei binilren qnadratiscben Formen positiver Detenu. I, 2o9. 
Formenprobleme der ausgezeicbneten Untergruppen I, 620 ff. 

Formentbeoretiscbe Bebandlung algebraiscber Functionen II, 484 tt., 

der Integrale der drei Gattungen II, 495 ff. 

, anf ternilrer Basis II, 497 ff. 

Formentlieoretiscber Ansatz fiir Resolventen I, 757, II, 54. 

Foiiiier’sclie Reiben fur doppeltperiodiscbe Functionen I, 150. 
Fimctionaldeterminantenmetbode zur Aufstelluiig von Resolventen I, 638. 
Functionen 9 auf beliebiger Riemaun’scber Flilcbe I, 543. 

Fimdamentfcilbereicb einer Gmppe linearer Substitutionen I, 185. 
der Modulgruppe T, 210, 227. 
einer Untergruppe der Modulgruppe I, 310 ff. 


Galois’scbe Hauptmoduln I, 602, 612 ff. 

~ imaginare Zablen I, 420. 

— Moclulsysteme I, 604. 

— Frobleme Stufe I, 607. 

Galois’aolier Satss fiber die niederstea Resolventen 5‘“-, 

Gauss’scho Summen II, 304. 

Gescbleobt einer Riemann’scben Flilchc I, 494. 


7tei' und liter gtufe 1, 490, 


45 ^' 
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Sacbregistcr. 


Geschlechfc eiiier Untergruppe der Modulguuppo I, 340. 

GleicliberecMigung cler Modulsiibstitutionen I, 263 it 

Gleicbberecbtigte imd ausgezeicbnete Uutergvuppen I, 268, 288, :U6, tl. 
Gleichungen mit einem Parameter, allgemeine Gesiclitapunkte I, 131* 

GrapMscbe Darstellung linearer Substitutionen I, 165. 

Green’s Satz I, 523. 

Grenze, natiirliclie einer aualytisclicn Function .1, 110. 

Grundprobleme cler Modullehre I, 139, ilas gruppentlieorotisclio 1, 14o, dw luiir 

tionentbeoretische I, 142. 

Gruppen der Substitutionen II, 291 tl, 303. 

— - der Moduln II, 313. 

Gutzlalf’sclic Modulargleichung II, 155. 

llaiiptcoDgruenzgruppe Stufe I, 388. 

Hauptmodul, allgemeine Begrilfsbestimumng I, 591. 

Hermite’sclie Tabelle fiir Vk, Vk' 1, 670. 

Hermite’s Satz liber die ^-gliedrigen x)'-Prodacie II, 239. 

Homogene Modulsubstitutionen und Gruppen 1, 392 il 
Hyperelliptiscbe Gebilde, Allgemeines 1, 571, II, 529. 

— , besondere I, 652, II, 447 if. 

Hypergeometrisclie ’Reihen fiir co^, Wo 


Jacobi’sebe ModulargleicbungeLi II, 151. 

— Siltze iiber Darstellung ganzer Zahleu dureli quattu-uare IGm'iikuj II, 3r»s il, 

Idealtbeorie, Zosammenbang mit dem gruppeulbeoretisedn'u Problem 11, 5t>l. 
Ikosaeder-Gruppen innorbalb der Friinzablgruppe G ^ I, *179 if 

— Modulargleicbungen If 150. 

— Irrationalit’clt nud "Gleicbiiug 1, 105. 

— Problem und Modulproblem, Vergleicli derselben 1, 124 if 

— Teilung I, 106. 

Imagiuare Gestalt cler rrimzablgi.’ap])e G'j I, 424. 

Index einer Untergruppe der Modulgnippe I, 310. 

— der Hauptcongruenzgruppe Stufe I, 397. . 

Integralansatz fiir algebraiscbe CorroKpondeiizen II, 525. 

— fiir die Modularcorrespondenzen II, 600 if, 611. 
lutegrale einer Rieiiiaun’scben Flilcbe 1, 501 if. 

— der verscbiederien Gattungeu I, 527, 531, II, 476. 

— erster Gattimg dor Congruenzgruppen 11, 572 if 
Invariant en der binilren biquadratisoben ii’onn I, 3 if 

— , rationale 12, irrationale und transcondeute I, 4, 30, 

invariantentbeoretisebe Bebandlung doppeltperiodi.sc.lun: iGiuctioueu I, 2, il, 270. 

— Methode bei den Modulargleicbungen 11, 127 if. 

bei den Modularcorrespondenzen 11, 690. 

Inversibilitllt der Modulargleicbungen 11, 56, 122, 599. 

Inversion der Classenzahlrelationen 11, 234. 

Irrationalitaten der regularen Korper als s-Functioueii 1, 99, als Modulfiiuciioiieu 
I, 353, 612. 



Sachregiater, 
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Irreducibilitat cler Modnlargleichungen und CoiTespondeuzcn II, 56, 599. 
Ts,(MuOi‘!)liisit'iL-. der X^.^-Gruppe mit sicli selbst II, 309. 

Kaiiouisclies Qiierschnittsystem einer Riemann’schen Flaclie I, 495. 
Kegelspitzencurve in eiiiem Biindel '^on Flilchen Ordnung I, IW. 
KetteubruclientwicMung der Modnlsubstitutiouen I, 220 . 

Kreisbogendreiecbe, geometiische Satze I, 83. 

Kreisverwandtscbaft, directe I, 82, indirecte I, 89. 

Ktigelteilungen, regulare 72,76, 104, 106, Ausbreitung in der o 3 - Halbebeiie I, 354 ff. 
Legendre’ sell e Modulargleicbung II, 154. 

— Normalform des elliptischen Integrals erster Gattung I, 25- 

— Relation I, 117. 

Metacyclisclie und balbmetacyclische Untergruppen Stiile I, 460. 

Minimalbasis ganzer algebrai seller Formen einer Riemann’sclien Flaclie 11, 491. 

— von Correspondenzen einer Rieiiiann’schen Flilclie II, 544, 549. 
M'odulargleicliungen der ersten Stufe II, 54 tf. 

— lioberer Stufe, II, 103, 118, 147 ff. 

— in irrationaler Form II, 154. 

Moclularcorrespondenzen II, 156, allgemeine Theorie II, 598 ff 
M;odulfigur, gewohnliclie I, 113, 234 ff., geradlinige I, 239. 

Modulformen I, 128, allgemeine Definition I, 143, 617. 

— , ganze algebraische II, 363 ff‘. 

Modulfmietionen, Begriffsdefinition und allgemeine Eigenscliaften I, 142, 585 ff. 
Modulgleicliung T, 125, explicit© Gestalt derselben I, 154. 

Modiilgruppe I, 137, liomogene 1, 143. 

Alodiilii einer Riemann’sebon Fliiche II, 528. 

Modulsysteme, voile einer Untergruppe I, 5S9. 

Modulsubstitutionen I, 58, 114, 137, homogene I, 143, 392. 

TVIodulteilung I, 113, 222 , 234. 

Moiiodromiegriippe einer Trans formationsgleichimg II, 5o. 

— der Moduiarcorrespondenzen II, 599. 

Xaltiidic-vtion., comifiexe der elliptischen Functionen II, 192, 

der Abel’schen Functionen II, 533. 

Mailtiplicatorgleichungen erster Stufe II, 72 ff\ 

— hoherer Stvifen II, 106. 

INiichtcongnieuzmoduln I, 418, 663. 

— , Bemerkuiig fiber ibre Transform ationsgleichungen li, 98, 152. 

Niveaulinien einer linearen Substitution I, 166. 

Normalcurven, allgemeincr Begriff I, 564. 

, rationale, elliptische I, 567 ff, II, 237 ff. 

Normalcurve der Functionen 9 I, 569. 

Normalintegrale der drei Gattungen auf beliebiger Riemann’scher Flache I, 5“.S, 
531, IT, 478. 

Octaecler-Gruppen innerhalb der Primzahlgruppe 
— Irrationalitilt und -Gleichung I, 20 , 75 ff. 

Orthogonalkreis bei den Functionen dritter Art I, 109 ff. 
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Sacliregisfcer. 


FeirHclie Gleicliung I, 253, 260. 

Perioden Wg T, 28 ah Modiilfornien I, 122. 

— ‘AbePsclier Integrale I, 530, 532, 11, 470, 497. 

— erster Gattimg als Modnln des algebraiseheu UebildeB 11, 521). 
Perspectivitateii, havmonisclie einer Ebeno I, 709. 

Potentiale einer Eiemann’schen Plache 1, 504, 518 H*. 

Potenzreihen ffir die Perioden cog als Function von J I, 43 11’. 

— fiir p'(w) I, 149. 

— fiir ganze Modulformen hoiaerer Stufe II, 281, 200, 354 (P 

— fiir die Integrale erster Gattung Stufe 11, 570. 

Primform, allgemeinG Theorie II, 502 Hi 

Primfonndarsteliung algebraisclier Pimctionen und Intogralo I I, 511. 

— der Correspondenzen II, 536, 550. 

Primitive Periodenpaare, Begriftsbestimmung I, 20, 58. 

Funktsysteme, aquivaleute aiif Ricmann’sclien Flilclieu [, 562, 

ijuerscbnittsystem, kaiionisches einer Liiemaun’schen Fileho 1, 405„ 

Eandwertaufgabe I, 510, fiir kreistormigcn Benicli 1, 512. 
Reciprocitiltssatz von Brill und Notlior I, 553. 

Reduction ganzzaldiger binilrer qnadratisclier Forinon I, 240, 258. 
Regularitat und Irregularitilt der Folygone uiul Flileheu I, iU t), 33 :l 
, einzelne Beispiele I, 208 If., 365, 370. 

Regulilre KOrper I, 76, 104, 106. 

Reprasentantensystem einer Ifntergruppc I, 283, 310. 

— fiir Transformation Ordnuiig II, 30, 45 If., 105 If. 

Representation binarer quadratischer Forruen I, 24r>, 251, 257. 
Resolventen der Modulgleiclmng, AUgemeines I, 130, 502. 

— , speoielle Resolventen I, 630, 640, 745 If., 752 If., II, 427, 440 If. 
Ricmaun-Rocli’sclier Satz I, 540. 

Riemaim’scho Flaclien, AUgemeines I, 403, I, 533, p 1 1, 5;; 6. 

~ Normalform dea elliptisclien Integrals crater (Jattung I, 25, 


Scliaaren ilquivalenter Pnnktsysteme I, 562. 

Scblafli’sclie Modnlargloiclmngen It, 149. 

s-Functionen, allgeniein I, 03 11, als ModulfunctioiKm I, 5BI. 

Sigma-Function I, 155 fl, -Teilwerte II, 22 :II 

Singnlare Coordinatenpolyeder bei elliptischen Norinalcurveu 1!, 251, 257. 

— Gorresponclenzen II, 533. 

— Moduln II, 174 If,, Gleichung derselben It, 100. 

— Riemann’scbe Flaclien II, 530. 

SmitlPsche Curve II, 167 If., fiinfter Stufe 11, 205. 

Specialfunctionen auf einer Riemann’schen Fiaclie T, 552. 

Spiegelung einer Ebene an einem Kreise T, 85. 

Stufeneinteilung der Untergruppen I, 388 ff. 

Substitutionen, lineare einer Variabeln, aligemeirio Uutcrsuehuug 1, 164 tl 
Symmetrieprincip I, 88, functionentbeorotischo Bede.utiuig I, 02 ."^ 

Syrametrisehe Polygone und Flilchen I,300 ff., 33C,.338,740,iunctioi.cnthi.orotiHdu, 
Erdrterung I, 696 £ 
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Saclaiegister. 

Teilung doppeltperiodisclier Functionen II, 7. 

TeiluDgsgleicliiing, specielle II, 11, 14 ff. 

Teilungspolygon II, 20, Basis desselben II, 560. 

Teilweise Eegularitat der FimdamentalpolYgone I, 337, Beispiele I, C80, 682. 
Teilwerte doppeltperiodisclier Functionen II, 8, der <7 -Function 11, 22. 
Tetraeder-Gruppen innerhalb der Primzahlgruppe 

Irrationalitat und -Gleicliung I, 104. 

Tlietafunctionen, elliptisclie I, 159, allgemeine II, 510. 

Thetarelationen 11, 158. 

Transformation, eiudeutige einer Eiemann’scben FUlche in sieh I, 298, 334, 603 ff, 
II, 554, der ellijptischen Normalcurven in sicli II, 239 ff. 

— der Modulsubstitutionen I, 261, der Untergruppen I, 315. 
fftQv Ordnung der elliptiscben Functionen II, 37, 44, 84 iff 

Transformationsgleicliungen 11, 52 ff., 99 ff. 

Transformationsketten, Jacobi’scbe II, 111. 

Transformationspolygon II, 40, 71. 

limkebrtlieorem, fur beliebige Riemaun’sclie Flache II, 512. 

Vertausckbarkeit von Parameter und Argument bci den Integralen drittor Gat- 
tuiig II, 479. 

Verzweigungssatz I, 346. 

Verzweigungsscliema ausgezeicliiieter Congruenzgruppen 11, 416. 

Weierstrass^sche Normalform des elliptisclien Integrals erster Gattiing I, 24. 
Wertigkeit einer algebraisckcn Function I, 497, einer Modiil ('unction oder Form 
' I, 588, II, 363. 

— einer algebraiscben Correspoinlenz II, 521. 

Wertigkeitssatz der Modnlformen II, 363. 

Wiederholte Transformation, Gruppe derselben II, 109. 


Ziisiitze iind Verbesserungen^ 


Erster Band. 

p. 155, in Formel (4) ist im letzten Gliede statt zii setzen. 

p. 158, in Formel (2) ist im lilxponentialf actor X statt X^ zu setzen. 

p. 161,' in Formel (5) linker Hand iiberall tcco an Stelle von w im Argument der 

/ff- Functionen zu setzen. 

p. 162, in Formel (6) linker Hand iiberall n an Stelle von 1 im Argument der 
ff - Functionen zu setzen. 

]). 25], der iiaoli Stephen Smith durchgefiihrte Ersatz einer quadratischeii Form 
positiver Doterminante durch den zngehorigen Halbkreis der o-Halbehene 
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^nsatz<3 und Verbesserungeii. 


ist dem Wesen nach Ibereits friiher durcli Hrn. llermite iirnfgeatellt uihI 
zu vielfachen Anwendungen benutzfc wordeii. Herniite weist iiilndicli dor 
einzelnen Form positiver Determinante unendlicli viele Forme ii dor gleiclion 
negativen Determinaiite als barmoniscli zu, uud zwar Bind die letztenoi 
Formeii (um es in iinserer geometriscben AnsdrucksweiBe zu Bag(ui) allii 
jene, deren rep)rasentierende Paiikte auf dem in Smith’s Siuno ziir ^ 01 ’" 
gelegten Form D > 0 gehorenderi Halbkreiso liegeii, VVegon dor llor- 
mite’schen Behandlungsweise vergl. man z. Ik die beziigliclioii Auh 
fuhruiigen im Verlanfe der Abhandlung ^^Sur VintrodiiMum^ des vdridiHrs 
continues dans la theorie des nomhrcs^^ Crello’s Journal ihl. 41. 
p. 621, Zeile 6, das Komma auf der rechten Seite dor Formol is! duroh (do 
Multiplicationszeiclieri zu ersetzen. 

p. 630, in der zweiten Foruiel (7) muss das zweite Glied - hiubvn, 

Zweiter Band. 

p. 157 siud die immerischen Coefflcienten dor Formelii (8) inolirlach falsoli juigo 
gebea, was nach den beziiglichon Formoln von p. 701 u. f. zn oorrigituu'ii i.sl, 
p. 1S7, vorletzter Absatz: die singulilron Stellen o) (bn* niclil.-Jimbigifn (daxymi 
gehen nicht zu sondern zu rJwei bei <h‘u Triiii.sfornia,ii(tTi<‘H I, , J , 'll\ 
A ir des Polygons F^j in eiiiander libor, iusofoni jonc Sltdlou Fixpuuklo 
der Transformation d' sind. 

p. 189, daniit die Anzalil der Fixpunkte der Substitution If' doiu Tr;uisror' 
mationspolygon F^^j gleich der a, a. 0. iingogobimou Ghmstmanzabl iiJ, 
mussen die ambigen FormclaBsen slots und nur d:um dopjwll go/iUilt 
werden, wenn ilire reprasentiorendeu Ihiukto m im Folygon F^^, ■iikid nuf 
der Symmetrieliiiie der Translbriuation A. von F^^ in sich golo,<;vii sind; 
vergl. auch p. 458. 

p. 213, die in der Note namliaft gemacbte Arbeit von Gierstor ist im uml 

niclit iin Bande der Matbcm. Annalen a.bg(Mlrnokii. 
p. 214, in den vier ersten Congruenzon (8) ist roolitor 11a, ml diis dopptdto Vor- 
zeichen + zu uelnnen. 

p. 233, um den im ersten Absatz mitgetoilten Satz ausi’iihrliob zu bowamum, mims 
■man die OlaBsenanzahlen H_,(A) a.ul’ roourr(Mit(‘m Wogo durrh 

Inversion der ClasBenzalilrehitiomm bereolimm. 
p, 299, im fjwciten Gliode des Fxponoi^ten dm* Formel (12) muss dt'r Nonnor 2 
statt 8 stehon; cf. (l),p. 297. 




